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Capitulo 1

Nociones basicas

1.1 Sistemas de ecuaciones lineales

Definicion 1.1.1. Una ecuacién lineal en “n” variables (o incégnitas) x1, x2, ..., Xy

es una relacion de la forma
A1X1+axxo+...+a,x, =0,

donde ay, ay, .. ., a, (coeficientes), y b (término independiente) son constantes reales.

Ejemplo. Son ecuaciones lineales: x1 +2x2 —=3x3+ x4 =2, x -y +2z = 1.
No son ecuaciones lineales: x1x7 + 3x3 = 4, x2 + y—z=1

1“” 7

Definicién 1.1.2. Una solucién de una ecuacién lineal en “n” variables es una
sucesion de “n” ntimeros s1, sy, . . ., S, tales que al sustituir x; por s1, xp por sy, ...,
Xn por s, en la ecuacién queda una igualdad. Al conjunto de todas las soluciones
de la ecuacion se le denomina conjunto solucién. Cada una de las soluciones del

conjunto solucién se denomina solucién particular.

Ejemplo. x =1,y =0,z = 0 es una solucién particular de x — y + 2z = 1.
El conjunto solucién es

x=1-2s+t
y=t ,
z=s

donde t,s € R.
Las soluciones particulares se obtienen dando valores concretos a t y s.
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Definicién 1.1.3. Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones
lineales.

Sistema de “m” ecuaciones y “n” incégnitas

aiix1 +apxy+...+a1,x, = bl

ar1xX1 +adxpXxy + ...+ dy, X, = bz

3 Q)

Definicién 1.1.4. Una solucién del sistema de ecuaciones lineales (I) es una sucesion
de “n” nameros s1, s, .. ., S, tales que al sustituir x1 por sy, x por sy, ..., X, POr sy,
se satisfacen todas las ecuaciones del sistema. Al conjunto de todas las soluciones de
un sistema se le denomina conjunto solucién.

Ejemplo.
x+y—-z=0
2x —y =2

es un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incégnitas. Una solucién particular es,
por ejemplo, x =2,y =0,z = 2.

Vemos a continuacién cémo encontrar el conjunto solucién de un sistema de ecuacio-
nes lineales (lo llamaremos, sin mas, solucién)

Definicion 1.1.5. Dado el sistema (I), sea

a1 a1 - A1 by X1

a1 A -+ A by X2
A= | . P B=1 .|, X =

Am1 Am2 - Amn By Xn

A se llama matriz de coeficientes, B matriz o vector de términos independientes y X,

matriz o vector de incégnitas. A partir de A y B se construye la matriz ampliada o
matriz del sistema:

a1 42 ‘- 4w b

a1 ax -+ axy by
(A|B) =

Al Am2 ‘' Ampn bm
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Definicién 1.1.6. Un sistema se dice que es compatible si tiene alguna solucién.
Compatible determinado (S.C.D.) si la solucién es tinica y compatible indeterminado
(5.C.1) si tiene infinitas soluciones. Un sistema se dice que es incompatible (S.I.) si
no tiene solucién.

Maés adelante (Teorema 1.3.3) veremos que todo sistema de ecuaciones lineales es de
uno de estos tipos: no tiene solucién, tiene exactamente una solucién o tiene infinitas
soluciones.

Sea el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

ax + by =cq
ax +boy = ¢

Cada una de las ecuaciones anteriores representa en el plano una recta (que llama-
mos “r1”y “r2”), y cada uno de los puntos de dichas rectas son las soluciones de la
correspondiente ecuaciéon. En consecuencia la solucién del sistema seria (si existe) el
punto de interseccién de las dos rectas. Existen tres casos (y solo tres) posibles:

= Siry rp son coincidentes el sistema tiene infinitas soluciones (S.C.L.).
= Sirpy r2 son paralelas no coincidentes el sistema no tiene solucién (S.1.).

= Sirpy 1y se cortan el sistema tiene una tnica solucién (S.C.D.).

1.2 Método de Gauss para la resolucién de sistemas

El método béasico para resolver un sistema es en esencia el método de reduccion.
Consiste en reemplazar el sistema por un nuevo sistema (que tenga el mismo conjunto
solucién) y que sea “mads facil” de resolver.

Este nuevo sistema se obtiene aplicando a las filas de la matriz ampliada (que seria
lo mismo que hacerlo con las ecuaciones), los siguientes tres tipos de operaciones que se
denominan operaciones elementales.

“”sr
1

1. Multiplicar una fila (“i”) por una constante (k) distinta de cero: kF;.

“”37

2. Intercambiar dos filas (“i” y “j”): F; < F;j.

3. A una fila (“i”), sumarle un multiplo (k) de otra fila (“j”): F; + kF;.

Definicién 1.2.1. Dos sistemas de ecuaciones lineales se dice que son sistemas
equivalentes si tienen el mismo conjunto solucién.
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Teorema 1.2.1. Si efectuamos cualquier operacién elemental en un sistema de
ecuaciones lineales, el nuevo sistema es equivalente al anterior.

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

El Método de Gauss consiste en reducir, mediante operaciones elementales, la matriz
ampliada de un sistema hasta llegar a una matriz que debera tener “determinadas”
caracteristicas para poder resolver el sistema a simple vista o mediante unos sencillos
célculos.

Las caracteristicas que buscaremos en la matriz son las siguientes:

1. Si una fila no consta exclusivamente de ceros, el primer elemento distinto de cero
es un uno (llamado 1 principal).

2. Las filas que tengan todos sus elementos cero, han de estar situadas en la parte
inferior de la matriz.

3. Cada dos filas consecutivas, el primer elemento distinto de cero de la inferior esta
a la derecha del primer elemento distinto de cero de la superior.

Definicién 1.2.2. Se denomina matriz escalonada (M.E.) a una matriz que verifique
las tres propiedades anteriores.

Asi, una matriz escalonada tiene mdas o menos este aspecto:

1 % % % % % % =%
0O 01 % * % =% =
0 0001 = = =
000001 » =
000O0O0O0T1 =
000O0O0O0OGO0DDPO
0 00O0O0O0OO0O

(las estrellitas representan ntimeros reales cualesquiera).

Observacién. El Método de Gauss-Jordan consiste en seguir realizando operaciones
elementales en la matriz hasta conseguir ceros “encima” de los 1 principales.

Ejemplo. Reducir a la forma escalonada la matriz ampliada del siguiente sistema:

2x1 +7x3 =12
2x1 +4xy — 10x3 + 6x4 — 12x5 = 28
—2x1 —4x7 +5x3 + 6x4 — bx5 = -1
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Solucion: La matriz del sistema es:

00 -2 0 7|12
2 4 -10 6 12|28
24 -5 6 -5|-1

(1) Buscamos una fila con un elemento no nulo lo més a la izquierda posible. En este
caso, la segunda (F»), pues la primera empieza por dos ceros. Intercambiamos estas
dos filas (Operacion elemental F; < F»):

2 4 -10 6 12|28
00 -2 0 7|12
2 4 -5 6 -5|-1

(2) Dividimos todos los elementos de F; por el primer elemento no nulo (3F7) (las
filas F» y F3 se quedan como estaban):

12 -53 6|14
00 -20 7|12
24 56 -5|-1

(3) Sumamos a cada una de las filas de debajo kF;, donde k se elige para cada fila de
manera que debajo del 1 principal de F; queden ceros. En este caso, s6lo necesitamos
hacerlo para la tercera fila, con la operacion (Fz — 2F):

12 -53 6| 14

00 -20 7|12

00 5 0 -17|-29
Ahora, olvidamos la primera fila y repetimos los pasos (1), (2) y (3) con las restantes:
(1) Las dos filas que quedan, F, y F3, tienen el primer elemento no nulo en la misma

columna - la tercera -; no necesitamos intercambiar filas.
(2) Dividimos todos los elementos de F; por el primer elemento no nulo (—%Fz):

-5 3 6 14

(3) Sumamos a F3 la operacion (Fz — 5F):

12 53 6 |14
00 1 0 -7/2|-6
00 0 0 1/2 1
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(1) No hay que hacer nada.
(2) Multiplicamos F3 por 2 (2F3):
12 -53 6 |14
00 1 0 -7/2|-6
00 0 0 1 2
(3) No hay que hacer nada.
Ya hemos obtenido una matriz escalonada. O

Definicién 1.2.3. Una vez que hemos reducido la matriz del sistema a la forma de
matriz escalonada se llaman variables principales a las variables que corresponden
a algtin primer elemento distinto de cero de una fila (hay tantas como filas no nulas
en la matriz de coeficientes del sistema) y se llaman variables secundarias a las que

no son principales.

Teorema 1.2.2. Un sistema, reducido ya a forma escalonada, es:
» Incompatible cuando tiene alguna fila con todos ceros menos el tltimo.

» Compatible determinado cuando todas las variables son principales. La solucién
se obtiene por sustitucién comenzando por la dltima variable.

» Compatible indeterminado cuando hay variables secundarias. La solucién se
obtiene igualando las variables secundarias a pardmetros distintos y despejando
las principales en funcién de las secundarias.

Ejemplo. Resolver por el método de Gauss el sistema del ejemplo anterior.

Solucion: La matriz escalonada del sistema es:

12 -53 6 |14
00 1 0 -7/2|-6|,
00 0 0 1 |2

que corresponde al sistema:

X1+ 2xp —bxz +3x4 + 6x5 =14
x3—%x5 = —6

X5=2

Observamos que las variables principales son x1, x3 y x5 y las variables secundarias
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son x7 y x4. Se obtiene:
X2 =W x4=A (Asignamos parametros a las variables secundarias),
X5 =2,
7 7
X3 = —6+§x5 — x3 = —6+§(2) =-6+7=1,
x1 =14 — 2x» + 5x3 — 3x4 — 6x5,
x1 = 14 - 2(u) +5(1) - 3(1) - 6(2),
x1=14-2u+5-31-12,
x1=7—=2u—-23A.

Entonces, la solucion del sistema es:

x1=7-2u-3A

Xo=u

1x3=1 u, A €R.
X4 =A

X5 =2

O

Definicién 1.2.4. Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es homogéneo si la
matriz de sus términos independientes es toda de ceros.

Todo sistema homogéneo de ecuaciones lineales es compatible ya que x1 = 0, x, =0,
..., Xp = 0 es siempre solucién del sistema. A esta solucion se le llama solucién trivial.
Si hay otras soluciones se llaman soluciones no triviales.

Teorema 1.2.3. Un sistema homogéneo con menos ecuaciones que incégnitas es
siempre compatible indeterminado.

1.3 Matrices

En el apartado anterior hemos utilizado matrices para resolver sistemas de ecuaciones
lineales. Ahora damos una definicién formal de matriz y vemos las propiedades generales
de las matrices.

Definicién 1.3.1. Una matriz es un conjunto de ntiimeros ordenados en una tabla
rectangular por filas y columnas. El tamafio de una matriz es el nimero de filas y de

10
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columnas que tiene: si tiene m filas y n columnas, se pone m X n. Los elementos de
una matriz son los nimeros que la forman.

Observaciéon. En general, designaremos con letras maytsculas a las matrices y por
mintsculas a sus elementos:

aip a4 - Al ,
A = (ajj); ; es la matriz.
a a .o a ] I]
21 42 2n o .
A=| . L . |, aijesel elemento de la fila i, columna j.
A € Myxn(R) (si los elementos son reales).
Am1 Am2 - Amn
Notacién:

= Matriz fila es la que sélo tiene una fila: (a11, a12, . . ., a1n).

= Matriz columna es la que sélo tiene una columna:

an
az1

aAm1

= Matriz cero es aquella cuyos elementos son todos nulos.

= Matriz cuadrada es la que tiene el mismo nimero de filas que de columnas. Se
llama diagonal de una matriz cuadrada a los elementos a;;.

» Matriz identidad es una matriz cuadrada tal que todos sus elementos son nulos
excepto los de la diagonal, que son unos:

100 - 0
010 0
=001 .- of
000 1

= Matriz diagonal es una matriz cuadrada que tiene todos ceros fuera de la diagonal.

= Dos matrices son iguales cuando tienen el mismo tamafio y los elementos corres-
pondientes son iguales.

Definicién 1.3.2. Sean A y B matrices del mismo tamafio, m X n.

11
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» Se define su suma como:

a1 A - A bin bz -+ bix
a1 Ay - A b1 by - by
+ =
Am1 Am2 - Amn bmi bmz - bun
a1 +bun an+by - a4 +bin
ap1 +bn  ax+bxn - ay, +by
A1 +bm1 am2 +bm2 0 Amn + bun

» Sean A un escalar (A € R) y A una matriz m X n. Se define el producto del
escalar por la matriz como:

a1 A - A Aann Aap -0 Aai

a1 dyp -+ Ay Aayy Aaxp -+ Adagy
A=A . . 1= . )

Aml Am2 - Amn Adwi Adyo -+ Adpp

» Sean A y B matrices del mismo tamafio m X n. Se define su diferencia como
A-B=A+(-1)B.

» Sean A € My, y B € Mixp (es decir, el numero de columnas de A coincide
con el namero de filas de B).

a1 aiz v A b1 b -+ by

a1 ap ccc d b1 b - b2
a=|"" T | B=|T ] "

Am1 Am2 *° Omn bt bpa .- bnp

Entonces, el producto AB es una matriz C = (c;j);,j € Myuxp cuyos elementos
cij se obtienen de la siguiente forma:

n

Cij = ai1b1]‘ + aizsz + ai3b3j +...+ ainbn]- = Z aikbk]'.
k=1

Observacién. El producto de matrices no es conmutativo. Puede ocurrir que
sea posible hacer la operaciéon AB, pero no BA (por cuestion de dimensiones).
Incluso cuando ambas operaciones son posibles, el resultado puede no ser el mismo

12
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1 2 2 -2
(comprobarlo con las matrices A = ( ) 3) yB= ( 11 )).

Notacién: Si A € M;;x,, podemos poner:

donde A; = (aj1 ajp -+ aip).
Andlogamente, si B € M,xp, ponemos B = (B1 B --- B), donde

by;
Bj = b.zj
byj
Entonces podemos escribir:
Aq AiB1 AiBy --- AiB,
aB=|"* BBy B,) = ABr AdBy e AsB,
A.m Am.Bl AW;BZ AW;BP

Con esta notacién, resulta:

Ejercicio.
» Comprobar que, si A € M, se cumple que Al, = [,,A = A

» Comprobar que el producto de dos matrices diagonales es una matriz diagonal.

Teorema 1.3.1. Sean A, B y C matrices de las dimensiones adecuadas, y A y pu
nameros reales. Entonces, las operaciones que acabamos de definir tienen las
siguientes propiedades:

Para la suma:

1. Conmutativa: A + B =B + A.

2. Asociativa: (A+B)+C=A+ (B+C).

13
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Para el producto:
3. Asociativa: (AB)C = A(BC).
Para la suma y el producto:
4. Distributivas: A(B+ C) = AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC.
Para el producto por un escalar y la suma:
5. Pseudodistributivas: A(A + B) = AA + AB, (A + u)A = AA + uA.
Para el producto por un escalar y el producto:

6. Pseudoasociativas: A(AB) = (AA)B = A(AB), (Ap)A = A(uA).

Observacién. En general:
1. AB=AC = B=C.

2. AB=0=A=06B=0.

Como contraejemplo para (1), sirven las matrices

0 1 10 3 2
=l oeR) el

como contraejemplo para (2), podemos tomar

=l ) oG5

Ejercicio. Si A es una matriz m Xn y 0 es la matriz cero de las dimensiones adecuadas
en cada caso, ver que:

1. A+0=0+A = A.
2. A—-A=0.
3. 0-A=-A.

4. A-0=0-A=0.

Definicién 1.3.3. Sea A € M,;,x,. Se llama traspuesta de A, y se denota por At ala

14
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matriz cuyas filas son las columnas de A:

a1 aip - a1n ail a1 - Aml
az1 A2 -+ AQ2n aip az - Am2

A= . . . . € Myxn = At = . . . . € Myxm.-
Aml Am2 - Amn Aln 42n **° Amn

Teorema 1.3.2. Se verifican las siguientes propiedades:
1. (AHf = A.
2. (A+B)! = At + B,
3. (AA) = LA (A e R).

4. (AB)! = B'A.

Definicién 1.3.4.

Una matriz se dice que es simétrica cuando es cuadrada y coincide con su traspuesta:
A€ Myx, | Al = A.

Una matriz se dice que es antisimétrica cuando es cuadrada y su opuesta coincide
con su traspuesta: A € My, | Af = —A.

Ejercicio. Poner ejemplos concretos de matrices simétricas y antisimétricas de orden
2y3.

Definicion 1.3.5. Dado el sistema (I) de la definicién 1.1.3 sea la matriz de coeficientes
A y los vectores de términos independientes y de incégnitas B y X respectivamente,
definidos en 1.1.5. Entonces, si utilizamos el producto matricial que acabamos de
definir, podemos escribir el sistema como AX = B llamada expresion matricial del
sistema de ecuaciones lineales.

Teorema 1.3.3. Un sistema de ecuaciones lineales AX = B tiene o bien una sola
solucién, o bien infinitas, o bien ninguna.

Demostracion. Vale con demostrar que si un sistema tiene dos soluciones distintas
entonces tiene infinitas:

15
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Sean S y T dos soluciones distintas:

S1 t

S tr
s=|.| T=

Sn tn

Por ser S y T soluciones del sistema se cumple AS = By AT = B; entonces, para
cualquier A € R, AS + (1 — A)T también es solucién del sistema pues:

AAS + (1= A)T) = AAS + (1 — ))AT = A(AS) + AT — A(AT) = AB + B— AB = B.

Como hay infinitos A € R, resulta que el sistema tiene infinitas soluciones. m|

Definicién 1.3.6. Sea A € M, (cuadrada). Se dice que A es inversible si 3B € M, x|
AB = BA = I,,. En este caso, se dice que B es inversa de A.

Teorema 1.3.4. Si una matriz A, tiene inversa, ésta es tinica (se escribe A~1).

Demostracion. Sea A una matriz inversible, sean B y C inversas de A. Entonces:
B(AB) = Bl, = B, (AB)C =1,C =C.

B(AB)C =BC,  B(AB)C = BC.

O

Teorema 1.3.5. Sean A y B matrices inversibles del mismo tamafio. Entonces AB es
inversible y su inversa es (AB)™! = B~1A~L.

Teorema 1.3.6. Sean A una matriz inversible y A un nimero real no nulo. Entonces:
1. AA esinversibley (AA)™! = %A‘l.
2. A7l esinversibley (A71)"! = A.
3. A" esinversible y (A")™! = (A™1)", n e N,

4. A' esinversible y (Af)~! = (A71)".

Ejercicio. Demostrar estos dos tltimos teoremas.
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1.4 Método de Gauss parala obtencién de la matriz inversa

Veremos con ejemplos un método que nos permite saber si una matriz cuadrada es
inversible o no, y en el caso de ser inversible encontrar su inversa.

Una matriz es inversible si y solo si a partir de ella y realizando operaciones
elementales se puede llegar a la matriz identidad. En este caso su matriz inversa es
la que se obtiene al realizar las mismas operaciones elementales a partir de la matriz
identidad.

La justificacion de este método requiere el estudio de las llamadas matrices elemen-
tales, que no trataremos.

1 01
Ejemplo. SealamatrizA =|0 1 1| Ver, por el método de Gauss si es inversible y
110

en ese caso hallar su inversa.

Solucion:
101100 10 171 00 10 11 0 O
F3—F1 FS—FZ
011{010 01 1]0 10 01 1[0 1 0
1 10(0 01 01 -1|{-101 00 -2|-1 -11
e (101010 0 hls 10012 -1/2 1/2
_1F, -
50110 1 o |Z=5l010[-1/2 1/2 1/2
00 1/1/2 1/2 -1/2 001 12 1/2 -1)2
Por tanto la matriz es inversible y su inversa es la matriz:
1/2 -1/2 1)2
Al=|-1/2 1/2 1)2
1/2  1/2 -1/2
m|
12 48
Do . ) .12 4 8 1], .
Ejercicio. Hallar la inversa por el método de Gauss de la matriz 4812 (si
8 1 2 4
existe).
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1.5 Determinantes

Definicién 1.5.1. Una permutacién del conjunto {1,2,3,...,n} es toda posible
reordenacion de sus elementos. Ya sabemos que hay n! reordenaciones distintas.
Una de estas permutaciones se escribe (i1, i3, ..., i).

Llamamos P(n) al conjunto de todas las permutaciones de {1,2,3,...,n}.
Si(i1,i2,...,0r,...,1s,...,1) €s Una permutacion, se dice que los elementos i, e i,
forman una inversién cuando i, > i;, es decir, cuando no estan colocados segin su
orden natural.

Ejemplo. P(3) = {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1)}

» En la primera permutaciéon no hay inversiones.

En la segunda hay una: el 3 con el 2.

En la tercera hay una: el 2 con el 1.

En la cuarta hay dos: el 2 conel 1y el 3 conel 1.

» En la quinta hay dos: el 3conel 1y el 3 con el 2.

En la sexta hay tres: el 3conel 2,el3conel 1yel2conell.

Definicién 1.5.2. Una permutacion se dice que es par cuando tiene un niimero par
de inversiones (en el ejemplo anterior, son pares la primera permutacion, la cuarta y
la quinta). En este caso, la signatura de la permutacién es +1. Una permutacion es
impar cuando tiene un namero impar de inversiones (en el ejemplo anterior, son
impares la segunda permutacion, la tercera y la sexta). En este caso, la signatura de
la permutacién es -1.

Para denotar la signatura de una permutacion (i1, iy, . . . , i) se escribe o (i1, i, . . . , in).

Definicion 1.5.3. Sea A una matriz cuadrada de orden 7n. Se llama determinante de
A,y se escribe det(A) o |A[, al ndmero Y., i, iyep(n) 01, 02, - -+, in)A1i82iy -+ * Ani -
Habra n! sumandos, uno por cada permutacién.

Ejemplo. Para una matriz2 X 2: A = (ZH le); P(2)=1{(1,2),(2,1)}.
21 22

Permutacién | Signatura | Sumando
(1,2) +1 a11a2
(2/ 1) -1 a12421

18
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Entonces, queda: det(A) = a11a2 — a12a21. Como regla préctica, para calcular el
determinante de una matriz de 2 X 2, se multiplica en cruz y se resta el producto
correspondiente a la diagonal secundaria del correspondiente a la diagonal principal.

5 4
2 -1

|:5-(—1)—4-2:—5—8:—13.

Ejemplo. Para una matriz 3 X 3:
a1l a2 a3

A=|axy ax ax|,
as1 4z 4ass

P3)={(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}.

Permutacién | Signatura | Sumando
(1,2,3) +1 a11a22033
(1,3,2) -1 111423032
(2,1,3) -1 112421433
(2,3,1) +1 112423031
(3, 1,2) +1 a13471432
(3,2,1) -1 113422031

Entonces queda: det(A) = A110422033 — A11023432 — A12021033 + A12023431 + 413421432 —

a13422031.

Como regla préctica: multiplicamos los elementos unidos por lineas, cambiamos de
signo a los de la derecha, y sumamos todo (Regla de Sarrus).

1 3 -1
—2 2 4]=12243414(-1)(=2)-3—(=1)2-1-3-(—2)-2—4-3-1 = 4+12+6+2+12-12 = 24.
1 3 2

Teorema 1.5.1. Propiedades de los determinantes. Sea A una matriz cuadrada.
Entonces:

1.- Si multiplicamos todos los elementos de una fila de A por una constante k, el
valor del determinante de la matriz resultante es k|A|.

Consecuencias:

(a) Siuna matriz tiene una fila de ceros, su determinante vale cero.

(b) Si A € Muxn, [kA| = k"|A|.
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2.- Si intercambiamos las posiciones de dos filas, el valor del determinante cambia
de signo.
Consecuencias:

(a) Siuna matriz tiene dos filas iguales, su determinante es cero.

(b) Sien una matriz una fila es multiplo de otra, su determinante es 0.

3.-
ai a2 e A1 a1 ap - Aip| a4 an - dig
ai1+bin ap+bin - Gin+bin|=|an a2 -+ ain|+|ba bia - bin|.
anl Ap2 ce Apn Ap1 An2 - Aun apl Ap2 - Aun

Consecuencia: Si a una fila le sumamos otra multiplicada por una constante, el valor
del determinante no varia.

4.- El determinante de una matriz es igual al determinante de su traspuesta: |Af| = |A|.
Consecuencia: Las tres propiedades anteriores y sus consecuencias también son
vélidas para columnas.

Teorema 1.5.2. Si A es una matriz cuadrada entonces: A es inversible & |A| # 0.

Teorema 1.5.3. Si Ay B € M,,x,, el determinante del producto es el producto de los
determinantes: |AB| = |A||B|.

Ejercicio. Demostrar

—1|: 1

a) Si A es inversible, entonces |A Al

b) Si Ay B € Mx, se cumple |AB| = |BA]|.

Teorema 1.5.4. Si Ay B € M,,x, tal que AB = I,, entonces existe Al y B = A~L.

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

Definicién 1.5.4. Sea A una matriz cuadrada. Se llama menor del elemento 4;;,
escrito m;j, al determinante de la matriz que se obtiene al suprimir de A la fila i y la
columna j.

Se llama adjunto del elemento 4;;, escrito «;;, al namero (=1)** mij. Se define la
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matriz adjunta de A como: adj(A) = (a;j) ;-

Teorema 1.5.5. Desarrollo por los elementos de una linea. Sea A una matriz cuadrada.
Entonces:

1. Desarrollo por elementos de una fila y adjuntos de la misma fila: |A| =
aiail + appkip + ... +ainAiy.

2. Desarrollo por elementos de una fila y adjuntos de otra fila: ajjaj1 + apaj +
...+aina]’n :O(iij).

3. Desarrollo por elementos de una columna y adjuntos de la misma columna:
|A| = a1ia1; + agiani + ... + Anidiy;.

4. Desarrollo por elementos de una columna y adjuntos de otra columna: a1;a1; +
A2i02j + ...+ Anidyj = 0 (i * ])

21 3 -1

12 0 0
Ejemplo. Calcular el determinante de A =

01 -2 5

13 3 0

Solucion: Para calcular el determinante de la matriz A, utilizaremos el método de
expansion por cofactores. La mejor fila para expandir es la Fila 2, ya que contiene
dos ceros, lo que simplificard los célculos.

21 3 -1
12 0 0
A‘o1—25
13 3 0

El determinante de A expandiendo por la Fila 2 es:

|A| = a21C21 + a22Co + a23Ca3 + a24Co4,

|Al = (1) - Ca1 +(2) - Ca2 +(0) - Co3 + (0) - Cog,
Al =1+ (1> My +2- (1) My,

|A| = =1 Moy + 2 - Mo.

Donde M>1 y M»> son los menores (determinantes de las submatrices).
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1. Calcular M»;

1 3 -1
My =1 -2 5|.
3 3 0

Expandimos por la Fila 3 (que también tiene un cero):

7

M2 :3-‘_32 _51‘—3-'1 _51‘+0-'1 _32
Mz =3-((3)(5) = (-1)(=2)) = 3- (1)(5) = (-1)(1)),
My =3-(15-2)-3-(5+1),

My =3-(13)-3-(6),

Mgy =39-18,

M =21.

2. Calcular My,

2 3 -1
My» =10 -2 5.
1 3 0

Expandimos por la Columna 1 (que tiene un cero):

7

M22=2-‘_32 g'—o‘g ‘Ol}ﬂ.'_?’z .
Mz =2-((-2)(0) - (5)(3) +1- ((3)(5) - (~1)(-2),
My =2-(0-15)+1-(15-2),

My =2-(=15) +1-(13),

My = =30 + 13,

My, = -17.

3. Calcular el determinante de A
Ahora sustituimos los valores de M y My, en la férmula original:

|Al = =1-Mp +2- Mp
Al = —1-(21)+2- (-17)
A| = —21 — 34

IA] = —55.

El determinante de la matriz A es —55.

Teorema 1.5.6. Si A es una matriz inversible entonces A~ = ﬁ(adj (A))E.
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N )
o = -

1
Ejemplo. Calcular la inversa de la matriz | 0
1

Solucién: 1. Calcular el determinante de A Calculamos el determinante expandiendo
por la primera fila:

4

|A|=1‘1 1‘_0‘0 1 0 1

10 1ol 11
|A] = 1((1)(0) - (1)(1)) = 0 + 1((0)(1) - (1)(1)),
1A = 1(=1) + 1(=1) = -2.

i

Como |A| = =2 # 0, la matriz A es inversible.
2. Calcular la matriz de cofactores adj(A) La matriz de cofactores (o adjunta), adj(A),
se calcula con los menores con signo A;; = (=1)i M;.

1 1 01 01
+ - +
10 10 1 1
01 11 10
di(A) =| - -
adj(4) 10 “lol Tt
01 11 10
+ - +
1 1 01 01
Calculando cada determinante 2 X 2:
0-1 —-0O-1) (0-1) -1 1 -1
adj(A)=|-(0-1) (0-1) -1-0f=]1 -1 -1].
o0-1) —-(1-0 @-0 -1 -1 1

3. Calcular la traspuesta de la adjunta, (adj(A))

101 -1\ (-1 1 -1
a = — — = — — .
(adj(A) =] 1 -1 -1 1 -1 -1

-1 -1 1 -1 -1 1

(En este caso particular, la matriz adjunta es simétrica, por lo que es igual a su
traspuesta).
4. Aplicar la férmula de la inversa

. S
A‘lzm(adj(A))t:_—z 1 -1 -1{,
-1 -1 1
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1/2 -1/2 1/2
Al=|-1/2 1/2 1)2
1/2  1/2 -1/2

1.6 Método de Gauss para la obtencion de determinantes

Definicién 1.6.1. Se dice que una matriz A € M, es triangular cuando o bien todos
los elementos situados debajo de la diagonal son nulos (triangular superior) o bien
todos los elementos situados encima de la diagonal son nulos (triangular inferior).

Teorema 1.6.1. El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los
elementos de la diagonal. En particular, el determinante de una matriz diagonal serd

también el producto de los elementos de la diagonal por tanto el determinante de I,,
es 1.

El método de Gauss para el cdlculo de determinantes consiste en hacer operaciones
elementales hasta obtener una matriz triangular, cuyo determinante es facil de calcular a
partir del teorema anterior. Hay que tener en cuenta que al hacer operaciones elementales

el determinante va cambiando segtin las propiedades enunciadas en el apartado anterior
(1.5.1).

21 31
12 0 0
Ejemplo. Calcular el determinante de A =
01 -25
13 3 0
Solucion:
12 0 0 1 2 00
F,—2F,
F1<—>F2 2 ]. —3 1 F4—F1 0 —3 —3 1
Al 22 -
01 -25 01 -25
13 3 0 01 3 0
1 2 00 12 0 0
F3+3F,

FeoFs 001 -2 5| -, |01 -2 5
_ _—
0 -3 -3 1 0 0 -9 16
01 3 0 00 5 -5
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12 0 0 12 0 0
51:_4)501—25F3<—>F4_01—25
00 -9 16 00 1 -1
00 1 -1 00 -9 16

12 0 0

F4+9F; 01 -2 5
- =-5.1-1-1-7=-35.
500 1 -1 > 3

00 0 7

1.7 Rango de una matriz

Definicion 1.7.1. Sea A € M,,x, (no necesariamente cuadrada). Consideremos todas
las submatrices cuadradas que tenga A. El tamafio de la mayor de estas submatrices
cuyo determinante no sea nulo es el rango de A. Se denota por rg(A).

Teorema 1.7.1. Se verifican las siguientes propiedades:
1. A € Myxn = 1g(A) < mun(m, n).
2. Si A € Myx, entonces rg(A) =n & |A| # 0.

3. rg(A) = rg(A").

Teorema 1.7.2. El rango de una matriz no se altera al hacer operaciones elementales
sobre ella.

Ejercicio. Demostrar los dos teoremas anteriores.

Definicién 1.7.2. Este Gltimo teorema nos permite redefinir el rango de una matriz
A de la siguiente forma: hacemos operaciones elementales sobre A hasta obtener una
matriz escalonada B. Entonces, el rango de A es el niimero de filas no nulas de B.

123 -1
013 2
Ejemplo. Hallar el rango delamatriz|2 0 1 6
010 7
123 -1
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Solucién: Observamos que la Fila 5 es idéntica a la Fila 1. Por lo tanto, la operaciéon
Fs — F1 — Fsla convertird en una fila de ceros.

123 -1
013 2
Fs—F1—Fs
— (2 01 6
010 7
000 O
Hacemos cero el primer elemento de la Fila 3:
1 2 3 -1
1 3 2
F3—2F1 —>F3
— |0 -4 -5 8
01 0 7
0 0 0 O

Ahora usamos el pivote de la Fila 2 (el 1 en la posicién (2,2)) para hacer ceros debajo
de él:

12 3 -1
1 3 2
F3+4F,—F;3
5 0 7 16
F4—F2—)F4
0 0 -3 5
00 0 O

Finalmente, usamos el pivote de la Fila 3 (el 7 en (3,3)) para hacer cero el elemento
4,3):

1 23 -1
F4+3F3—F, 013 2
— |0 0 7 16 |.

0 0 0 83/7

0 00 0

Hemos llegado a una matriz escalonada B. Contamos el namero de filas no nulas.

123 -1
013 2
B=|0 0 7 16
000 87
000 O
Hay 4 filas no nulas. Por lo tanto, rango(A) = 4. O
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1.8 Determinantes y sistemas de ecuaciones

Teorema 1.8.1 (Regla de Cramer). Sea A una matriz inversible de orden n. Sabemos
|4}

W/
donde A’ representa la matriz que resulta de sustituir la columna i de A por la matriz

que en este caso el sistema AX = B tiene solucién tinica X € M,,»1. Entonces: x; =

columna B.

Teorema 1.8.2 (Teorema de Rouché-Frobenius). Sean A € M5, y B € Myx1.
El sistema AX = B es compatible & rg(A) = rg(A|B).
De aqui podemos deducir que:

» Sirg(A) # rg(A|B), el sistema es incompatible.

» Si rg(A) = rg(A|B) = n (ntmero de incégnitas), el sistema es compatible
determinado.

» Sirg(A) =rg(A|B) < n, el sistema es compatible indeterminado.

1.9 Aplicacion: amortiguacion

El modelado de un sistema de amortiguaciéon de dos masas es una técnica de la
Ingenieria Mecédnica que se utiliza para analizar el comportamiento de un sistema
mecanico que consta de dos masas conectadas por un resorte y un amortiguador.
Este sistema se utiliza comtinmente en aplicaciones como sistemas de suspension de
vehiculos y sistemas de proteccién sismica.

Para modelar el sistema, se utilizan las leyes de Newton para escribir las ecuaciones
diferenciales que describen el movimiento de las dos masas en términos de las fuerzas
que acttan sobre ellas. Luego, estas ecuaciones diferenciales se resuelven para obtener
la respuesta del sistema en términos de las variables de interés, como la posicién y la
velocidad de las masas.

La respuesta del sistema se puede analizar para determinar cémo se comportara
el sistema en diferentes condiciones, como durante una vibracién o una perturbacién
externa. El modelado de un sistema de amortiguaciéon de dos masas también se
puede utilizar para disefiar sistemas de amortiguacién més efectivos y eficientes para
aplicaciones especificas.

Para simplificar el tratamiento (el uso de ecuaciones diferenciales se estudiara en
la segunda parte del curso), vamos a considerar un sistema estético [1]. En concreto,
consideramos dos masas conectadas por 3 muelles en serie, con constantes de elasticidad
ki1, k2 y k3, y longitudes I3, I> y I3 en estado de reposo, que a su vez estdn conectados a
dos paredes A y B, de modo que la longitud total del sistema es L, como se puede ver en
la Fig. 1.1.
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T, 15 15 15
AANA__ o AAA_ ., AAA
/ /
k 1 kg A.'-;z,

>
Y
vy

Wi

L

Figura 1.1: Esquema del sistema de amortiguacién del ejemplo propuesto.

Para disefar el sistema de amortiguacion, tenemos que calcular las distancias x1, x2,
lo que haremos suponiendo que el sistema esta en equilibrio, es decir, que las fuerzas
restauradoras se compensan. Aplicando la ley de Hooke a cada uno de los muelles, se
tiene las siguientes relaciones:

Fi1=ki(x1-1h),
Fy =kay(xo—x1-1p),
F3=k3(L —x2—13).

Si el sistema esta en equilibrio es porque F; = F, = F3, es decir,
ki(x1 —h) = ka(xo = x1 =) = k(L —x2 — I3),

de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

(k1 + kp)x1 — koxo = kily = kalo
—k2X1 + (k2 + k3)X2 = k2l2 + k3L - k313
Conociendo la inversa de la matriz de coeficientes' A, tendremos la solucién del
sistema:
A= k1 + k2 —k2 —
B —kz k2 + k3
A_l _ 1 k2 + k3 k2
k1k2 + k2k3 + k1k3 k2 k1 + k2 )

I1N6tese que la matriz de coeficientes es regular porque |A| = k1k + koks + k1ks # 0, ya que la constante
del muelle es siempre positiva.

28



CAPITULO 1. NOCIONES BASICAS

Por tanto, la solucién del sistema es

X1\ 1 k2 + k3 k2 klll - kzlz
X2 B k1k2 + k2k3 + k1k3 k2 k1 + kz kzlz + k3L — k313 '

Problemas

1. Resolver, por el método de Gauss, los siguientes sistemas:

Sx+7y—-z=6
(@ ¢ 2x+10y -2z=4,
x+y+z=0

2x +3y —z+2t =3
(b) { x+2y+z-3t=1 ,
2x +y—6z+t=-1

3x+2y—z+t=7
() x—y+z-2t=5
dx+y—-t=06
2. Estudiar la compatibilidad de los siguientes sistemas segtn los valores del paré-
metro a.

ax+y+z=1
(@ § x+ay+az=1 ,
x+y+a’z=-1
3x —y =ax
(b) { Sx+y+2z=ay .
4y +3z = az

Encontrar las soluciones para a = 0 (apartado a) y para a = 3 (apartado b).

3. Estudiar la compatibilidad de los siguientes sistemas segtn los valores de los
parametros a y b.

x+y+@-1)z=1

(@ § x+2y+3z=1 ,
2x+5y+z=b
ax+2z=2

(b) { Sx+2y =1 ,
x—=2y+bz=3

ax+z—-1=0
() § ax+(a+1)z4+ay =2
ax+ay+@+b+1)z=a+1
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4. Sea el sistema de incoégnitas x, y, z, t:

2x+ay+z =7
x+ay+z+t=">
X+2ay+t=-1
bx +ay=0b

a,beR.

(a) Hacer un estudio de la compatibilidad y nimero de soluciones para los
diferentes valores de a y b.

(b) Resolver el sistema cuandoa =b = 0.

5. Calcular, si es posible, AB 'y BA, siendo A y B las matrices:

1 2 6 -1 _21 ;

A=12 -1 1 1|, B = 11
3 -2 2 -3

3 -2

6. Una matriz cuadrada A se llama idempotente si A% = A.

(a) Comprobar que la matriz

2 -3 -5
A=|-1 4 5|,
1 -3 -4

es idempotente.

(b) Demostrar quesi AB = Ay BA = B, entonces A y B son matrices idempotentes.

7. Sean A, B matrices cuadradas de orden n: ;Cuéles de los siguientes resultados son
ciertos?

(a) rg(AB) =rg(BA).
(b) SidetA =0y detB =0, entonces det(AB) = 0.
(c) AB> = A% +2AB + B2.

Sino son ciertos, poner un contraejemplo.

8. Sea A € M, x,, demostrar que si n es par, det A = det(-A).

9. Si
a b ¢
d e f|=3,
g h i
calcular:
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10.

11.

12.

13.

a)
d e f
a b cl,
g h i
b)
2a 2b 2c
g h if,
3d 3e 3f
<)
a+d b+e c+f
g h i |,
d e f
d)
—i -g —h
f+c d+a e+Db|.
c a b

Sean A y B matrices cuadradas de orden 3 con det A =1y det B = 2. Hallar, si es
posible: |A + B|, |2A?|, |B™"|, rg(AB), justificando cada paso.

Sean Ay B dos matrices cuadradas de orden n con |AB| = I. Decir razonadamente si
las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas; buscar contraejemplos cuando
sean falsas.

(a) A esinversible.
(b) A~' = B.
(c) rgB < n.

Calcular por el método de Gauss (si existen), la inversas de las siguientes matrices:

1 2 -1 4

32 -1 3 2 1 2
A=—12 B:

_31§’ 5 6 -1 10

3 2 5 1

Calcular, por el método de Gauss, los siguientes determinantes:

0111 12 45
1011 31 25
1101} 4 5 -2 2
1110 -1 4 14
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14.

15.

16.

17.

18.

Calcular, por el método de Gauss, el rango de las matrices:

2 3 -2 11 4 3 7 -2
10 2 22 21 3 -1
11 0 11} 200 3
10 -1 -10 2 0 2 -1
a a b b
b a a b .
Calcular el rango de la matriz b b oa g para los diferentes valoresde a, b € R.
a b b a

Calcular el siguiente determinante (determinante de Vandermonde):

1 1 1 1

a b ¢

2o 2 2l a,b,c,d eR.
ad b3 3 4

oS x senxl B—[ cosy seny

Dadas las matrices: A = l l, demostrar

—senx Cosx —seny cosy
que:
2) AB = cos(x +y) sen(x +y) s en particular A2 = | % 2x sen2x
—sen(x +y) cos(x +y) —sen2x cos2x
b) A" = COsSnx sennx
| —sennx cosnx |

Supongamos que queremos comparar el costo total de ciertas mercancias. La
siguiente tabla da el costo en céntimos de euro de un kilo de cada uno de los
siguientes productos:

PIENSO PERROS PIENSO GATOS PIENSO CABALLOS

PROVEEDOR 1 145 230 42
PROVEEDOR 2 155 217 48
PROVEEDOR 3 132 224 56
PROVEEDOR 4 162 204 47

Se desean comprar 45 Kg de pienso para perros, 75 Kg de pienso para gatos y 235
Kg de pienso para caballos. Si deseamos saber qué proveedor nos ofrece el mejor
precio total, ;cémo planteas el problema utilizando matrices?.

Si hay 15 proveedores y 277 productos, ;cuél es el tamafio de las matrices con las
que hay que operar?
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Soluciones

1. a) S.CD.Solucién: x =1,y =0,z = -1.
b) S.C.I. Solucién: x = =27 +72a, y =17 —43a,z = =6 + 170, t = a, con a € R).
c) S.L
2. a)Sia#lya#-1,5CD.Sia=10a=-1,SI (Incompatible). Para a = 0: Las
solucionessonx =1,y = -2,z = 3.
b) Sia=0,a =3 0a =4,S.C.I En el resto de los casos, S.C.D. Para a = 3: El
sistema tiene infinitas soluciones: x = a, y =0, z = =5a/2, con a € R.
3. a)Sia#+3,5CD.Sia=43yb=2,SCLSia=3yb#2,SLSia=+3yb+#2,
S.IL
b) Siab #12,S.C.D..Siab=12ya #3,S1.5ia=3yb=4,5CI.
c) Sia#0yb+#0,S.CD..Sib=0ya=1,S5C.I.En el resto de los casos, S.I..
4. a)Sia=0yb=06b=4S.ClLSia=0yb+#0,4S1.Sia#0yb#1S.CD.Si
a#0yb=1SlL
b) SCLx=3,y=a,z=1,t =-4siendoa € R.

5. AB y BA no son posibles de calcular porque las matrices A (4 X 3) y B (4 X 2) no
tienen dimensiones compatibles para la multiplicacién.

N

. Ninguna de las afirmaciones es cierta. (Buscar ejemplos).

9. a) -3.
b) —18.
c) —3.
d) 3.

10. = |A + B|: No se puede calcular (falta informacién de las matrices).
» 2A% =8
= BT = 4.
» rg(AB) =3.

11. a) Verdadera.
b) Falsa.
¢) Falsa.
12.
-3 7 -8
ATl =

x|~

-5 9 8
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13. -3y 240
14. El rango de las dos matrices es 3.

15. Sia=b=0 rgA=0.

Sia=0yb+#0rgA=3.
a=b rgA=1
Sia#04 a=-b rgA=2.
a#+bya#-b rgA=3

16. (b—a)(c—a)(d—a)(c—-b)(d-Db)d - c).
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Capitulo 2

Espacios vectoriales

2.1 Espacio vectorial real

Definicién 2.1.1. Sea un conjunto V, cuyos elementos denotaremos por 1u,0,...,en
el que hay definidas dos operaciones

(1) Suma (+): Vi, € V se cumple que 2 + 0 € V.

(2) Producto por un escalar (-): Va € Ry Vii € V se cumple que a -1l € V (o
ai €V).

que verifican las siguientes propiedades:

Para la suma: Vi, 9,0 €V

Conmutativa: 4 + 0 =0 + .

Asociativa: (il +0) + @ = il + (0 + ).

-

Existencia de elemento neutro: 3¢ € V|Vii € V se cumple ii + ¢ = € + i = ii. El
elemento neutro es tinico, se denota por 0 y se llama vector cero.

Existencia de elemento opuesto: Vii € V 3ii” € Vi + 1’ = i’ + il = 0. Este vector se
denota por —ii y se llama vector opuesto de ii.

Para el producto por un escalar: Vii,v € Vy Vo, €R
o a(il +0) = ail + a®
= Distributivas: . L
(o +pB)u =au+pu
» Asociativa: (ap)i = a(Bii).
= Existencia de elementoneutro: 1-ii =u# Vil € V.

Entonces, diremos que el conjunto V' con las operaciones + y - tiene estructura de
espacio vectorial (e.v.) sobre R, y lo denotamos por (V, +, -, R).
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Ejemplo. El conjunto Mjx> con las operaciones suma de matrices y producto de un
ntmero real por una matriz tiene estructura de espacio vectorial sobre R.
El conjunto de todos los vectores del plano R? = {(x, y) | x, y € R} con las operaciones

o)+ y)=+xy+y), alx,y) =(ax,ay),

tiene estructura de espacio vectorial sobre R. Si afiadimos una tercera componente
z, el conjunto R = {(x,y,z) | x, y,z € R} con operaciones analogas también tiene
estructura de espacio vectorial sobre R.

Teorema 2.1.1. Si (V, +, -, R) es un espacio vectorial, se cumple:
(1) 0i=0 VieV.
(2) a0=0 VaeR.
B) (-Du=-u VueV.

(@) aii=0 & a=00i =0.

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

2.2 Subespacios

Definicién 2.2.1. Sea (V, +, -, R) un espacio vectorial, y sea S un subconjunto de V.
Se dice que S es un subespacio vectorial de V si S tiene estructura de e.v. sobre R con
las mismas operaciones + y - definidasen V.

Teorema 2.2.1. S es un subespacio vectorial de V si y sélo si:
(1) S+#0.

(2) Vi, 7 € S se cumple que il + 0 € S.

(3) Ya e Ry Vii € S se cumple que aii € S.

Demostracion. = ) Supongamos que S es subespacio de V. Entonces, S es e.v. por si
mismo, luego las operaciones +y- cumplirdn que:

YaoeRyVi,veS: u+veSyaics.

&) Lo tinico que tenemos que demostrar para que S sea subespacio vectorial es
la existencia de elemento neutro y de elemento opuesto en S, ya que lo demas es
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evidente. Lo demostramos:

Por (2): Seaii € S — 0ii = 0 € Sy (=1)ii = —ii € .

O

Ejemplo. S = {0} (llamado subespacio nulo o subespacio cero) y V son subespacios
vectoriales del espacio vectorial V. Se llaman subespacios impropios de V.

Ejemplo. En Mjy», el conjunto de las matrices cuya diagonal es nula es un subespacio

vectorial.

Definicién 2.2.2. Si V es un espacio vectorial sobre R y S1 y S» dos subespacios de
V, definimos la interseccién de S1 y S2 como

SlﬂSQZ{ﬁEV|ﬁ€S1yﬁ€SQ}.

Teorema 2.2.2. Sean S; y S» dos subespacios de un e.v. V. Entonces, S1 N Sy es
subespacio de V.

B N U,7€S5] = uU+0€S
Demostracion. (1) u,v € S51NSy; = (. | L
UVES) — U+TVES,

= ﬁ+5€51052.

17[651:>01ﬁ651 o
== au €51 N8S,.

(2) aeRyuieSi NS, = .
UES), = aues;

O

Ejercicio. Si S1 y S; son dos subespacios de un e.v. V, se define la suma de los

subespacios S1 y S2 como el conjunto:
51 +52 = {ﬂ1 +ﬁ2 | 17!1 € S1,ﬁ2 € Sg}.
a) Buscar un ejemplo en el que S1 U S> no es subespacio de V.

b) Demostrar que S; + S» es un subespacio vectorial de V.

c) Demostrar que S + S, es el minimo subespacio que contiene a S; y S», es decir,
que si S es un subespacio tal que S; € Sy S, C S, entonces S + S, C S.

En la Figura 2.1 se puede ver un diagrama explicativo de la suma e interseccién de
espacios vectoriales, siendo U y W subespacios vectoriales de un espacio vectorial V.
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AN

v

Uu+w

Figura 2.1: Representacion de la suma U + W e interseccion U N W de dos subespacios
vectoriales

Teorema 2.2.3 (Férmula de Grassmann). Sean U y W subespacios vectoriales de un
espacio vectorial V. Entonces

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Demostracién. Sea Synw = {01,...,0x} unabasede U N'W.
Extendemos esta base a bases de U y W:

SU = {51/- . -/Z_))k/ﬁl/' . -/ﬁm—k}/ SW = {51/ .- 'IBkI’zz}ll‘ . -/Z’T)n—k}-

Proponemos como base de U + W el conjunto
SU+W = {Ull e Ok, U, e Un—k, W1y - - -y wn—k}-

1. Todo vector de U + W puede escribirse como combinacién lineal de los vectores
de Su+w, luego el conjunto genera U + W.
2. Si una combinacién lineal de los vectores de Sy4+w es nula, al separar las compo-

nentes en U y en W se obtiene que todos los coeficientes deben ser cero, por lo que el
conjunto es linealmente independiente.

Asi, Sy+w es base de U + W, y su nmero de elementos es
k+(m-k)y+(n—k)y=m+n-—k.

Por tanto,
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
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Ejemplo. Sea V = R? con la suma habitual y consideremos los siguientes subconjun-
tos:

Sa={(x,0)| x eR}.

Sp={(x,0)[x e R}U{(0,y) |y €R}.

Sc ={(x,1) | x eR}.

Sp ={(x,0)+(0,y) | x,y € R} =R2
Para que un conjunto sea subespacio vectorial de R?, debe cumplir tres condiciones:

» Contiene el vector cero.
» Cerrado para la suma.

» Cerrado para el producto por escalares.

Estudiaremos en cada caso si el conjunto es subespacio de R2.

Caso1: S4 = {(x,0)}

Comprobamos si es subespacio.
Solucién: Sean (x1,0), (x2,0) € Sa y a € R. Entonces
(x1,0) + (x2,0) = (x1 + x2,0) € Sa,  a(x1,0) = (ax1,0) € Sa.

Se cumplen las propiedades de cierre, luego S4 es subespacio. Notar que lo mismo
ocurriria para el subespacio con vectores de la forma (0, y). m|

Caso 2: S = {(x,0)} U{(0, y)}

Comprobamos si es subespacio.

Solucién: El conjunto contiene el eje x y el eje y, pero no todos los vectores de la
suma de ambos. Tomemos, por ejemplo,

(1,0)653, (0,1)653.

Sin embargo,
(110) + (0/ 1) = (1/ 1) ¢ SB'

De forma genérica, si i = (x,0) y o = (0,y) con x # 0 e y # 0, entonces il + 0 =
(x,y) ¢ Sp. Por lo tanto falla el cierre bajo la suma, luego Sg no es subespacio. O
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Caso 3: Sc ={(x,1)}

Solucion: Tomemos dos vectores de Sc:

(x1,1), (x2,1) € Sc.
Su suma es
(x1,1) + (x2,1) = (x1 + x2,2) & Sc.

El cierre bajo la suma falla, luego Sc no es subespacio. Esto se puede apreciar en la

Figura 2.2 O

Yy

0 ¢ S
Figura 2.2: El conjunto Sc formado por vectores con segunda componente igual a 1.
Caso 4: Sp = {(x,0) + (0,y)} = R?
Solucién: Todo vector de R? se escribe como

(x,y) = (x,0)+(0,y),

por lo que Sp = R2.
Dado que R? con sus operaciones habituales es un espacio vectorial, cumple cierre

bajo la suma y el producto por escalares, asi como las demds propiedades axiomaticas.
Por tanto, Sp es un subespacio (de hecho, el espacio completo). m|

Observacion. = Aunque Sp contiene el origen, no es subespacio porque no es
cerrado para la suma.

» Sc falla todas las condiciones, siendo la mds evidente que no contiene el origen.

= Geométricamente, los subespacios de R2 son: el conjunto {0}, rectas que pasan
por el origen, o todo R2. Esto se da para los casos de S4 y Sp.
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» Una recta que no pasa por el origen (como Sc) nunca puede ser subespacio
vectorial.

» La unién de dos subespacios (como en Sg) generalmente no es subespacio, a
menos que uno esté contenido en el otro.

2.3 Combinacién lineal: dependencia e independencia

lineal

Definicién 2.3.1. Sean V un e.v. sobre Ry i1, iy, . .., ii, € V. Una combinaci6n lineal
de {ii1, 1y, ..., i, } es una expresién de la forma

0(1171 P 0(2172 P ooo IF a,ﬁr

con a; € R (que también sera un vector de V). Se dice que i € V es combinacién
lineal de {ii1, iy, . . ., i, } si existen escalares «; € R, tales que

0= a’1ﬁ1 +0¢2ﬁ2+~-~ +arﬁr.

El conjunto de todas las combinaciones lineales de {iiy, iy, . . ., ii,} se denota por

L{ih, B, ..., By].

Teorema 2.3.1. Sean V un e.v. sobre Ry iiy, iy, . .., ii, € V. Entonces:
(@) Lluy,uy,...,1,] es subespacio de V.

(b) Ll[iiy, iy, ..., u,] es el minimo subespacio de V que contiene a {1, il, . . . , iy }.

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

Definicién 2.3.2. Sean V un e.v. sobre R y iy,1,...,1i, € V. Se dice que
{11, 1y, ..., u,} son linealmente independientes (l.i.) si la ecuacién

0(1171 +a2ﬁ2+---+arﬁr =0,

con «; € R, tiene solucién tnica a1 = a» = -+ = a, = 0. En caso contrario, se dice
que son linealmente dependientes (1.d.).
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Ejercicio. Demostrar que {1, iiy, . .., ii,} son linealmente dependientes < algun
ii; se puede poner como combinacién lineal de los demas.

Ejemplo. En el e.v. (R3, +,-,R), demostrar que:
a) {(1,0,1),(0,2,1)} son linealmente independientes.

b) {(1,0,1),(0,2,1),(1,2,2)} son linealmente dependientes.

Solucién: a) Para demostrarlo, planteamos la combinacién lineal igualada al vector
nulo:
a1(1,0,1) + a2(0,2,1) = (0,0, 0).

Esto genera el sistema de ecuaciones:

0(1:0
2a2=0

a1+ar, =0

De la primera ecuacién, a; = 0. De la segunda, ap = 0. La tercera se cumple
automaticamente.

Dado que la tinica solucién es la trivial, los vectores son linealmente independientes.
b) Planteamos la combinacién lineal igualada al vector nulo:

a1(1,0,1) + a2(0,2,1) + a3(1,2,2) = (0,0, 0).

Generando el sistema:
a1+a3=0
20 +2a3 =0

a1+ax+2a3=0

De la primera ecuacién: a1 = —a3. De la segunda: a; = —as. Sustituyendo en la
tercera: —a3 — a3 + 2a3 = 0, consistente.

Por ejemplo, tomando a3 = 1, obtenemos a1 = —1, a» = —1, solucién no trivial.
Alternativamente, observamos que (1,2,2) =1-(1,0,1) +1-(0,2, 1), por lo que un
vector es combinacién de los otros, y el conjunto es linealmente dependiente. |
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2.4 Sistema generador, bases y dimension

Definicion 2.4.1. Sea V un e.v. sobre R. Un sistema generador de V es un conjunto
de vectores iy, iy, . . ., iy € V tales que

=

V = L[ﬁl,ﬁz,...,um];

es decir, que todo vector de V se pueda generar a partir de {iiy, i, . .., iy }). Si un
e.v. admite algtn sistema generador con un ntmero finito de elementos, diremos
que es de tipo finito. En lo sucesivo, trabajaremos s6lo con espacios de tipo finito,
aunque no lo digamos explicitamente.

Definicién 2.4.2. Sea V un e.v. sobre R. Una base de V' es un conjunto ordenado
de vectores de V que es sistema generador de V y que ademads es linealmente
independiente.

Ejercicio. Demostrar que
C ={é,é,é}=1{(10,0),(0,1,0),(0,0,1)}

es una base del espacio vectorial (R?, +, -, R) (se llama base canénica).

Ejemplo (Base candnica de matrices). El espacio vectorial M,,x,(R) tiene como
dimensién nm y su base canénica es el conjunto

C={8ij|1SiSm,1San},

donde &;; es la matriz que tiene un 1 en la posicion (i, j) y ceros en todas las demas.
En el caso particular de las matrices 2 X 2, la base canénica estd formada por las
cuatro matrices:

10 01 00 00
811—(0 0)' 812—(0 O)' 821—(1 O)' 822—(0 1)-

Ejemplo (Base de monomios en polinomios). El espacio vectorial P,[x] de los
polinomios de grado a lo sumo # tiene dimensién 7 + 1 y como base canénica el

conjunto de monomios
2 n
C={1,x,x%...,x"}.

Teorema 2.4.1. Todo espacio vectorial V de tipo finito y distinto de {0} tiene una
base.
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Demostraciéon. Sea {ﬁl, Uy, ..., ﬁp} un sistema generador finito de V (existe, pues por
hipétesis V es de tipo finito). Si {ﬁl, Uy, ..., ﬁp} es linealmente independiente, ya esta.
Si no, alguno de los ii; se podra poner como combinacioén lineal de los demas, por
ejemplo, ii, (sino, los reordenamos). Lo quitamos, y el conjunto {iil, Uy, ..., ﬁp_l}
sigue siendo sistema generador de V. Si { i, o, ..., ﬁp_l} es linealmente indepen-
diente, ya estd; si no, repetimos el proceso anterior. De esta manera, al cabo de un
namero finito de pasos, obtendremos un sistema generador formado por vectores
linealmente independientes, que serd por tanto una base de V. ]

Teorema 2.4.2. Si
B ={iy,iy,..., 1y}

es una base de un e.v. V, entonces todo conjunto con més de n vectores es linealmente
dependiente.

Demostracion. Sea {01,702, ..., Uy} un conjunto de m vectores, con m > n. Considere-
mos la ecuacion

B101 + Bal2 + -+ + BmOm =0,

y demostremos que admite alguna solucién con f8; # 0.
Como B = {1, ..., i, } esunabase de V, cada 7; puede expresarse como combinacién
lineal de los ii;:

51'=a1iﬁ1+a2iﬁ2+---+aniﬁn, i=1,...,m.
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion inicial:
m n n m
101+ + BmUm :Zﬁi Zaﬁu]’ :Z Zaﬁﬁi uj =0.
i=1 j=1 j=1 \i=1

Dado que {1, ..., i, } es linealmente independiente, se obtiene el sistema:

a11p1 +afa+ -+ @1mPm =0,

a21f1 + axfor+ -+ amPm =0,

anl,Bl + anZ,BZ i anmﬁm =0.

Este es un sistema homogéneo de n ecuaciones con m incégnitas, siendo m > n. El
rango de la matriz de coeficientes coincide con el de la ampliada y, al haber mas
incégnitas que ecuaciones, el sistema es compatible indeterminado. En particular,
posee soluciones no triviales, es decir, alguna solucién con g; # 0.

Por tanto, el conjunto {1, 2, . .., U } es linealmente dependiente. O
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Observacién. Todas las bases de un mismo espacio vectorial tienen el mismo ntimero
de elementos.

Definicién 2.4.3. La dimension de un espacio vectorial V' es el nimero de elementos
de cualquiera de sus bases. Se representa por dim(V).

Observacion.

» Sistema generador, base y dimensién son conceptos igualmente vélidos para
subespacios, pues un subespacio vectorial no es méds que un espacio vectorial
dentro de otro.

» El espacio vectorial {6} no tiene base y se considera que dim({ﬁ}) =0.

Teorema 2.4.3. Sean V un e.v. sobre R con dim(V) = ny iy, i, .. ., i, € V. Entonces:
(a) Si{iy, 1y, ..., Uy} es linealmente independiente, entonces es base de V.

(b) Si{ii1,u,...,1y,} es sistema generador de V, entonces es base de V.

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

Teorema 2.4.4. Todo conjunto de vectores linealmente independientes de un espacio
vectorial de tipo finito se puede ampliar hasta obtener una base.

Demostraciéon. Sea {ﬁl, iy, ..., ﬁr} un conjunto de vectores linealmente independien-
tesdeune.v. (V,+,-R).SiV =L [ﬁl, iy, ..., ﬁr], entonces {ﬁl, iy, ..., ﬁr} es base de
V.Sino, 30, € V|o1 ¢ L [171, ty, ..., ﬁr]. Afiadimos este vector al conjunto anterior,
y {ﬁl, Uy, ..., Uy, 51} seran linealmente independientes. Si V = L [ﬁl, Uy, ..., Uy, 51],
ya estéd; sino, 30, € V|o, ¢ L [ﬁl, iy, ..., Uy, 51], y los vectores {ﬁ1, ty,..., Uy, 01, 52}
seran linealmente independientes. Seguimos con este proceso hasta que sea

V:L[u1/u2/'"/u7101102/"'105]/

lo que sucedera en un namero finito de pasos pues trabajamos con e.v. de tipo finito.
Entonces, los vectores {ﬁl, Uy, ..., Uy, 01,02,..., 55} son Li. (los hemos elegido con
esa condicién) y generan V. Por tanto, constituyen una base de V. |
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2.5 Coordenadas y cambio de base

Definicién 2.5.1. Sean V une.v.sobre Ry B = {iij, iy, . .., il, } unabase de V. Entonces,
cualquier vector i € V se puede poner como combinacién lineal de los vectores de B,
es decir, existen escalares a1, ay, ..., a, € R tales que il = aqiiy + iy + -+ + Qyily.
Ademas, fijada la base B, estos escalares son tnicos para cada i € V (jcomprobarlo!).
aq

- - az
Se les llama coordenadas del vector # en la base B; y esto se denota por [u]p =

ay

Ejemplo. R" = {(x1,x2,...,x,) /x; € R} es un e.v. sobre R con las operaciones

(x1,%2, -, X))+ (Y1, Y2, ) = (1 + Y1, X2+ Y2, ..o, Xn + V),

a(xy,x2,...,x,) = (ax1,axy,...,axy,).

Es facil comprobar que el conjunto de los vectores unitarios
{¢1=(1,0,0,...,0),¢ =(0,1,0,...,0),...,8, = (0,0,0,...,1)}

es una base de este espacio, y que las coordenadas del vector (x1, x2, ..., x,) € R" en esta
base (que se llama base canénica de R" ) son precisamente los ntimeros x1, x2, ..., Xy;
esto concuerda con la nocién generalizada de coordenadas geométricas de un vector en
R? 0 en R3.

Entonces, fijada la base de un espacio vectorial, podemos trabajar con las coordenadas de
los vectores como si estuviéramos en R” (hay que asegurarse de que Vii, o : [ +7]p =
[i]g + [0]py Ya e R: [aii]g = alii]p, pero esto es facil).

Teorema 2.5.1. Teorema de cambio de base. Relacién entre las coordenadas de un
vector en distintas bases.

Si B y B’ son dos bases de un e.v. V, existe una matriz cuadrada de orden n, que
escribimos Ppp: 0 también Pp_p tal que Vil € V se verifica [il]pr = Ppp[ii]p. La
matriz Pgps se llama matriz del cambio de base de B a B’ y tiene por columnas las
coordenadas de los vectores de la base B en la base B’.

Demostracion. Sean B = {iiy,ip,..., U} y B" = {01,02,...,0,}. Expresamos los
vectores de B como combinaciones lineales de los de B’: ii; = a1 + a2+ - + a0y
Seaui €V, expresado en funcién de B:

U= 0(1&1 +0(2ﬁ2+---+anﬁn.
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Sustituyendo ii; por su expresién en B’:

=
=
=
=
=

Siiien B es
i =ay01+ay0y+ -+ a0y,

por unicidad de coordenadas:
n
/ — a .. .
j=1

En forma matricial, esto es:

’
0(1 a1 412 ... Ain a1
’
0(2 az1 dzp ... doy a9
0(;1 anl unz e ann an

La matriz (a;;), ;s cuyas columnas estan formadas por las coordenadas de los vectores
de B en funcién de los de B’, se llama matriz del cambio de base de B a B, y se
representa por Ppp. Podemos escribir [ii|p = Ppp/[il]p.

O

Teorema 2.5.2. Se verifica que Ppp’ es inversible y que su inversa es Pg’p.

Demostracion. Vemos que PppPpp = I, con lo que, teniendo en cuenta la definicién
1.3.6 quedaria demostrado el teorema.

Para todo vector i € V se verifica [il|pr = Ppp:[il]p = Ppp Pp/g[il]p en particular para
los vectores 91,72, ..., 0n.

Si Ppp'Ppg = (Cij)i/]-

1 1 €11 C12 €13 -+ Cin 1

0 €21 €2 €23 *** C2p 0

[G1], =| O |;| 0 |=| c31 c32 ¢33 -+ can 0
0 0 Cnl Cn2 Cp3 "'+ Cun 0

=>C11=1,C21=0,...,Cn1=0.

Repitiendo la misma operacién con los restantes vectores se obtiene que Pgp Ppp =
L. m|
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2.5.1 Ejemplo de cambios de base

Base canénica C = {(1,0), (0, 1)} Nueva base B = {(0,-1),(1,0)}
y Y
o 3 o -1
| ol = (3) v (5]
) S S~ A N A S =
v : —10] v
: S X X
€1 3 €2
€1 \

Figura 2.3: El vector o representado en dos bases diferentes. En la base canénica tiene
coordenadas (3, 1), mientras que en la base {(0, —1), (1, 0)} tiene coordenadas (-1, 3).

El vector ¥ = (3, 1) en la base candnica se puede expresar como:
o =3(1,0) +1(0,1).

En una base distinta, B = {e; = (0, 1), e2 = (1,0)}, que se obtiene girando 90° en
sentido de las agujas del reloj los ejes coordenados, el mismo vector se escribe:

o =(-1)(0,-1)+3(1,0) = (0,1) + (3,0) = (3, 1).

3

mismo en cualquier base (sistema de referencia), pero sus coordenadas (la forma en la

Por tanto, sus coordenadas en la base B son [7] = ( . Notar que el vector ¥ es el

que lo expresamos en el sistema de referencia usado) cambia de una base a otra.

Veamos ahora cémo aplicar la matriz de cambio de base para obtener las coordenadas
del vector en la base B. Para hallar la matriz de cambio de base de C a B, denotada Pcj,
se siguen dos pasos:

(1) Se construye la matriz de B a C, Pgc, colocando como columnas las coordenadas
de los vectores de B respecto de C:

B ={(0,-1),(1,0)} = Ppc = (_01 (1)) .

(2) La matriz Pcp es la inversa de Ppc:

Pcg = (Ppc) ™t = (_O 1)_ = (O _1).
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Verificacion: se aplica la relacion [3]p = Pcp[?0]c con

[F]c = (?) :

mn=(; ) ()= (5)

Podemos ver que el resultado obtenido es el mismo que en la Figura 2.3.

Entonces:

Ejemplo (Coordenadas en la base canénica de matrices). En Moy2(R) la base canénica
es
C ={&11,E12,E21,En}.

ai a2

az1 ax
su vector de coordenadas en € es

Si tomamos la matriz A = ( ) = a11E11 + 412812 + 421821 + 428627, por lo que

a1
ai12
an |
a2

Ejemplo (Coordenadas en la base de monomios). En P, [x] la base canénica es
C={1,xx%...,x"}.
Un polinomio cualquiera
p(x) =ap+aix + apx? + -+ a,x"

se expresa como combinacién lineal de los monomios de la base, y su vector de
coordenadas en € es

ao
a1

[ple =|a2].

an
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2.6 Espacio de filas de una matriz

ann 412 ccc dip Ay
. a1 Ay ccc Ao Ap

Sea la matriz A = ] L ] = .|, donde cada A; representa
Am1l Am2 *°*° Amn Am

una fila, que podemos interpretar como un vector de R". Entonces, al subespacio
L[A1,A,...,Ay] se le llama subespacio generado por las filas de la matriz A. Este
subespacio no se altera al hacer operaciones elementales sobre las filas de la matriz (esto
equivale a hacer combinaciones lineales con los vectores A; ). Entonces, si obtenemos la
forma escalonada de A, las filas no nulas formardn una base de este subespacio (;por
qué?).

Por tanto:

(1) La dimensién del subespacio coincide con el rango de la matriz.

(2) Los vectores {A1, Az, ..., An} son linealmente dependientes si y sélo si en la
forma escalonada hay alguna fila de ceros.

(3) El subespacio generado por las columnas (que serd un subespacio de R ) tiene
la misma dimensién que el generado por las filas, pues el rango de una matriz
coincide con el de su traspuesta.

Esto nos proporciona un método sencillo para hallar la base de un subespacio y para ver
si un conjunto de vectores es o no linealmente independiente.

2.7 Producto interno

Definicién 2.7.1. Sea V un espacio vectorial sobre R. Un producto interno en V es
una aplicacién de V X V en R que a cada par de vectores (i, 7) le asocia un numero
real (ii,0) € R cumpliendo las siguientes condiciones:

(1) Vil € V, (i, i) > 0,y (il i) =0 e ii = 0.
(2) Vii, o €V, {u,0)={(0,i).
(3) Vﬁlz_}l/ 52 ev, <ﬁ/ ’51 + 52> = <ﬁ/ 51> + <ﬁ/ 7_))2>

(4) Ya € R, Vi,v €V, {au,v) = alil, D).

Ejemplo. En R? definimos ((x1, x2), (Y1, ¥2)) = x1y1 + x2Y2; es facil comprobar que
esto es un producto interno. Se llama producto escalar, y se denota por X - .
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Se puede extender a R" de la siguiente manera: Si ¥ = (x1,%2,...,%,) yV §J =
(W1, Y2, -+, Yn), XY = X1Yy1 +X2Y2++ - -+ X, Yn, que corresponde al producto matricial
X'Y, donde X e Y son las columnas de coordenadas de X e ij respectivamente.

Definicién 2.7.2. Un espacio vectorial euclideo (e.v.e.) es un e.v. en el que se ha

definido un producto interno.

Observacién. Trabajaremos habitualmente en R" con las operaciones usuales y el
producto escalar.

Ejercicio. Sea V un e.v. euclideo. Demostrar que:

(1) (0,#) =0Vii e V.
2) <Z¥:1 ﬁir5> = Z::l <ﬁi15> ’ <17/ Zzs':l 5i> = Z?:l <ﬁr5i>'

() < Xim aitli, Xy BjOj >= Xiq Ljq @iPj < Ui, Dj >.

Teorema 2.7.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz): Sea V un e.v. euclideo. Entonces,
Yii, o € V, se cumple: (i, 0)? < (ii, i )(0, D).

Demostracién. Siii = 0 es inmediato pues (ﬁ, 52 =02<0= (6),6)) -{0,0).

- — - - -
Siu+# 0 :Seaw =xu+7vconx€R.
0 < (@, @) = (xii + 73, xii +3) = x2(ii, it} + x(il, D) + x(B, i1} + (3,3) =

= x2(#, i)+ 2x(i, D) + (3,7) = ax* + 2bx + ¢,

- - - —> - - - -
dondea =< u,u >0puesu # 0,b=<u,v>yc=<0,0>y= ax? +2bx +ces
una pardbola que nunca toma valores negativos, y entonces A = 4b% — 4ac < 0 (no
puede tener dos raices reales distintas). Queda visto que (i, §)? < (i, i){3,7). O

2.8 Norma y distancia

Definicién 2.8.1. Sea V une.v.e.y il € V. Se define la norma de i como |[i|| = /(ii, ii).
Se dice que un vector es unitario cuando su norma es 1.
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Ejemplo. En R? con el producto escalar: ||(x, y)|| = y/x2 + y2; la norma coincide con
el concepto usual de longitud de un vector (y también en R3).

Teorema 2.8.1. Se verifican las siguientes propiedades (para la norma):
(1) Vii e V, |lii]| > 0,y [li]| =0 — i =0.

@) |laiill = |allliill Ve €R, Vi e V.

(3) |l + 9| < |ii|| + ||9|] Vi, € V (Desigualdad triangular).

Demostracion. (1) Inmediato.

) llaiill = VKaii, aiiy = a2, i) = |ali, i) = ||l

) i +3|>=(i+3,i+9) =i, i) +2(ii,0)+(0,0) =

=ilP+2 <, > +BIF < P+2vV<il,i><5,7 >+ =
T.2.7.1.
=112 - - =112 - - 2 - - - -
= [[ull” + 2lulllioll + 1[I = (lll + o)™ = [l + 2l < [lull + [[2]I-

O

Definicion 2.8.2. Sean ii,0 € V (e.v.e.). Se define la distancia entre il y ¥ como
d(u, ) = |lii -9l

Ejemplo. En R? con el producto escalar, si ii = (x1,y1) y 9 = (x2,y2) entonces
d(ii,0) = \/(x1 — x2)2 + (y1 — y2)*

Teorema 2.8.2. Se verifican las siguientes propiedades (para la distancia):
(1) Yu,0€eV,du,0)>0;du,0) =0 < u="70.
(2) d(ui,?v)=d(@,u) Yu,veV.

(3) d(u,v) <d(u,w)+d(w,0) Vu,o,weV.

Ejercicio. Demostrar las propiedades anteriores.

2.9 Angulos y ortogonalidad

= Ya conocemos las nociones de dngulo y perpendicularidad en el plano; las relacio-
namos con el producto escalar en R?.
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x1 = |ii]lcosar,  y1 = |lii]|senay,
xy =||Bllcosaz,  ya2 =|7]|sen as.
Entonces:
u-v=(x1,y1) (x2,¥2) = x1%2 + Y112
= ||it]| cos a1 ||9]| cos arp + ||ii|| sen a1 ||7]| sen a»
= ||i]|||?]|(cos a1 cos ap + sen a1 sen ay)
= ||i||||]| cos(az — a1)
= ||1i|||2]| cos B.
Por tanto: .o
g n-o
cosf = ——.
][ [o]]

En particular, si i y ¥ son perpendiculares (ortogonales), se verifica:

-

s d - - - - n
i -0 = [lill|lol] cos p = [ull[[o]] cos 7 = 0.

Generalizamos esto a un espacio vectorial euclideo cualquiera.

Definicién 2.9.1. Sean V un e.v.e.y il, € V distintos de 0. Se define 4ngulo f entre
il y U como

(i1, 0) )

B :arccos( —
llullllol|

Definicion 2.9.2. Sean V un e.v.e. y i, € V. Se dice que il y ¥ son ortogonales,
escrito il L 0, cuando (i, ) = 0.

Definicién 2.9.3. Sean V un e.v.e. y S1, Sz subespacios de V. Se dice que S1 y S» son
ortogonales, escrito S1 L Sy, cuando i L0 Vi € 51,V0 € Sy.

Definicién 2.9.4. Sean V un e.v.e. y iiy,iy,..., U, € V. Se dice que el conjunto
{ii1, 1y, ..., 1.} es ortogonal cuando ii; L ii; para i # j.

Definicién 2.9.5. Sean V un e.v.e. y iy, iy,...,1i, € V. Se dice que el conjunto
{11, 1y, ..., 1} es ortonormal cuando es ortogonal y ademas ||ii;|| = 1, para i =
1,2,...,r.
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Teorema 2.9.1. Sean V un e.v.e. y {ii1, i, . .., ii,} un conjunto ortogonal de vectores
de V tales que ii; # 0, parai =1,2,...,r. Entonces, {ii1, iy, ..., i} es linealmente
independiente.

Demostracion. Planteamos la combinacién lineal
alﬁl + azﬁz +...+ arﬁr =0,

y tenemos que probar que a; = 0 Vi.
Paracadai=1,2,...,r:

0= (6, L_ZZ> = <0(1ﬁ1 + azﬁz +...+ arﬁr,ﬁi>

= 0(1<ﬁ1,1711'> + 0(2<ﬁ2, ﬁ1> + ...+ 0(,'(&1', ﬁ,) + ...+ ar(ﬁr,ﬁi).

Luego, a; = 0 Vi, pues ii; # 0 para todo i.

Teorema 2.9.2. Sean V un e.v.e. y {ﬁl, iy, ..., ﬁr} un conjunto ortonormal de
vectores de V. D € L [iiy, iy, ..., iy | € 0 =<0,y > i1+ < 0,ip > lla + ...+ <
D, Uy > .

O

Demostracién. =) Sea ¥ € L[iiy, i, . .., 1,]. Entonces existen a1, as, ..., a, € R tales
que
0= Oélﬁl + azﬁz +...+ arﬁr.

Para cada i se tiene:

r r
(D, 1) = Z aglly, i ) = Z axiig, ;) = aiil;, ;) = a.
k=1 k=1
Luego, a; = (0, u;) Vi=1,2,...,r.
&) Inmediato. O

Teorema 2.9.3. (Teorema de Pitdgoras): Sean V une.v.e.y ii,0 € V talque i L 7. Se
cumple: ||ii + 3> = ||i]* + ||5]/*.

Ejercicio.
» Demostrar el teorema anterior.

» Demostrar que si {ﬁ1, Uy, ..., ﬂr} es un conjunto ortonormal de vectores de V' 'y
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.
D€L [ﬁl,ﬁz, .. ,ﬁr] entonces ||7]|* = Z <D, > .

k=1

Definicién 2.9.6. Una base de un e.v.e. V es ortonormal cuando los vectores que la
forman son un conjunto ortonormal.

SiB = {iiy,uy,...,1y,} esuna base ortonormal de V entonces, las coordenadas de un

(i, 1i1)
R R (i, i)
vector i en la base B son [u]g = , .
<1_’i/ ﬁn>
Ejemplo. Hallar las coordenadas del vector i = (3,4) en la base B =

(%) ()
V2i N2 )T\ V2l N2 )T
Solucion: Llamemos a los vectores de la base 51 = (%, %) y Ez = (—L %)
Queremos encontrar las coordenadas (c1, c2) tales que:

= Clgl + CQI;Q,

1 1 1 1
(3, 4)=a (—/ —) +C2 (——, —) :
') e e

Cuando la base es ortonormal, las coordenadas (c1, c2) del vector # se calculan
simplemente con el producto escalar:

Calculamos:
1 1 1 1 7 72
Cl (3,4:)( ,—):3 —+4 —_—=s—=——,
V2 V2 2 2 V2 2
1 1 1 1 -3+4 1 2
S 1 N U I
V2 V2 2 2 \2 2 2
Las coordenadas son (77\5, %) O

Definicién 2.9.7. Sean V un e.v.e. y S un subespacio de V. El conjunto S+ = {ii €
V]i L's Vs € S} sellama complemento ortogonal de S.
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Ejercicio. Comprobar que S+ es subespacio vectorial de V.

2.10 Cambios de bases ortonormales: matrices ortogonales

Definicién 2.10.1. Sea A una matriz cuadrada inversible. A es ortogonal cuando
Al = Al

Ejercicio.

a) Demostrar que si A € M,,x, es una matriz ortogonal, su traspuesta At también
es ortogonal.

b) Demostrar que si A € M, x, es una matriz ortogonal, entonces |A| = 16 |A| = —1.

Teorema 2.10.1. Sea la matriz A € M, x,, donde A; es la fila i-ésima. A es ortogonal

& {A1,Ay,..., Ay} es una base ortonormal de R" con el producto escalar.

Observacion. El resultado también es cierto si se consideran los vectores columna
en lugar de los vectores fila.

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

Teorema 2.10.2. Sean V un e.v. y By B’ dos bases ortonormales de V. Entonces, la
matriz del cambio de base de B a B’ es ortogonal.

Demostracion. Sea

= 2 =/

- - - ’
B={ey,er,...,e,}, B'={ej, e, ..., e}

Llamamos P a la matriz del cambio de base de B a B’. Las columnas de P son las
coordenadas de los vectores de B expresados en funcién de los de B”:
(€, €]
- <E’ 5/ .
Gle =] 2|, i=1,...,n

-

(ei,

>

n

Estas n columnas forman una base ortonormal de R" con el producto escalar. Por el
Teorema 2.10.1, P es ortogonal.
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De hecho, para cada i:

(Eile, [Eidp) = ) (60, 80 = > (@i, (B, E)E)

k=1 k=1

n
= <5i,2(5i,5,'<>5;(> =(¢;,¢)=1.
k=1

Sii#j:
n n
(El Elm) = D (F 806, 80 = > (@, @i, 80
k=1 k=1
n
= {8, ) (€, e)F ) = (€, €) =0.
k=1

Como las columnas de P forman una base ortonormal, se concluye que P es una
matriz ortogonal. O

2.11 Aplicacién: relojes digitales

En esta seccién vamos a ver un ejemplo sencillo de espacio vectorial. En concreto,
consideraremos los nimeros de un reloj digital.

Antes de empezar, debemos introducir el concepto de grupo ciclico. Para poder
entender mejor este grupo, pensemos en un reloj analégico usual. El grupo que
describe las horas de un reloj es conocido como el grupo ciclico de las horas, denotado
comuinmente como Zi,. Este grupo estd compuesto por los niimeros enteros médulo 12,
es decir, los nameros del 1 al 12. Cuando pasa una hora de las 12 el reloj marca la 1. Este
grupo es ciclico porque se puede generar repitiendo una tinica operacion, en este caso,
sumando 1 repetidamente.

Para el problema que vamos a estudiar ahora, vamos a considerar el grupo Z,,
también conocido como grupo ciclico de orden dos, que es un grupo abeliano (es decir,
conmutativo) que consta de dos elementos: 0 y 1. La operacion binaria que define al
grupo es la suma médulo 2, es decir:

+10 1
0/0 1
1110

Podemos pensar en Z, como un conjunto de nimeros que representan si una
proposicion es verdadera (1) o falsa (0). Por ejemplo, en un problema de l6gica, podemos
usar 0 para representar una proposicion falsa y 1 para una proposicién verdadera.

En términos algebraicos, podemos definir el grupo Z, como un conjunto de elementos
{0,1} con la operacién binaria + definida anteriormente (0+0=0,0+1=1+0=1
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y 1+ 1 = 0). Este grupo es abeliano porque la operacién es conmutativa, es decir,
a+b = b+ a para cualquier a y b en Z,. Ademas, es un grupo ciclico porque se puede
generar cualquier elemento del grupo a partir de una operacién de suma repetida sobre
el elemento identidad 0.

Con todo esto, vemos que podemos construir un espacio vectorial, donde los vectores,
en vez de tener los reales como grupo, sea este Z,.

Sabiendo esto, podemos considerar ahora una representacion de un reloj digital LED
de 7 componentes [2] Fig. 2.4. Cada LED que esté encendido se representard con 1 y sera
0 cuando esté apagado.

Figura 2.4: Los 10 niimeros de un reloj digital.

Por lo tanto, podemos hacer las siguientes sumas de ntimeros de la Fig. 2.5

. ' -| \__5
I
. - -

Figura 2.5: Ejemplos de suma de ntimeros.

Podemos demostrar que esto representa un espacio vectorial de dimensién 7. Para
ello, tenemos que ver que se cumplen las siguientes propiedades (que aparecen en el
Tema 2 de los apuntes de teorfa):

= Suma:

¢ Conmutativa: hemos visto antes que la suma de elementos del grupo Z,
es conmutativa, por lo que un vector definido sobre este grupo satisfara la
propiedad conmutativa para la suma.
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* Asociativa: La suma de elementos del grupo Z, es también asociativa, por lo
que también la satisface.

e Existencia de elemento neutro: en este caso, el vector neutro sera un vector de
7 componentes con todo ceros (ningtin LED encencido).

¢ Existencia de elemento opuesto: a partir de la propiedad vista anteriormente
de la suma de elementos, el elemento neutro sera el propio vector.

= Producto por un escalar:

* Distributiva: se sigue de manera directa de las propiedades del grupo.
* Asociativa: igual que en el caso anterior.

¢ Existencia de elemento neutro: en este caso, el elemento neutro serd el 1.

Problemas

1. Determinar cudles de los siguientes conjuntos, con las operaciones indicadas, son
espacios vectoriales sobre R:

x, )+, y)=x+x",y+y)

a) R? con las operaciones
a(x,y) = ax,2ay)

b) El conjunto P3(R) de todos los polinomios de grado menor o igual que 3 con
coeficientes reales con las operaciones usuales.

2. ;Cuales de los siguientes conjuntos son subespacios del e.v. que se indica?

a) En R3 con las operaciones habituales, el conjunto de vectores de la forma
(a,1,b).

b) En Msy» con las operaciones habituales, el conjunto de las matrices antisimé-
tricas.

c) En P3(R) con las operaciones habituales, el conjunto de los polinomios con
derivada nula.

d) En R? con las operaciones habituales, el conjunto F = {(x, y) € R?|x = 0}.

b

1
e) En My, el conjunto de todas las matrices de la forma (g ), a,b eR.

f) En My, el conjunto de todas las matrices de la forma (g 2), a,b eR.

3. ¢Son linealmente independientes los siguientes vectores de R*:
(1/ OI _1/ 1)/ (_21 1/ 1/ O)/ (6/ 1/ 2/ O)/ (0/ _1/ O/ 2)/ (1/ O/ 11 1)7

4. Probar que B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,-1,0)} es una base de R3. Calcular las coorde-
nadas en esta base del vector (2, —4, 1).
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5. Hallar una base y la dimensién de cada uno de los siguientes subespacios del e.v.
R3
a) Ly =L[(1,-1,2),(-1,1,-2),(2,-2,4)].

b) L2 = {(0(,0( _,3/25)|0(/,3 € R}
o) Ly ={(x,y,2) eR}x —y +2z=0,-x +y —2z =0, -2x + 2y — 4z = 0}.

6. En M»yo, hallar una base del subespacio S = {(g 2) la,b € R}.

7. En R3 se consideran las bases: B = {(1,-1,1),(2,0,1),(-1,2,3)} y
B’ ={(2,-1,5),(1,0,5),(0,6,10)}.

a) Hallar la matriz del cambio de base de B a B’.
b) Hallar la matriz del cambio de base de B’ a B.

¢) Hallar la matriz del cambio de base de B a la base canénica.

8. En el espacio vectorial P3(R) (ejercicio 1b) se consideran los polinomios 71 = 1 + x,
52:x2,53 :1+x2,54:x2+x3.
a) Demostrar que B = {01, U2, 03, U4} es base de P3(R).

b) Dado @7 =1+ x + x% + x3, hallar [@1].

- 1 -
c) Silwsy]p = 1 , hallar w».

0

d) Sean w3 = 3 + 2x + 2x2 + 3x3, w4 = 1. Hallar L[@1, W2, W3, W4].

9. En el e.v. R* se consideran los siguientes subespacios vectoriales:
Ly =1L[(1,-1,2,0),(0,1,-3,1),(1,1,-4,2)],

Ly ={(x,y,z,t) eRYy =0,x +2z +t = 0}.

a) Hallar una base y la dimensién de L.
b) Hallar una base y la dimensién de L.
c) Hallar una base y la dimensién de L1 + L.

d) Hallar una base y la dimensién de L1 N L.
10. Se consideran en R* los vectores: 91 = (1,2,4,1), %, = (a,1,2,3), 93 = (0,5,7,0).

a) Hallar a para que la dimensién de Ly = L[v1, U2, 3] sea 2. Dar una base.

b) Sea el subespacio L, = {(x,vy,z,t) € RYx = 0,y + z + t = 0}. Obtener una
base.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

c) Hallar una base de L1 N L, para el valor de a dado en a).

d) Hallar una base de L1 + L, para el valor de a dado en a).

Sea un espacio vectorial (V,+,-,R). Demostrar que si los vectores {ii1, iy, i3}
forman una base de V, entonces los vectores {01, 0,03}, donde 01 = i + 2iip,
U = 211 — 13, U3 = i3, también forman una base de V.

Consideremos el espacio vectorial euclideo R3 con el producto escalar. Hallar un
vector unitario que sea ortogonal a los vectores il = (4,6, -1)y 7 = (2,3, -2).

SeaV une.v.e.yii,v € V.Probar que: |[i +7| = ||ii —9|| & iy 7 son ortogonales.
En R? se considera el subespacio S generado por (1,0, 1) y el producto escalar.

a) Hallar una base de S*.
b) A partir de la base hallada en a), obtener una base ortonormal de R>.

c) Expresar el vector (3,1, —1) como suma de un vector de S mas otro de S+.

Demostrar que si A y B € M,;;x,; son matrices ortogonales, AB y BA son también
ortogonales.

Demostrar que si A € M,;,x;, es ortogonal y simétrica, entonces A?=1.(SiA%?=1se
dice que la matriz A es involutiva).

a) En R* consideramos el subespacio generado por los vectores 71, 0, y U3, siendo
o1 =(1,2,1,1),92 = (-1,0,1,2),93 = (-1,4,5,6). Hallar el valor de m y n para
que (2,m,n,m+n) € L [51, 02, 53]. Calcular la dimensién del subespacio y sus
ecuaciones paramétricas e implicitas.

b) En R* consideramos el subespacio generado por los vectores U1, U y 73, siendo
o1 =(1,2,1,0),02 = (-1,0,1,2),93 = (-1,4,5,6). Hallar el valor de m y n para
que (2,m,n,m+n) €L [51, 02, 773]. Calcular la dimension del subespacio y sus
ecuaciones paramétricas e implicitas.

Sean 77 = (0,1,-1,1),7, = (1,-2,0,a),03 = (a,-1,-1,2),04 = (2,-3,1,3),
vectores de R* :

a) Hallar a para que los vectores {51, U2, 53} sean linealmente dependientes.
b)Sia=1yU =L [2'51, 52] yV=L [53, 54], encontrar una base de U + V y otra de
unv.

Sean los subespacios de R* : Hy = L[(1,1,1,1),(1,-1,1,-1)] y
H,=1L[(1,1,0,1),(1,2,-1,2),(3,5,-2,5)].

a) Calcular x e y para los que (1,5, —x, y) € H;.

b) Hallar la dimensién y una base de los subespacios Hy, Hy, H1 + Ha, H1 N H».
¢) Hallar unas ecuaciones implicitas de H; + H>.
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a

a-b a+b

espacio vectorial My (R).

b) Hallar la dimensién y una base de dicho subespacio.
3

-1 5

20.

)

a) Probar que V; = {( ) /a,be R} es un subespacio vectorial del

¢) Si B es dicha base, hallar las coordenadas de ( ) en B.

21. Sean H1 y Hj dos subespacios vectoriales de R*, tales que dim H; =2y dimH; = 3.
(Qué valores pueden tomar dim (H; + Hp) y dim (H; N Hp) ?

2

N

. Sea P>(R) el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que
2 y coeficientes reales. Sea S = {p(x) e P)(R) | p(1) = 0}. Probar que S es un
subespacio de P»(R), y hallar su dimensién y una base de S.

23. En R3 se considera el subespacio S = {(xl, X2,x3) €ER3/2x1 — xp — x3 = 0} y el
producto escalar definido en R>.
a) Hallar una base de S+.

b) A partir de la base hallada en a), obtener una base ortonormal de R3.

24. Dados los vectores

a 1 2
1{, [b], |2},
1 1 3

halla los valores de los pardmetros a y b, o la relacion entre ellos, para que:

a) Los vectores sean base de R3.

b) Los vectores generen el subespacio

1) (3
W=L|[|2],]4
1/ \4

-1
25. Si A = ( 3 ), demuestra que S = {B € M22(R)/A - B = 0} es un subespacio

-2 6
vectorial de Mayx2(R) y halla la dimensién y una base.

26. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimensién n y sea S, T subespacios de V.

(a) Sidim(S) =r, ;cudl es la dimensién del subespacio ortogonal a S?
(b) Prueba quesi S c T, entonces S+ O T+.

(c) Prueba que (S +T)* =St NT+.
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(d) Prueba que (SNT)*t =S+ +T+.

27. Sea A = (a;j) € My,(R). La traza de A, denotada tr(A), se define como la suma de
sus elementos diagonales:

n
tr(A) = Za,’,’ =daq1+axy+---+ayy.
i=1

Demuestra que el conjunto de matrices de traza cero
Ty = {A € My(R) [ tr(A) = 0}

es un subespacio de M, (R).

Soluciones
1. a) No.
b) Si.
2. a) No.
b) Si.
c) Si.
d) Si.
e) No.
f) Si.
3. No.
1
4. Las coordenadas son | -2 |.
3
5. a) dimL; = 1. Una base: {(1, -1, 2)}.

b) dim L, = 2. Una base: {(1,1,0), (0, -1, 2)}.
¢) dim L3 = 2. Una base: {(1,1,0),(-2,0,1)}.

1 0\ (OO
6. {(O 0),(0 1)}esunabasedeS.
7 27 _7
10 10 5
7. a) PBB’ = —% —% %
1 9 1
0 20 10
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10.

1

N

14.

17.

18.

19.

22
9 9
b) Pys =Py =3 0 3
zZ 1 2
9 9
1 2 -1
¢) Ppc=(-1 0 2
11 3
1
. 0
b) l@1ls =1
1

C) Wy =2+ x +2x2.

d) Ps(R).

a) dimL; = 2. Base: {(1,-1,2,0),(0,1,-3,1)}.

b) dim L, = 2. Base: {(-2,0,1,0),(-1,0,0,1)}.

¢) dimL; + L, = 3. Base: {(1,-1,2,0),(0,1,-3,1), (0,0, -1, 2)}.
d) dimL; N Ly = 1. Base: {(-1,0,1,-1)}.

a) a = 3. Una base es, por ejemplo, {(1,2,3,1),(0,5,7,0)}.

b) {(0,1,0,-1),(0,0,1,—1)} es una base de L,.

c¢) LinLy ={(0,0,0,0)}. No tiene base.

d) L1+ L, = R*. La base canénica de R* es una base de L + L;.
3 =2 _3 2

(&%) (35 %)

a) Una base puede ser {(1,0,-1),(0,1,0)}.

b) Base ortonormal: {(%, 0, %) ,(0,1,0), (%,O, —%)}
o) (3,1,-1)=(1,0,1) + (2,1,-2), donde (1,0,1) € S y (2,1, -2) € S*.

. Hay dos vectores:

a)m—-n=2,dimV =3,V ={a,a+b,b,c)a,b,ceR}
by m=-2,n=4,dimV =2,V ={(a,a+b,b,—a+Db)|a,b,c € R}

a)a =1,b) By+v = {02, 93,04}, Bunv = {03}

a)x=-1,y=5.

b) By, = {(1,1,1,1),(1,-1,1,-1)}, dim(BHl) = 2.

Bu, = {(1,1,0,1),(1,2,1,1)}, dim(BHz) =2.

By, +H, = {1,1,1,1),(1,-1,1,-1),(1,1,0,1)}, dim(BHl+H2) =3.
By,nm, ={(1,0,1,0)}, dim(By,nH,) =1.0) t —y =0
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: 10 0 1
b) d1m(V1)=2.B:{(1 1),(_1 1)}

2 3
¢) Las coordenadas de ( 15 ) en B son (2, 3).

20.

)

21. Los valores posibles son:

s dim(H; + Hy) =3 y dim(H; N Hp) = 2.
L] dim(H1 + Hz) =4 y dim(H1 N Hz) =1.

22. S es un subespacio vectorial. dim(S) = 2. Una base de S es Bs = {x — 1, x> — 1}.

23.

W

a) Bsr ={(2,-1,-1)}.

o sov= [ 50). (&% 3. (3. 2.2}
24. a) 3ab-2b-2a+1=+#0.

b) a = S’I, b=2.

. dimS =2, Base(S) = {(3 0) , (0 3)}

2 10 01

U1

26. a) Por descomposicion ortogonal V = S & S+, luego dim S+ =n —r.
b) Si S c T, todo vector ortogonal a T es ortogonal a S, de donde T+ c S+.
)Fe(S+T) = ((X3+£)=0 paratodos € S, feT,lo que equivale a
(X,3) =0y (%, f) =0, es decir, ¥ € St N T-.
d) Se tiene siempre S+ + T+ c (SNT)*. Ademds, por dimensiones y la identidad
del apartado (c),

dim(S* +T+) = dim S* + dim T+ — dim(S* N T+)

= (n—dimS) + (n — &im T) — (n — dim(S + T)).

Estoesn —dim(SNT) =dim(SNT)*, conlo que S* + T+ =(SNT)*~.
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Capitulo 3

Aplicaciones lineales

3.1 Concepto de aplicacion lineal y propiedades

Definicién 3.1.1. Sean U y V dos espacios vectoriales sobre R, y sea la funcién
f :U — V.Sedice que f es una aplicacién lineal (o transformacién lineal) si cumple
las condiciones:

(1) f(i+9)= f@u)+ f(D), Vu,v € U.
(2) f(au)=af(u),YaeR, Vi el.

Sil =V, sedice que f es un endomorfismo (u operador lineal). Si f : U — V es
una aplicacién lineal biyectiva se dice que es un isomorfismo entre U y V. Si existe
un isomorfismo entre U y V, se dice que U y V son e.v. isomorfos.

Ejemplo.

» Sea A una matriz m X n. La aplicacién f : R" — R™, X — AX (considerando
los elementos de R" y R” como vectores columna) es una transformacién
lineal. A las transformaciones lineales de este tipo se les llama transformaciones
matriciales.

cosa —sina
= En particular, en el e.v.e. R?, sea a un angulo fijo. Sea A = ( ' ) La

sina  cosa
o ) , [x X o .

aplicacion f : R* — R7, — A es una aplicacion lineal. Se llama rotaciéon

o giro de angulo a. Geométricamente, f (ii) es el vector que se obtiene si se hace

girar i hasta describir un angulo a en sentido contrario a las agujas del reloj.

» SeaV une.v.sobreR, A € R. Laaplicaciéon f : V — V,7 — AT es una aplicacion
lineal. SiA > 1 f es una dilatacionde V.Si0 < A <1 f es una contraccién de
V. Geométricamente, una dilatacion "estira" cada vector que estd en V en un
factor A, y una contracciéon de V "comprime" cada vector en un factor A.
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Ejercicio. Sean las funciones f : R? > R3, f(x,y) = 2x,x - 1,x +y). ¢ : R> > R?,
¢(x,y) = (x?,x — y, x + y). ¢Son aplicaciones lineales?

Solucién: Para que una aplicacién sea lineal, debe cumplir dos condiciones:
1. Aditividad: f(ii +2) = f(u) + f(9).
2. Homogeneidad: f(cui) = c f(ii).

Una consecuencia directa de estas propiedades es que f (0) = 0. Si esto no se cumple,
la aplicaciéon no es lineal. O

Anidlisisde f(x,y) = (2x,x -1, x + y):
Comprobamos la condicién del vector nulo f (6) = 0:
£(0,0) = (2(0),0-1,0 +0) = (0, -1, 0).

Dado que f(0,0) # (0,0,0), la aplicaciéon f no es lineal. La presencia del término
constante “~1” rompe la linealidad.

Andlisis de g(x,y) = (x2,x —y,x + y):
Comprobamos la condicién del vector nulo g(ﬁ) = 0:
¢(0,0) = (0%,0-0,0+0) = (0,0,0).

Esta condicién si se cumple. Debemos comprobar las propiedades de linealidad. La
presencia del término x? sugiere que no ser lineal.
Comprobemos la homogeneidad g(cii) = cg(ii). Sea il = (x, y) y ¢ un escalar.

g(cil) = g(ex, cy) = ((cx)?, (ex) = (cy), (cx) + (cy)),

g(ci) = (c®x?, c(x — y), c(x +v)).

Por otro lado:

c-gi)=c-(x%x—y,x+vy)=(cx? c(x - y),clx +v)).

Al comparar g(cii) y ¢ - ¢(ii), vemos que c?x? # cx? (amenos que ¢ =0, ¢ = 10 x = 0).
Como g(cii) # ¢ - g(i) para cualquier vector y escalar, la propiedad de homogeneidad
falla. Por lo tanto, la aplicaciéon ¢ no es lineal.
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Teorema 3.1.1. Sean U y V espacios vectoriales sobre R, y f una aplicaciéon de U en
V. Entonces f es aplicacion lineal si y solo si: Vii,0 € U, Va,B € R: f(ail + po) =

af (i) + B £ (0).

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

Teorema 3.1.2. Sean U y V espacios vectoriales sobre Ry f una aplicacién lineal de
U en V. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

(1) f(0)=0.
(2) f(=ii) = —f(ii), Vi € U.

(3) f(i-3) = f(@i) - f@), Vi, e U.

Ejerc. Demostrar el teorema anterior.

3.2 Imagen y nucleo de una aplicacidon lineal

Definicién 3.2.1. Sea f : U — V una aplicacién lineal entre los e.v. U y V. Se llama
Imagen de f al conjunto Imf = {0 € V|Ju e U, f(u) =0} = {f ()i e U} C V. Se
llama Nucleo de f al conjunto Ker f = {ii € U|f (i) = 0} C U.

Podemos expresar con palabras la anterior definicion:

= Laimagen de unaaplicaciénlineal f : U — V es el conjunto de todos los elementos
de V que se pueden obtener como resultado de aplicar f a algtin vector de U. Es
decir, recoge todos los “resultados” posibles de la transformacién; en términos
practicos, la imagen responde a la pregunta “;qué vectores se pueden alcanzar en
V usando la funcién f?”.

= El nicleo de f es el conjunto de todos los vectores de U que son llevados
exactamente al vector cero de V por f. Es decir, son los elementos “invisibles” para
la aplicacién: aunque existan en U, su imagen por f estd completamente anulada.
El ntcleo responde a la pregunta “;qué vectores de U desaparecen (se anulan) al
aplicar la transformacion?”.

Esto queda representado en la Figura 3.1.

Teorema 3.2.1. Si f es una aplicacién lineal de U en V, entonces:
a) Imf es un subespacio de V.

b) Kerf es un subespacio de U.
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Figura 3.1: Representacion esquematica de una aplicacién lineal f : V — W.

Demostracion. a) Sean «, € Ry 01,02 € Im f. Para demostrar que Im f es un
subespacio de V basta verificar que a1 + 02 € Im f.
Como 71,7, € Im f, existen i1, Ui, € U tales que

f@i) =01,  f(ih2) =702
Dado que U es un espacio vectorial, aiy + Bilp € U, y como f es lineal:
f(()(ﬁl + 5172) = ozf(ﬁl) + ‘Bf(ﬁz) = 0(7_51 + ,352

Por tanto, av1 + B2 € Im f, y asi Im f es un subespacio de V.

b) Sean «, B € Ry i1, 1y € Ker f. Para demostrar que Ker f es un subespacio de U
basta comprobar que aii; + Biiy € Ker f.
Como ii1, iy € Ker f, se cumple

fli)=0,  flii) =0
Por linealidad de f:
f(aily + Bily) = a f(il1) + B f (i) = a0 + BO = 0.

Luego aiiy + Biip € Ker f, y por tanto Ker f es un subespacio de U.
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Definicién 3.2.2. Dada una aplicacién lineal f : U — V entre los ev. U y V se
llama rango de f ala dimensién de Imf (hemos visto en el Teorema 3.2.1 que es un
subespacio).

Teorema 3.2.2. Sean f una aplicacion lineal de U en V' y {iiy, iy, . . ., ii,} un sistema
generador de U. Entonces, { f (i11), f (il2), . . ., f(#i;)} es un sistema generador de Imf.

Demostracion. Sea v € Im f. Entonces existe 1 € U tal que f(ii)) = 9. Como
{11, 1y, ..., 1, } es un sistema generador de U, pueden encontrarse a1, @y, ..., a, € R
con

= 0(11711 + 0(21712 + -0+ arﬁr.

Aplicando f y usando la linealidad,
v Zf(ﬁ) =f(0(1ﬁ1+0(2ﬁ2+“-+0(r17lr)= 0(1f(ﬁ1)+0(2f(ﬁ2)+---+0(rf(1_ir).

Por tanto, 0 es combinacién lineal de los vectores { f (i), f(ii2), ..., f(ii,)}, lo que
prueba que este conjunto es un sistema generador de Im f. m|

Ejemplo. Si f es la aplicacién del ejemplo 1 (Definicién 3.1.1), se verifica:
Ker f = {5( e R" | AX = 6} (conjunto solucién de un sistema lineal homogéneo),

Imf = L[/Tl,/iz, . ,An], donde El, - ,/_l)n son las columnas de A,
rg(f) = rg(A).

Teorema 3.2.3. Sea f : U — V una aplicacién lineal. Entonces

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(U).

Demostracion. Sea n = dim(U) y r = dim(Ker f) (como Ker f C U, se tiene r < n).
Sea
BK = {ﬁll ﬁZ/ sty ﬁ?‘}

una base del ntcleo. Completamos este conjunto hasta obtener una base de U:
BU = {ull U, oo, U, Upsl, - - -, MTZ}'

Como By es sistema generador de U, el conjunto

{f(a), fGi2), ..., fir), fQirs1), ..., f(in)}

genera Im f. Los primeros r elementos son 0, pues son imagenes de vectores del
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nucleo, de modo que

Im f = L f (i), -, fGiin)].

Probemos que {f(ii;+1), ..., f (ily)} es linealmente independiente. Consideremos
(Xr+1f(ﬁr+l) +oeet Ofnf(ﬁn) = 6; a; €RR.

Por linealidad,
f(ar+1ﬁr+1 R anﬁn) =0,

por lo que
ar+1ﬁr+1 + -+ anﬁn € Kerf.

Por ser Bk base del nucleo, existen 81, ..., 5, € R tales que
Qp1lpl + 0+ Aty = Brug + - + Brldy.

Equivalente a
Biur + -+ Brily — piqllpy1 — 00— Aply = 0.

Como los elementos de By; son linealmente independientes, se obtiene
Bi=-=Pr=tpy1==a,=0.
Por tanto, { f (ily+1), - .., f(iin)} es una base de Im f, y
dim(Im f)=n —r.
Finalmente,

dim(Ker f) + dim(Im f) =r + (n —r) = n = dim(U).

Teorema 3.2.4. Propiedades importantes:
= f esinyectiva < Ker(f) = {0} & dim(Ker(f)) = 0.
» f essobreyectiva © Im(f) =V © dim(Im(f)) = dim(V).
» f es biyectiva & f es inyectiva y sobreyectiva.

» Sidim(U) = dim(V)y f es inyectiva, entonces f es sobreyectiva (y viceversa).

Ejemplo. Consideremos la aplicacion lineal f : R® — R3 definida por:

f(x,y,z)=(x,y,0)
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Esta aplicacion toma cada vector del espacio tridimensional y lo proyecta vertical-
mente sobre el plano xy (es decir, el plano z = 0), anulando su componente en la
direccién z, como se puede ver en la Figura 3.2.

z
Eje z (Ntucleo)

i =(0,0,2))

\ 7=(1,1,2)

f()=1(0,0,0) Plano xy (Imagen)

fw)=w=(2,-2,0)

Figura 3.2: Proyeccién de vectores de R3 sobre el plano z = 0.

Interpretacion de la accién de f sobre los vectores

Para comprender mejor la aplicacién, veamos cémo transforma algunos vectores

concretos:

» Elvector ¢ = (1,1, 2) no pertenece al nicleo, pues tiene componentes en x e .
Al aplicarle f, se proyecta sobre el plano xy, eliminando la componente z:

f(©)=(1,1,0).

Esto significa que toda la informacién en la direccién z se pierde, pero se
conservan las coordenadas en x e y.

» Elvector 1 = (0, 0,2) esta alineado con el eje z, por lo que pertenece al nticleo
de f. Al aplicarle la transformacién, obtenemos:

f(@)=(0,0,0).
Esto confirma que cualquier vector vertical se anula completamente.

» El vector @ = (2,-2,0) ya estd en el plano xy, por lo que la aplicacién no lo

modifica:

f(’(/l_}) = (2/ _2/ 0)
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En este caso, f acttia como la identidad sobre los vectores del plano xy.

Podemos ver que la aplicacién f conserva las componentes horizontales y elimina
las verticales, proyectando todo el espacio tridimensional sobre el plano xy.

Verificacion de linealidad

Para comprobar que f es lineal, verificamos:
1. Aditividad:

f(@O1+02) = f(x1 +x2,y1 + V2,21 + 22) = (X1 + X2, Y1 + 12, 0)

= (x1,41,0) + (x2, ¥2,0) = f(T1) + f(D2)
2. Homogeneidad:

f(AB) = f(Ax, Ay, Az) = (Ax, Ay, 0) = A(x, y,0) = Af (D)

Por tanto, f es una aplicacion lineal.

Ntcleo de f
El nticleo de f es el conjunto de vectores que se proyectan en el vector cero:
Ker(f) = {3 €R®: f(7) = 0}
Calculamos:
f(x,y,z)=(0,0,0) &< (x,y,0)=(0,0,0) & x=0,y=0

Por tanto:
Ker(f) ={(0,0,z):z € R} = Ejez

Interpretaciéon geométrica: El nticleo esta formado por todos los vectores que son
verticales (paralelos al eje z). Cualquier vector de la forma (0, 0, z) se proyecta en el
origen del plano xy.

Dimensién: dim(Ker(f)) = 1, ya que el eje z es un subespacio de dimensién 1.

Imagen de f
La imagen de f es el conjunto de todos los vectores que son imagen de algtn vector
de R3:
m(f) = {f(©) : 3 eR%} = {(x,y,0): x,y R}
Por tanto:

Im(f) = Plano z = 0 = Plano xy
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Interpretacién geométrica: La imagen es todo el plano xy. Cualquier punto (a, b, 0)
del plano es la proyeccién de infinitos vectores, por ejemplo (4, b, 0), (a,b, 1), (a, b, =5),
etc.

Dimensién: dim(Im(f)) = 2, ya que el plano xy es un subespacio de dimension 2.

Verificacion del Teorema de la dimensiéon

El teorema de la dimensién establece que:
dim(R?) = dim(Ker( f)) + dim(Im(f))

En nuestro caso:
3=1+2.

Matriz asociada

En la base canénica de R?, la matriz asociada a f es:

Podemos verificar:

1 0 X X
0 1 yl=lyl=fx,y,2)
00 z 0

Observaciones importantes:

» f no es inyectiva porque Ker(f) # {6} Infinitos vectores se proyectan en el
mismo punto del plano.

= f no es sobreyectiva porque Im(f) # R®. Ningtn vector fuera del plano z = 0
es imagen de f.

= Por tanto, f no es biyectiva y no tiene inversa.

= Todo vector 7 € R3 se puede descomponer de forma tinica como:

D= By + D
—_—
elm(f) €Ker(f)

donde vy, = (x,y,0) y 3, = (0,0, 2).
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Ejemplo. Consideremos la aplicacién lineal ¢ : R* — R? definida por:

g(x,y,2z)=(x,y)

Esta aplicacion toma cada vector del espacio tridimensional y lo proyecta sobre el
plano xy, eliminando completamente la informacién de la coordenada z y reduciendo
la dimensién del vector resultante a dos componentes.

Espacio de partida R? Espacio de llegada R?
Yy

A

z
T Eje z (Ntucleo)

=y
Il

1=(0,02) 5=(1,1,2)

> X
(i) = (0,0)
ZT) = (2/ _2r O) -
y g(w) =(2,-2)
% Plano completo (Imagen de g)

Figura 3.3: Proyeccién de vectores de R® a R? mediante ¢(x, vy, z) = (x, ).

Interpretacion de la accién de g sobre los vectores

Para comprender mejor la aplicaciéon, veamos cémo transforma algunos vectores
concretos:

» El vector 7 = (1,1, 2) no pertenece al nticleo, pues tiene componentes en x e y.
Al aplicarle g, se proyecta eliminando la componente z:

g(@) =(1,1) e R,

Esto significa que toda la informacién en la direccién z se pierde, pero se
conservan las coordenadas en x e y.

» Elvector 1 = (0, 0,2) esta alineado con el eje z, por lo que pertenece al nticleo
de g. Al aplicarle la transformacién, obtenemos:

¢(i) = (0,0) € R2.

Esto confirma que cualquier vector vertical se anula completamente.

» El vector @ = (2, -2,0) estéd en el plano xy, por lo que la aplicacién conserva
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sus dos primeras componentes:
g(@) = (2,-2) e R

En este caso, ¢ simplemente “olvida" la tercera coordenada (que ya era cero).

Observamos que ¢ reduce la dimensién del espacio: partimos de vectores en R? (tres
coordenadas) y llegamos a vectores en R? (dos coordenadas).

Verificacion de linealidad

Para comprobar que g es lineal, verificamos:
1. Aditividad:

(01 +02) = g(x1 + x2,y1 + Y2, 21 + 22) = (X1 + X2, Y1 + Y2)

= (x1,y1) + (x2, y2) = g(01) + g(2)

2. Homogeneidad:
g(A?) = g(Ax, Ay, Az) = (Ax, Ay) = Ax, y) = Ag(9)

Por tanto, g es una aplicacién lineal.

Ntcleo de g

El nticleo de ¢ es el conjunto de vectores que se transforman en el vector cero de R?:
Ker(g) = {g € R’ : g(9) = (0,0)}
Calculamos:
g, y,2)=(0,0) = (x,y)=(0,0) & x=0,y=0
Por tanto:

Ker(g) ={(0,0,z): z e R} = Eje z

Interpretacién geométrica: El nticleo estd formado por todos los vectores verticales
(paralelos al eje z). Cualquier vector de la forma (0, 0, z) se transforma en el origen
de R2.

Dimensién: dim(Ker(g)) = 1, ya que el eje z es un subespacio de dimension 1.

Imagen de g

La imagen de ¢ es el conjunto de todos los vectores de R? que son imagen de algtin
vector de R>:

Im(g) ={g(?):0 € R3} = {(x,y):x,y eR}
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Por tanto:
Im(g) = R?

Interpretacién geométrica: La imagen es todo R2. Cualquier punto (a, b) del plano
es la imagen de infinitos vectores de R3, por ejemplo (a,b,0), (a,b,1), (a,b,=5), etc.
Todos los vectores con las mismas dos primeras coordenadas producen el mismo
resultado.

Dimensién: dim(Im(g)) = 2, ya que la imagen es todo R?.

Verificacion del Teorema de la dimensiéon

El teorema de la dimensién establece que:
dim(R®) = dim(Ker( g)) + dim(Im(g))

En nuestro caso:
3=1+2.

Matriz asociada

La matriz asociada a g respecto a las bases canénicas de R? y R? es:

100
[g]=(01 0)

Observa que esta matriz tiene 2 filas (dimension del espacio de llegada) y 3 columnas
(dimensién del espacio de partida).

100
010

Observaciones importantes:

Podemos verificar:

= (;) = g(x,y,z)

N =R

» ¢ no es inyectiva porque Ker(g) # {0}. Infinitos vectores de R? se transforman
en el mismo vector de R%. Concretamente, todos los vectores de la forma (a, b, z)
con z variable se transforman en (a, b).

= ¢ es sobreyectiva porque Im(g) = R?. Cualquier vector (a,b) € R? es imagen
de, por ejemplo, (a,b,0) € R>.

= Por tanto, ¢ no es biyectiva y no tiene inversa (aunque si tiene inversa por la
derecha).
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» Todo vector 7 = (x, v, z) € R? se puede descomponer de forma tinica como:

v

(x,v,0) +(0,0, z)
~— ~————
representante en el plano  €Ker(g)

= A diferencia del ejemplo anterior (proyeccién sobre el plano en R?), aqui el
espacio de llegada tiene menor dimensién que el de partida. Esto hace que g

sea sobreyectiva pero no inyectiva.

Ejemplo. Sea f : R? — R? una aplicacién lineal de la que conocemos f(1,0) = (1,3),

£(0,1) = (=2,0). ¢Es posible calcular la imagen de un vector cualquiera (x, y)?

Solucion: Si, es posible. La razén es que el conjunto de vectores B = {(1,0), (0, 1)}
forma una base del espacio vectorial R?.

Cualquier vector (x, y) € R? se puede expresar como una combinacién lineal tinica
de los vectores de esta base:

(x,y) =x(1,0) + y(0,1).

Ahora, aplicamos la aplicacién lineal f a esta expresiéon. Usando la propiedad
fundamental de linealidad (f (ail + bv) = a f (i) + b f (7)), podemos separar la suma
y extraer los escalares x e y:

Sl y) = f(x(1,00+y0,1)=x- f(1,00+y- f(0,1).

Conocemos las imagenes de los vectores de la base, asi que las sustituimos:

f(x/ y) = X(1,3) + y(_zr O)

Operamos con los vectores para encontrar la expresién general de la imagen:

f(x,y)=(x,3x)+(-2y,0) = (x — 2y, 3x).
Por lo tanto, la imagen de un vector cualquiera (x, y) es (x — 2y, 3x). |

Una aplicacién lineal queda perfectamente determinada por las imégenes de los
vectores de una base. Si
B = {ii1, 1y, ..., 1u}

es una base de un espacio vectorial U y f es una aplicacion lineal de U en V, dado un
vector cualquiera i de U, para calcular f(ii) basta con conocer

{fGin), f(u2), ..., f(in)},
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pues podemos expresar ii como combinacién lineal de los vectores de B:
= X1ﬁ1 +.')C2ﬁ2 + .- +xn17n,
y entonces

f@i) = f(xqily + xip + -+ + Xyidy) = x1 f (1) + X2 f (Ho) + - + X f ()

3.3 Matriz y ecuaciones de una aplicacion lineal

Definicion 3.3.1. Sean f : U — V una aplicacion lineal, B = {iiy, iy, ..., i, } una
base de U,y B’ = {01,702, ..., 0} una base de V.
Sea i € U:

ﬁ=x1ﬁ1+xzﬁz+...+xnﬁn, f(ft)=xlf(ﬁ1)+x2f(il2)+...+xnf(iin).

Por otra parte, los vectores { f (ii1), f(i2), ..., f(iiy)} se podran expresar como com-
binaciones lineales de los de B’:

f(ﬁl) = a1151 ar 02152 + ...+ amﬁ)’m,

f(ﬁz) = 611251 + 612252 + ...+ amzﬁm,

f(ﬁn) = lllnl_51 + a2n52 T ooor amnﬁm.

También f(ii) se puede expresar como combinacién lineal de los vectores de B':

f(ﬁ) = yﬂ_}l oty y252 P 000 aAr ymf_}m

Entonces,

f)

xlf(ﬁl) + fo(ﬁz) +...+ xnf(iin)

xl(allvl + a0+ ...+ amlvm)+

+ XQ(lluZ_jl + 11227_52 +...+ amzam) +...+
+ xn(alnf}l + le,ﬂ_}z +...+ amn?)’m)

= (a11x1 +apxy + ...+ alnxn)?)ﬁ
+ (a21x1 + dypXxy+ ...+ a2nxn)z_52 +...+

+ (Ap1X1 + Ap2Xo + .o+ Ay X)) 0.

Como la expresién de un vector como combinacién lineal de los elementos de una
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base es tinica, sera:
Y1 =4a11x1 +apx2+...+a1mXy

Yo = 4a21X1 +Aa0X2 + ...+ dXy

ym = ﬂm1X1 + amzxz + ...+ amnxn

Observacién. Estas son las ecuaciones de la aplicacién lineal con respecto a las bases
By B’: nos dan las coordenadas (y1, ¥2, . - ., Ym) de f(ii) en funcién de la base B’ a
partir de las coordenadas (x1, x2, . .., x,) de il en funcién de la base B.

En notacién matricial:

Y1 a1 a1z e Al X1

2 a1 azy - az X2 . N N
o I 2], es decir [£(@)]s = Alills.
Ym Am1 Am2 - Amn Xn

donde las columnas de la matriz A = (a;;) son precisamente las coordenadas de los
vectores { f (i11), ..., f(ii,)} en la base B’:

A= = Gl
Ami

La matriz A se llama matriz de la aplicacion lineal f respecto a las bases B y B’ y se denota
Lf 18", con lo cual se cumple

Lf(@)]s = [f15 [i]s.

Si f:V — VyBesunabase de V, la matriz de f respecto a B se denota [ f]g, con lo
cual se cumple

[fGi)]p = [f]sli]B-

La matriz de la aplicacién lineal cuando se consideran las bases canénicas en los
espacios vectoriales de partida y de llegada se llama matriz estindar.

Observacién. El rango de la matriz A coincide con el rango de la aplicacién lineal f.
Luego, si A y B son matrices de la misma aplicacién lineal respecto a distintas bases,
deberdn tener ambas el mismo rango.

Ejemplo. Hallar la matriz de la aplicacién lineal f : R? — R3, siendo f(x,y) =
(x,x +y,x — y), con respecto a las bases canénicas de R? y R>.
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Solucién: Para encontrar la matriz A asociada a una aplicacién lineal f con respecto
a las bases canénicas, la regla es que las columnas de la matriz A son las imadgenes
de los vectores de la base canénica del espacio de partida.
El espacio de partida es R?, y su base canénica es By = {é1, 2} = {(1,0), (0, 1)}.
El espacio de llegada es R3. La matriz A tendr 3 filas (dimension de R%) y 2 columnas
(dimensién de R?).
1. Célculo de la Primera Columna
La primera columna es la imagen del primer vector de la base, ¢1 = (1,0). Usamos la
formula f(x,y) = (x,x +y,x — y):

f@E)=f(1,00=(1,1+0,1-0) =(1,1,1).

Esta es la primera columna de A.

2. Célculo de la Segunda Columna

La segunda columna es la imagen del segundo vector de la base, é; = (0, 1).
f(@)=f(0,1)=(0,0+1,0-1)=(0,1,-1).
Esta es la segunda columna de A.

3. Matriz de la Aplicacién

Al colocar estos vectores como columnas, obtenemos la matriz A:
1 0
A=11 1.
1 -1
O

Ejemplo. Sea f : R> — R? una aplicacién lineal, 71 = (1,1,1), %2 = (1,1,0), 73 =
(1,0,0). f(71) = (1,0), f(D2) = (2,-1), f(T3) = (4,3). Hallamos la matriz de la
aplicacion en las bases canodnicas y la expresién de f(x, v, z).

1 11 1 0 11 1 |1 0 11 1 |10
11012 -1f{~j0 0O -1 ] 1 -1({~]j0 -1 -1 | 3 3
100 4 3 3 0 0 -1 ]1
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111] 1 0 1101] 2 -1\ {100 4 3
~lo1 1] -3 =3|~[010] -2 -4|~]0 10| —2 —4.
001] -1 1 001 -1 1 001] -1 1

Tenemos que f(1,0,0) = (4,3), f(0,1,0) = (-2,-4), f(0,0,1) = (-1,1). Por tanto

[f1E = (;1 :i _11),f(x,y,z) = (4x -2y —z,3x — 4y + z).

3.4 Semejanza de matrices

Definicion 3.4.1. Sean A,B € M;x;,. Se dice que A y B son semejantes si existe

P € M,x, inversible tal que
B =PlAP.

Teorema 3.4.1 (Teorema de semejanza). Sea f un endomorfismo de une.v. V, y sean
By B’ dos bases de V, con Pgp’ la matriz de paso de B a B’. Entonces

[f15 = Pyp [f18:Prpr,

es decir, [ f]p y [ f]p son matrices semejantes.

Demostracion. Sea v € V. Su imagen f () € V también. Se tiene:

[0]p = Pp[0] (1), [f(@)]p = Pep[f(9)]B (2),
[f(@)]s =[f]s[?]B 3), [f@)]s = [f]p[0]p (4).
De (2) y (4) se sigue:

Ppp[f(@)]s = [f1p:[2]p = [ ] PBB[0]B-

Multiplicando por Py %, a izquierda se obtiene

[f(@)]s = Pz [ 15 Per (D15
Comparando con (3), se deduce que para todo v € V
[f16[515 = Py [ f 15 Poi (515,

de donde se concluye
[f15 = Pyp.[f15Prp.
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Ejercicio. Demostrar que si A y B son dos matrices cuadradas de tamafio n y se
verifica que

AX = BX,
para todo vector columna
X1
x=|"7|
Xn

entonces A = B.

Observacion.

» Hemos demostrado que

[f1s = Pyp [ f18 Prpr,

o lo que es equivalente,
[f1p = P35l f18Ps 5.

» En el tema siguiente intentaremos encontrar una base de V para la cual la
matriz del endomorfismo sea diagonal.

Ejemplo. Vamos a considerar un ejemplo sencillo para ilustrar como cambia la matriz
de la aplicacion lineal, de una base a otra, utilizando el teorema de semejanza. Para
ello, retomamos el ejemplo del capitulo anterior, como se puede ver en la Figura
3.4. Vamos a considerar una aplicacion lineal tal que a cada vector nos dé otro
vector con la misma componente x pero con el doble de su componente y. Entonces,

f : R? > R2 definida por f(x,y) = (x,2y).
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Base canénica C = {(1,0),(0,1)} Nueva base B = {(0,-1),(1,0)}
y Yy
- 3 o -1
ole = (3) L Bh=(3)
(32‘{77777; 7777777 | R
v : —1(?1 Y
1 > X > X
e1 €2

€1 Y

y 56 = (3) o, von 5]
€2 A f(Z_5 —2@1 f(v)
> > X > X
€1 (o)
€1

Figura 3.4: Aplicacién de f(x, y) = (x,2y) sobre el vector ¥ en dos bases diferentes.

Para hallar la matriz de la aplicacién lineal en la base canénica C = {(1,0), (0, 1)},
aplicamos f alos vectores de la base. Aplicamos f al primer vector de la base:

f(l,O) = (1/02) = (1/0)

Sus coordenadas en la base candnica son:
1
F,0le =]
Aplicamos f al segundo vector de la base:
f(0,1)=(0,2-1)=(0,2)
Sus coordenadas en la base candnica son:

70,0 = [3).

La matriz asociada a f en la base canénica se forma colocando estas coordenadas
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como columnas:

(£l = (LF(1,0)]c Uwﬂmﬁ=e 9.

Por tanto, la matriz de f en la base canénica es:

=[5 5]

Entonces, tenemos que

sene =11l =g 5)- (3] = ()

como era de esperar por el punto de partida del ejercicio.

Cambio a la base B = {(0,-1),(1,0)}. La matriz de cambio de base de C a B
obtenida en el capitulo anterior viene dada por:

0 -1
Pcp =
a7

0 1
Ppc = .
=2 o)

El teorema de semejanza establece que la matriz de la aplicacion lineal en la base B

y su inversa (de B a C) es:

se obtiene mediante:
[f1s = Pcalf]cPac.

0 -1\(1 0}({0 1
[f]B‘(1 o)(o 2)(—1 0)'
0 -1\(1 0y (0 -2
1 0/\0o2 \1t o)
0 -2)(0 1 20
[f]B‘(1 0)(—1 0)_(0 1)'
Por tanto, la matriz de la aplicacién lineal en la base B es:

= 3).
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La relacién entre las matrices en ambas bases cumple:

[f1s = PcalflcPsc, [flc = PpclflsPcs.

Asi se comprueba que ambas matrices representan la misma transformacion lineal,
expresada en bases diferentes.
Por altimo, vemos que

Lf @) = [f1[5]5 = (3 (1)) , (—31) _ (-32) |

Nota: Observe que el vector transformado f(?) es el mismo en ambos casos (el punto
(3,2) en el plano), pero sus coordenadas dependen de la base elegida.

3.5 Aplicacion: deformaciones

En el disefio de una armadura metélica se desea transformar una pieza de la forma

O A

en una de la forma

¢Cual es la aplicacion lineal que efecttia este cambio? [1]

De la figura vemos que el punto (1, 0) permanece igual, mientras que el (0, 1) pasa a
ser el (1, 1). Escrito en forma matematica:

f1,0=@@,0,  f0,1D=(11).
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Podemos ahora reescribir la aplicacion lineal en forma matricial, poniendo los vectores
anteriores como columnas en la matriz

11
Podemos comprobar que f(2,2) = (4,2), lo cual es una consecuencia directa de
trabajar con aplicaciones lineales.

Problemas

1. Sea la aplicacion lineal

f:RP >R
(x,y,z) > (x+2y+2z,3x+y—2z,-x -7y — 62)

a) Hallar la matriz de f con respecto a la base canénica de R3.
b) Calcular las dimensiones del nticleo y de la imagen.

c) Calcular una base del ntcleo y otra de la imagen.

d) Hallar la matriz de f con respecto a la base B = {(1,1,0),(0,1,1),(0,0,1)}.
2. Sea la aplicacion lineal

f:R* SR?
(x, y) =(x +y,x)

Sean B = {(1,1),(0,1)} y B’ = {(1,0), (1, 1)} dos bases de R?.

a) Hallar la matriz de f con respecto a B.
b) Hallar la matriz del cambio de base de B a B’.

c) Hallar la matriz de f con respecto a B’ y comprobar que se verifica el teorema
de semejanza.

d) Hallar la matriz de f en las bases B de partida y B’ de llegada.
3. Seala aplicacién lineal f : R® — R3(x,y,z) — (ax+by+z,x+aby+z,x+by+az)

a) Hallar los valores de a y b para que Im f = R3. ;Cuadl es en este caso el nticleo?
b) Hallar una base del nticleo para a = 1.

c) Paraa = 1y b = 0, y dadas las bases: B = {(-1,0,1),(0,1,0),(4,1,2)},
B’ ={1,1,2),(1,1,0),(-1,1,-1)}

i) Hallar la matriz de f con respecto a la base B.

ii) Hallar la matriz de cambio de base de B a B'.
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iii) Encontrar la matriz de f respecto a la base B’ aplicando teorema de
semejanza.

4. Sea la aplicacién lineal f : R* - R3 (x,y,z,t) > (x +2y +z + 2, —x + y + 2z —
2t,x —az + 2t)
a) Hallar la matriz de f con respecto a las bases canénicas de R* y R3.

b) Calcular las dimensiones de la imagen y del nticleo de f segun los valores de
a.

c) Para a =1, hallar una base de la imagen y otra del ntcleo.
5. Sean los vectores a1 = (1,-1,0,0),4, = (1,1,0,0), a3 = (0,0,1,1), a4 = (0,0,1, -1).
Probar que forman una base de R*.
Se considera la aplicacién lineal f : R* — R* tal que: Ker f = L[d; +dy, d3 +d4 — 1],
f(@) =24y, f(d3) = 2ds.
a) Hallar la matriz de f con respecto a la base canénica de R*.

b) Hallar una base de la imagen y otra del ntcleo.

a

b IZ) la,b,c € R} C Moxo.

6. Consideramos el e. v. de las matrices M»x». Sea S = {(

a) Demostrar que S es subespacio vectorial de Mjx, y encontrar una base.

b) Demostrar que

T : Maxo = Moxo 3.1)

es una aplicacién lineal. Encontrar una base del niicleo y otra de la imagen.

c) Hallar [T]c (matriz de la aplicacién en la base canénica)

1 1\ (0 1\ (0O 0} (0 1 .
d) SealabaseB—{(0 O)'(O 1),(1 1),(1 O)}delasmatrlcesM2><2.Encon-

trar, utilizando el teorema de semejanza, [T|p (Basta indicar la operacion).
7. Sea f :R3 - R3talque f(x,y,z) = (x+y,(a+1)x—y,az).

a) Hallar los valores de a para los que dim(Kerf) = 1.
b) Hallar una base del nticleo y otra de la imagen para a = —2.

c) Para a4 = -2 hallar la matriz de la aplicacion en la base B =
{(1,2,0),(-1,0,1),(0,1,1)}.

es lineal.

y
1

8. Demostrar que la aplicacién f : R? — R definida por f(x,y) = ‘ ch
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

Sean U y V dos espacios vectoriales reales y @ € R.Sea f : U — V una aplicacién
lineal. Demostrar que Im(a f) € Im f.

Si U es un espacio vectorial de dimensién finita y f un endomorfismo de U tal
que dimKer f = dimIm f, demostrar que dim U es par.

Sea la aplicacion lineal f : R* — R3

(x,y,z,t) > (x+y+z+2t,—x+y+2z-2t,x —z+2t),

y la aplicacién lineal g : R® — R?

(x,y,2) > (x+vy,y +2).

a) Hallar la matriz de f con respecto a las bases canénicas de R* y R3.
b) Hallar la matriz de g con respecto a las bases canénicas de R® y R2,
c) Hallar la matriz de g o f con respecto a las bases canénicas de R* y R2.

La matriz de la aplicacién lineal f : R" — R™ respecto de las bases canénicas de
2120

RtyR™es{ a 1 2 0
1 a 10

a) Cuadles son los valores de m y n.

b) Hallar la dimensién de Im f y de Kerf segtin los valores de a.

c) Para a = 1, hallar una base de Im f y otra de Ker f.

Sea la aplicacion lineal f : R® — R3, tal que f(x,y,z) = (x + az,x +y, x + bz).
a) Hallar la matriz estandar de la aplicaciéon en funcién de a y b.

b) Calcular dimKer f y dimIm f, segtn los valores de a y b.
c)Paraa=b=2:

c.1) Hallar una base de Ker f y de Im f.

c.2)Sea B ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} una base de R®. Hallar la matriz [ f]p.

Sea la aplicacion lineal f : R? — R3 tal que f(1,1) =(1,3,2)y f(1,-1) =(1,1,0).
Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R? y R3.
Obtener una base de Ker f y otra de Im f.

Hallar unas ecuaciones implicitas de Im f.

Sea B = {(1,2),(3,4)} una base de R? y B’ ={(1,1,1),(0,2,2),(0,0,3)} una base

de R3. Hallar la matriz [ f ]g.
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15. ;Puede existir una aplicacién lineal f : R?> — R3 tal que f(1,1) =
(1,2,1, f(1,-1)=(@1,0,-1), f@G3,-1)=(3,2,-1)?

16. Sea aplicacion lineal f : R* — R3 dada por la expresion f(x,y,z,t) = (x — 2y +
2z,2x —y —t,my +4z +1).
a) Hallar la dimensién de Ker f y de Im f, segtin los valores de m.

Param =1

b) Calcular una base del ntcleo y otra de la imagen, asi como las ecuaciones
implicitas del ntcleo.

¢) Hallar la matriz de la aplicaciéon respecto de la base

B={1,1,11),(1,1,1,0),(1,1,0,0),(1,0,0,0)}

de R* y canénica de R>.

17. Sea f : R* — R* una aplicacion lineal de la que se sabe que

X1—X3=0 }

Ker f = {(x1, X2, x3,x4) € R*
f {( 1,A2, A3, 4) x1+x2+X4=0

f(é)=01,011)y f(é)=(1,-2,1,-1).
Hallar la matriz estdndar de la aplicacién.
Hallar la dimensién y una base de Im f.

18. Sea la aplicacién lineal f : R?> — R? definida por
fx,y)=(x-y, 2x +y, 3x).

a) Demuestra que es lineal.
b) Encuentra la dimensién y una base del nticleo y otra de la imagen.

c) Obtén la matriz asociada a la aplicacién en las bases
B={(1,0), (1,1)}, B ={(1,1,0), (0,1,1), (0,1,0)}.
19. Sea f : R® — R* dada por
fx,y,z)=(x—ay+z, x—y—2z,2x—y—bz, y+2z).

Estudia, en funcién de a, b € R, el nticleo y la imagen (dimensién y bases).

20. Consideramos f : P2(R) — P»(R) definida por

f(a+bx+cx2):(a+b+c)(1+x).
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21.

a) Halla la matriz de f en la base canénica {1, x, x?}.

b) Halla la dimensién y base de ker(f) y de Im(f).
Dada f : P2(R) — P2(R),
fla+bx+cx®)=(a+2b+c)+(b+c)x+(—a+b+2c)x%

a) Matriz de f en la base candnica.
b) Base de nticleo e imagen.

c) Calcula los polinomios cuya imagen es 2 + x + x2.

22. Sea f : R? — R3 lineal tal que

23.

24.

25.

26.

f(1,1)=(-1,3,1), f(=1,2) =(-8,-6,5).

a) ;Estd bien definida? Justifica.
b) Hallar la matriz de f en candnicas y expresion de f(x, y).

c) Hallar la matriz [ f] en las bases
B={1,1), (-1,2)}, D={(-1,3,1), (-8,-6,5), (1,0,0)}.

(Existe f : R? — R? lineal tal que ker(f) = L[(1,0)] e Im(f) = L[(1,0)]? Si existe,
da su matriz estaindar y comprueba las propiedades.

(Existe f : R> — R* lineal tal que
ker(f) =L[(1,0,1),(1,1,1)], Im(f)=L[(1,0,0,0),(1,2,0,0)]?
En caso afirmativo, encuéntrala.

Encuentra, si es posible, f : R> — R? lineal tal que

f(ll 3) = (1/ _1)/ (2/ 5) € ker(f)
Justifica la respuesta.

Sea M C M>yx:(R) dado por

M:{(‘Hﬁ 2“_5): a,ﬁeR}.

-a a+2f

a) Construye f : Maxo(R) — R3 tal que ker(f) = M.

b) (Puede ademas ser sobreyectiva? ;E inyectiva?
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27. Sea f : R3 — R3 la aplicacién lineal cuya matriz, respecto de la base canénica, es

3
1

N O =
O = N

-1
Calcula f(e1), f(e2), f(e3)y f(e1 + 2e2 — e3). ¢Es un isomorfismo?

28. Sea fi : R3 — R? con matriz (can6nica)

1 0 1
-1 k 0f, keR
2 -11

a) ¢Para qué k es isomorfismo?

o = O
o o O

1
b) Para k =1, halla las bases respecto de las cuales la matrizsea| 0
0

29. Define, si es posible, f : P1(R) — P1(R) linealcon1 + x € ker(f)y1+2x,3 —x €
Im(f).

30. Sea f : R® — R®. Halla la matriz en la base B = {iiy, iiy, ii3} sabiendo que
f(l_il) = f(l_iz) = 1?13 y que ﬁ3 € ker(f).

31. Lamatriz de f : R3> — R3 en la base
B={(1,0,1), (-1,0,1), (0,1,0)}

es

Halla f(0,1,0)y f(0,0,2) en base canénica.

32. Halla f : R® — R* lineal tal que
ker(f)={(x,y,z): 2x+y—-2z2=0, y—z=0, 2x + 2y — 3z =0},
Im(f)={(x,y,z,t): 2x+y—-z=0, x +y —t =0}.
33. Sea f : R? — R3 lineal tal que
f(1,0,0)=(1,2,0), f(0,0,1)=(0,0,a-1), f(1,-1,0)=(0,0,0).
a) Halla la matriz en la base canénica y la expresién de f(x, y, z).
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b) Halla las dimensiones y una base del nticleo y otra de la imagen de f para

los distintos valores de 4.

c) Para a =1, halla la matriz de la aplicacién en la base
B={0,-1,1), (-1,-1,1), (0,1,0)}.
34. Sea f : R> — R3 una aplicaci6n lineal tal que
f@)=3,-1,0), fla+éx+eé)=(1,1,a), f(é+6é)=(220).

a) Halla [f]c.

b) Halla [f]B para B = {1711,172, ﬁ3} con 51 = 1711 — 1712, gz = 11)1 + 11)2, 53 = ﬁ3.

35. Sean iy = (1,1,-1), 12 = (0,2, -1), i3 = (1,1,0), y la aplicacién lineal f : R> — R3
definida por

fQi) =iy —uz, f(ip) =11 +us, f(i3) =11+ .

a) Demuestra que B = {iiy, iy, 13} esbase y halla [f ]z y [ f]c.
b) Halla una base de Im( f) y otra de ker( f).

Soluciones
1 2 1
1. a)[fle=|3 1 -2
-1 -7 -6

b) dim(Im f) = 2, dim(Ker f) = 1.
c) Base de laimagen: {(1,3,-1),(2,1,-7)}. Base del ntcleo: {(1, -1, 1)}.

3 3 -1
d[flp=l1 -4 -3
9 -9 -3
2 a =2 )
b) Ppp = ((1) _11)
o 1=} 1)
D1 =) )
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3. a) Siemprequea #1,a# -2yb #0,Ker f ={(0,0,0)}.
b) Para a = 1, una base del nacleo es {(-b,1,0),(-1,0,1)}.

00 2
o) [fle=]|0 0 4|
00 2
3 1 1
4 4 4
ii) Pgpr =|-2 1 3|
11 _3
2 2 4
A
i) [fl =3 3 -1}
00 0
1 2 1 2
4. a) [f]g:(—l 1 2 =2
1 0 —a 2

b) Sia = 1: dim(Im f) = 2, dim(Ker f) = 2.
Sia # 1: dim(Im f) = 3, dim(Ker f) = 1.

c) Base del nuacleo: {(1,-1,1,0),(-2,0,0,1)}. Base de la imagen:
{(1,-1,1),(2,1,0)}.

0 -2 1 -1

0o 2 -1 1
5. a) [flc= 00 o 2l

O 0 o0 2

b) Base de la imagen: {(1,-1,0,0),(-1,1,2,2)}; Base del nucleo:
{(1,0,0,0),(0,1,2,0)}.

1 0\ (O 1}y (O O
6. a) BasedeS:{(O O)'(l O)'(O 1)}

00
b) KerT = {(0 0) }, por tanto no tiene base.

ImgT = Mbyp, cuya base puede ser la canénica.

1000
9me=[o o o of

0001

1000 /10001000 (1 000

1101 loo1ollt101] |-1011
DITe=g 01 1] [o1o0olloo1 1|1 100

0110 looo1/lo110 001
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11.

12.

13.

14.

a) dim(Ker f) =1 a=-20a=0.

b) Sia =-2,{(-1,1,0)} es una base del nucleo de f, y {(1,-1,0),(0,0,1)} una
base de la imagen.

6 4 0
Jlfls=[-9 5 -1
9 -7 -1

a) La matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R* y R3 viene dada

11 1 2
por[f]=[-11 2 -2
10 -1 2
b) La matriz asociada a g respecto de las bases canénicas de R® y R? es
110
c) La matriz de ¢ o f asociada a las bases candnicas de R*yR? es

2 023020
go e =tsln=(g 23 0

a) Esclaroquem =3yn =4.my n.

b) i) Sia # 2y a # 1/2, entonces dim(Ker f) = 1 y dim(Im f) = 3. ii) Si
a = 2, entonces dim(Ker f) = 2 y dimIm f = 2. iii) Si 2 = 1/2, entonces
dim(Ker f) =2 ydimIm f = 2.

c) Para a = 1, una base de Ker f es {(0,0,0,1)}, y una base de Im f es
{£(1,0,0)=(2,1,1), f(0,1,0) = (1,1,1), f(0,0,1) = (2,2, 1)}

SO X

10

a) La matriz estindar del endomorfismo fes[f]p=| 1 1
10

)

b) i) Si a = b, entonces dim(Ker f) = lydimIm f = 2.1ii) Si a # b, entonces
dim(Ker f) =0y dim(Im f) = 3.

¢) Cuandoa=b=2:
c.1) Una base de Ker f es {(-2,2,1)}, y una base de Im f es {(1,1,1),(0,1,0)}.

3 11
)[fls=| -1 1 0
1 -1 0
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Ker f = {(0,0)}, por lo que no tiene base.
dim(Im f) = 2. Una base de Im f es {(1,2,1),(0,1,1)}.
Unas ecuaciones cartesianas o implicitas de Im f son: x —y +z = 0.

1 3
[f15 =| 3/2 7/)2
-1/3 -1

15. La respuesta es afirmativa.

16. a) i) Sim = -3, entonces dim(Im f) = 2 y dim(Ker f) = 2,
ii) Si m # =3, entonces dim(Im f) = 3 y dim(Ker f) = 1.

b) Una base de la imagen es B = {(1,2,0),(-2,-1,1),(2,0,4)}. Una base del
nucleo es {(2,0,-1,4)}.

11 -11
Jlfl=|01 1 2
6 5 1 0
1 1 0 1
-2 -2 =2
17. [f] = (1) 1 o0 11l dim(Imf) = 2, y una base de Imf es
1 -1 -2 -1

{(1,0,1,1),(1,-2,1,-1)}.

18. a) f eslineal.
b) dimker(f) =0, ker(f) = {6}; dimIm(f) =2, base {(1,2,3), (-1,1,0) }.
1 0
o [fles=|3 3}
-2 0

19. = Sia i—l:rg:?),ker(f):{a}, dimIm(f) =3,
Im(f)=L[1,1,2,0),(-a,-1,-1,1),(1,-1,-b,1)].
= Sia=-1,b#1:rg = 3, ker(f) = {0},
Im(f)=1L[(1,1,2,0),(1,-1,-1,1),(1,-1,-b,1)]
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» Sia=-1,b=1:rg=2,dimker(f) =1, ker(f) = L[(0,-1,1)],
Im(f)=1L[(1,1,2,0),(1,-1,-1,1)].

20.
111
laeey =[1 1 1], dimIm(f)=1, Im(f) = L[1 +x],
0 0O
dimker(f) =2, ker(f) =L[-1+x, -1+ x?].
21.
1 21
[f1=]10 1 1|, ker(f)=L[1-x+x?], Im(f)=L[1-x% 2+x+x*].
-1 1 2
fl2+x+x®)={c+(1-c)x+cx*: ceR}.
22.
2 -3
Bien definida. [flan=|4 -1|, f(x,y)=Q@2x-3y, 4x -y, —x +2y),
-1 2
10
[flos=]0 1{.
00
23.
Existe. A= (8 (1)) , ker(f) =L[(1,0)], Im(f) = L[(1,0)].
24.
No existe (rango-nulidad: 2 + 2 # 3).
25.
: -5 2
Existe. A= ( 5 _2) , f(x,y) = (=5x +2y, 5x - 2y).
26.

r

f(p Z) =(g+p+3r,s=2p—-r,0), ker(f) =M,

rg(f) =2 = ni sobreyectiva a R® ni inyectiva.
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27.

f(e1) =(1,0,2), f(é2) =(3,1,-1), f(e3) =(2,1,0), f(é1 +2e;—¢3)=(5,1,0),
det = 3 # 0 = isomorfismo.

28.
det=1-k = fisomorfismo & k # 1.

Para k = 1 existen bases con matriz diag(1,1,0) (p.ej. B = {é1,¢2,(-1,-1,1)},
llegada D = {Aéy, Aéy, W3} con w3 que complete base).

29.
No existe: dimker(f) > 1, dimIm(f) >2 = 3> dimP;(R) = 2.
30.
000
[flz=]0 0 O
110
31.
£(0,1,0)=1(0,5,0), £(0,0,2)=(1,7,9).
32.
ker(f) =L[(1,2,2)], Im(f)=L[(1,-1,1,0),(-1,20,1)],
fx,y,z2)=(x-y+35, —x+2y—3, x—35, y —z).
33.
11 0
[fle=]2 2 0
0 0 a-1

Sia=1:rg=11Im(f)=L[(1,2,0)], ker(f) L[(-1,1,0),(0,0,1)].Sia # 1:rg =2,
Im(f) =L[(1,2,0),(0,0,a —1)], ker(f) = L[(-1,1,0)].

-1 -2 1
Paraa=1: [flg=|1 2 -1{.
-2 -4 2
34.
3 -1 -1 2 0 =2
[flean=|-1 3 -1}, [fle=]0 4 0
0 0 a 0 0 a
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0 1 1 -1 2 2
[fls=|1 0 1], [fle=|1 2 2/,
-1 10 -1 -1 -1

Im(f) = L[(-1,1,-1),(2,2,-1)], ker(f) = L[(0, -1, 1)].
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Capitulo 4

Diagonalizacion

4.1 Valores y vectores propios

Sabemos que un endomorfismo f : V — V tiene distintas matrices asociadas, segiin
la base que se considere del espacio vectorial V. Sea [ f |p = A la matriz de f en la base
B. Tratamos de encontrar una base en la cual la matriz del endomorfismo sea diagonal.

Si existe una base B’ = {71, 02, ..., U, } tal que

Ay 0 - 0
[f]B'z . . . . ’
0 0 --- A,

entonces
f(@1) =MDy, f(02) =A202, ..., f(On)=Au0p.

En consecuencia, si trabajamos con matrices,
f@i) = Aivi & [f(@:)]s = [Aivi]s © [f1s[0i]s = AilDi]s & AV; = AiV,
y tendremos que buscar vectores U1, 0y, ..., 0, y escalares A1, A, ..., A, tales que
AVi =MV, AV =AMV, .., AV, =AV,,

donde V; es el vector columna formado por las coordenadas de v; en la base B.
Damos nombre a estos escalares y vectores de manera formal:

Definicién 4.1.1. Sea A una matriz de tamafion xn y A € R.

Decimos que A es un valor propio o autovalor de A si existe X € R" \ {6} tal que
AX = AX.En este caso, X se dice vector propio o autovector asociado al valor propio
A. Notar que X es la columna de coordenadas de X. A veces se escribe AX = AX
entendiendo X como vector columna.
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Decimos que A es un valor propio o autovalor de un endomorfismo f : V — V si
existe 0 € V' \ {0} tal que f(v) = AD. En este caso, v se dice vector propio o autovector
asociado al valor propio A.

Observacién. Sea f : V — V un endomorfismo y A la matriz del endomorfismo en
una base B del e.v. V. Los valores propios de f coinciden con los valores propios de
la matriz A. Al hallar los vectores propios de la matriz A lo que obtenemos son las
coordenadas en la base B de los vectores propios de f.

Se cumple:
AX=AX © AX-AX=0 (A-ADX =0.

Pero esta es la expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo.
Si A es valor propio de A, este sistema tiene solucién no trivial, y sabemos que esto
ocurre siy sélo si |[A — AI| = 0. Entonces:

Teorema 4.1.1. A es valor propio de A siy s6lo si|A—AI| = 0. En este caso, los vectores
propios asociados a A son las soluciones no triviales del sistema (A —AI)X = 0. Como
el conjunto solucién de un sistema homogéneo es un subespacio vectorial de R", el
conjunto de vectores propios asociados a un valor propio A forma un subespacio
vectorial.

Definicién 4.1.2. El subespacio vectorial formado por los vectores propios asociados
a un valor propio A junto con el vector nulo se llama subespacio propio o subespacio
caracteristico asociado a A y se denota por V(A).

Definicién 4.1.3. La expresion |A — AI| es un polinomio de grado 7 en A que se llama
polinomio caracteristico de A, y se denota pa(A).

Los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico (reales o
complejas). Trabajaremos solo las raices reales, y a lo sumo habra n distintas.

Teorema 4.1.2. Si dos matrices son semejantes, tienen el mismo polinomio caracteris-
tico y, por tanto, los mismos valores propios.

Demostracion. Supongamos que A y B son matrices semejantes, es decir, 3P inversible
tal que B = P"1AP. Entonces

pp(A) = |B = Al = [P7AP — AI| = |P"1AP - AP7IP|
=[P (A - ADP| = |A - AI| = pa(A).
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Ejemplo. Hallar el polinomio caracteristico, los valores propios y los subespacios
propios asociados a cada valor propio de la matriz

-4 -6 0
A=|13 5 0.
0 0 2

Solucién: 1. Polinomio Caracteristico. El polinomio caracteristico p4(A) se obtiene
calculando el determinante de la matriz (A — AI):

—4-1 -6 0
pad)=]A=All=| 3 5-1 0 |.
0 0 2-2

Expandimos el determinante por la tercera fila para simplificar el calculo:

-4-A -6

— _ . (_1)313
pa) =@ =1 ()™

‘ =Q2-M[(-4-1)5B-1)-(-6)(3)] =

=(2-A)[-20+4A -51+ A2 +18] = (2-A)(A* = A - 2).

Este es el polinomio caracteristico.
2. Valores Propios (Autovalores). Los valores propios (o autovalores) son las raices
del polinomio caracteristico, es decir, pa(A) = 0.

2-M)(A2-1-2)=0.

Esto nos da dos factores:
B 2-A=0 = A1 =2
s A2 — A -2 = 0. Factorizando esta ecuacién cuadratica: (A — 2)(A + 1) = 0. Esto
nos da las raices A\, =2y Az = —1.
Por lo tanto, los valores propios son:

» A =2 (con multiplicidad algebraica 2).

» A = -1 (con multiplicidad algebraica 1).

3. Subespacios Propios (Autoespacios). Calculamos el subespacio propio V(1) para
cada valor propio distinto.

Para A = —1: Resolvemos el sistema homogéneo (A + )X = 0:

—4+1 -6 0 3 -6 0
A+D=| 3 5+1 0 |=[3 6 of.
0 0 2+1 0 0 3
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El sistema de ecuaciones es:

3x—-6y=0 — x=-2y
3x + 6y = 0 (ecuacién redundante)

3z=0 = z=0

La solucién es de la forma (x, v, z) = (-2y, y, 0). Si tomamos y = t como pardmetro
libre:

X=t|1
0
El subespacio propio asociadoa A = -1 es V(-1) = L{(-2,1,0)}.

Para A = 2: Resolvemos el sistema homogéneo (A — 2I)X = 0:

4-2 -6 0 6 —6 0
A-2)=| 3 5-2 0 |=[3 3 ol
0 o 2-2/ \o o0 o

El sistema de ecuaciones es:

—-6x—-6y=0 — x=-y
3x + 3y = 0 (ecuaciéon redundante)

0z =0 = z es una variable libre

Tenemos dos variables libres. Sea y =t y z = s. Entonces x = —t. La solucién es de la
forma (x,y,z) = (-t,t,s), que podemos descomponer como:

-1 0
X=t[1|+s|0].
0 1
El subespacio propio asociadoa A =2es V(2) = L{(-1,1,0), (0,0, 1)}. O

Definicién 4.1.4. Si Ag es un valor propio de A, se llama multiplicidad algebraica de
Ap a la multiplicidad de A¢ como raiz del polinomio caracteristico y multiplicidad
geométrica a la dimensién del subespacio propio V(Ag).

Teorema 4.1.3. Sea Ap un valor propio de la matriz A. Entonces la multiplicidad
geométrica de Ay es menor o igual que su multiplicidad algebraica.
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Demostracion. Sean r = dim V(Ag) y B* = {ii1, ..., ii,} una base de V(1y). Completa-
mos B* hasta obtener una base B = {ii1, ..., iy, iy+1, ..., iy} de R". La matriz de f
en la base B sera

Ao 0

M = . - ) Crx(n-r) pues f (ii;) = Agil; Vi=1,2,...,r.
0

O(n—r)xr ‘ D(n—r)x(n—r)

Como A y M son matrices semejantes (Teorema 3.4.1) tienen el mismo polinomio
caracteristico (Teorema 4.1.2): pa(A) = ppm(A) = (Ao — A)"|D — AL, y el orden de
multiplicidad de Ag como raiz de este polinomio es al menos r que es la dimensién
del subespacio propio asociado a Ay. m|

4.2 Diagonalizacion

Definicién 4.2.1. Se dice que una matriz A € M,,x, es diagonalizable si existe una
matriz diagonal D € M,x, semejante a A, es decir, si 3P inversible tal que P~lAP es
diagonal.

Un endomorfismo de un espacio vectorial f : V — V es diagonalizable si su matriz
en alguna base es diagonal.

Teorema 4.2.1. Una matriz A € M,,x, es diagonalizable si y s6lo si A tiene n vectores
propios linealmente independientes.

Demostracién. =) Si A es diagonalizable 3P inversible tal que P"!AP = D ( D
diagonal); pongamos

Al 0 - 0
0 Ay --- 0
0 0 --- A,

y evidentemente los valores propios de D (luego también de A ) son Ay, Ay, ..., Ay
(no tienen que ser necesariamente distintos).

Consideremos las columnas de P como n vectores de R"; como P es inversible,
estos vectores son linealmente independientes. Denotemos por P I a estas columnas;

tendremos:
D =P 'AP = PD = AP =
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MO 0
0 A 0

= (PP Py L —A-(P'|P?]...|P"),
0 0 --- A,

e igualando columna a columna, vemos que A;P’ = A - P/, luego P’ es vector propio
de A asociado a A;; como esto es cierto para cada P, ya tenemos 7 vectores propios
de A linealmente independientes.

& )Sea B = {Pl, p? ..., P”} un conjunto de n vectores propios Li. de A; tendrdn
asociados unos valores propios A1, A2, ..., Ay, y sea P la matriz cuyas columnas son
P!; P es inversible por ser B una base.

Ay 0 - 0
0 A --- 0 . . .
Llamemos D alamatrizD = = ; entonces, A;P' = A - P' por ser P
0 0 - A,

vector propio de A asociado a A;, luego

AP = (AP'|AP?|...| AP") = (AP [A2P?|... | A,P") =

Al 0 -+ 0
= (P1|P?... | P") - ? 2 O ppospopiap.
0 0 e A,
y por tanto A es diagonalizable. ]

Teorema 4.2.2. Sean A, ..., A, valores propios distintos de A € M;;x;. Si X; es vector
propio asociado a A;, entonces {x1,..., J?p} es linealmente independiente.

Demostracién. Por reduccién al absurdo: supongamos que {X1,X,...,%,} es un
conjunto linealmente dependiente. Reordenamos los vectores de modo que los r
primeros, {X1, X2, ..., X,}, sean linealmente independientes, y que el siguiente, X,1,
sea combinacién lineal de ellos.
Sea X; la columna de coordenadas de x;. Entonces existen a1, as, ..., a, € R tales
que

Xppm1 = X1+ a2 X+ ...+ a,; X, (I)

Multiplicando por A, se tiene

AXpi1 = mAXT + 0 AXo + ...+ a,AX,. (H)
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De (I) se obtiene
A1 Xe1 = A1 Xy + a2A 1 Xo + .o+ ap A X,

y de (I)
A1 Xoi1 = a1 Xy + a0 Xo + ..o+ a, AL X,

Igualando ambas expresiones:
a1(A1 = A1) X1 + a2(Aa = A1) X + ..+ (A, — Ar41)X, = 0.
Como {Xj, X, ..., X;} son linealmente independientes, se tiene
ai(Adi—=A1) =0, Vi=1,2,...,r.
Dado que los valores propios A1, A, ..., A, son distintos, se concluye que
a;=0, Vi=1,2,...,r.

Por tanto, X,+1 = 0, lo cual es imposible, pues Xr4+1 €s un vector propio. O

Consecuencias
= Sii# j,entonces V(1) NV(A;) = {6}.

= Sihay n valores propios distintos, hay n vectores propios linealmente independien-
tes y la matriz es diagonalizable. Sin embargo, puede ocurrir que haya n vectores
propios Li. sin tener n valores propios distintos.

Teorema 4.2.3 (Teorema Fundamental de Diagonalizacién). Una matriz cuadrada A
de tamafio n X n es diagonalizable si y sélo si:

a) Todos sus valores propios son reales.

b) Para todo valor propio de A, la multiplicidad geométrica coincide con la
multiplicidad algebraica.

Demostracion. =) Si A es diagonalizable existe una matriz inversible P tal que
P~'AP = D es diagonal. Las matrices A y D tienen los mismos valores propios que
serdn los elementos de la diagonal de D, por tanto todos reales. Sean A1, A5, ..., A,
estos valores propios con multiplicidad algebraica respectivamente: k1, ko, ..., k; (es
decir, pa(A) = pp(A) = (A1 = ) - (A2 = )2 (A, = 1)),

Segtin hemos visto en la demostracion del teorema 4.2.1 las k; columnas de P corres-
pondientes al valor propio A; pertenecena V (A;) y como son Li. serd dim (V (A;)) > k;.
Por otra parte en el teorema 4.1.3 sabemos que dim (V (A;)) < k; con lo que queda
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demostrada la igualdad.

&) Si se cumplen (a) y (b) elegimos de cada V (A;) tantos vectores linealmente
independientes como sea su dimension (tendremos en total n vectores). El conjunto
de todos estos vectores es l.i. (demostrarlo) y por tanto A es diagonalizable (4.2.1). O

Casos

= Caso I: Las raices de pa(A) no son todas reales = A no es diagonalizable (en R):

0 -2 -1
A=(2 0 =3
1 3 0

Solucién: Calculamos el polinomio caracteristico pa(1) = |A — All:

0-A -2 -1]| |-A -2 -1
paM)=| 2 0-A -3|=|2 -1 -3|.
1 3 0-4] |1 3 -A

Expandimos por la primera fila:

-A

-3 2 -3 2 -A
=3 2o Jecof -

—A((=A)(=A) = (=3)(3)) + 2((2)(-A) — (-3)(1)) —= L((2)(3) — (-M)(1)) =
“AA?+9)+2(21 +3) =16+ A1) =-A>—91 —4A +6 -6 — A = —A3 — 144.

Ahora, encontramos los valores propios (las raices de pa(A) = 0):
—A3— 141 = —A(A2 +14) = 0.

Las raices son:
¢ A1 =0 (una raiz real).
e A2+14=0 = A2=-14 = Ap3 = +V-14 = +iV14.

Dado que la matriz A tiene dos valores propios complejos no reales (1, = i V14
yAz=—i V14), el Teorema Fundamental de Diagonalizacién (condicién a) falla.
Por lo tanto, la matriz A no es diagonalizable en R. |

= Caso II: Todas las raices son reales pero alguna multiplicidad algebraica # geomé-
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trica = A no es diagonalizable:

__ O
— o o

Solucién: 1. Polinomio Caracteristico y Valores Propios

Calculamos el polinomio caracteristico pa(A) = |A — AI|. Dado que (A — AI) es
una matriz triangular (al igual que A):

El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de su
diagonal principal:

pal) = (1 -1 -1 -A)=(1-A).

Para hallar los valores propios, igualamos a cero: p4(A) = (1 — A)% = 0. Esto nos
da un tnico valor propio:

* A =1 (con multiplicidad algebraica 3).

Todas las raices son reales.

2. Multiplicidad Geométrica

Para que A sea diagonalizable, la multiplicidad geométrica de A = 1 debe
coincidir con la algebraica. La multiplicidad geométrica es la dimensién del
subespacio propio V(1) (ntimero de vectores propios independientes asociados
al mismo autovalor). Calculamos la matriz (A — I):

1-1 0 0 00
A-I=[ 1 1-1 0 |=|10
1 1 1-1 11

o O O

Ahora resolvemos el sistema homogéneo (A — )X = 0:

00
10
11

o O O

N = R
I

S O O
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El sistema de ecuaciones es:

0=0
x=0
x+y=0

Sustituyendo x = 0 en la tercera ecuacién, obtenemos0+y =0 = y =0.La
variable z no aparece en ninguna ecuacién, por lo que z es una variable libre
(sea z = t). La solucién del sistema es de la forma:

N < R
Il
+ O O

0
=t|0].
1

El subespacio propio V(1) estd generado por un solo vector:
V(1) =L{0,0,1)}.

La dimensién de este subespacio es 1. Como la multiplicidad algebraica es 3 y
la geométrica es 1, la matriz A no es diagonalizable (falla la condicién b del
Teorema Fundamental de la Diagonalizacién). m|

= Caso III: Todas las raices reales y multiplicidades coinciden = A si es diagonali-

zable:
-1 0 -4 -6 0
A=(1 2 11|, A=|3 5 0f.
-2 1 -1 0 0 2

Solucién: Analizamos ambas matrices como ejemplos de este caso.

1 -1 0
Andlisisde A=|1 2 1
-2 1 -1

1. Polinomio Caracteristico y Valores Propios

1-A4 -1 0
2-1 1 11
pa))=]A-AIl=| 1 2-1 1 :(1—/\)‘ ) _1_A‘—(—1)‘_2 4
2 1 -1-A

1-M)QR=-AD)1=-A)=D+1(-1-A=(-2) =1 -NDA2=A-2-1)+(1-A) =
1-AM)A>=A1=3)+(1-A)=1-ND)[A2=1=-3)+1]=(1-1)(A>-1-2)=0.
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Las raices (valores propios) son:
1-1)=0= A1 =1,

A2-1=-2=0 = A-2)A+1)=0 = Ay =2,A3=-1.

Los valores propiosson A =1,A =2, = —1.
2. Multiplicidades Todos los valores propios son reales.

¢ A1 = 1: Multiplicidad Algebraica 1.
* A, = 2: Multiplicidad Algebraica 1.
* A3 = —1: Multiplicidad Algebraica 1.

La multiplicidad geométrica siempre debe ser al menos 1 (ya que es un valor
propio). Por lo tanto, para los tres valores propios, esta es 1. Como ambas
multiplicidades son iguales a 1 para todos los valores propios (y todos son
reales), la matriz A es diagonalizable.

-4 -6 0
Aniélisisde A= 3 5 0.
0O 0 2

Esta es la matriz del ejercicio anterior.
1. Valores Propios El polinomio caracteristico es

pa(d) = 2-1)(A* -1 -2),
y las raices (valores propios) son:
* A1 =2 (Multiplicidad Algebraica 2).
* Ay = -1 (Multiplicidad Algebraica 1).

Todas las raices son reales.
2. Multiplicidades Geométricas En el ejercicio anterior se calcularon los
subespacios propios:

e V(2)={(-1,1,0),(0,0,1)}. La dimensién es 2.
e V(-1)={(-2,1,0)}. La dimensién es 1.

Como todos los valores propios son reales y para todos los valores propios las
multiplicidades algebraicas y geométricas coinciden, la matriz A es diagonali-
zable. o
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Teorema 4.2.4. La multiplicidad geométrica de un autovalor A se calcula como la
dimensién de su subespacio propio asociado V,:

m.g.(A) = n - 1g(A—Al)
— S

N¢ de ecuaciones
linealmente indep.

Dimensién
de la matriz

Ejemplo. Sea la matriz A = . Estudiar para qué valores de a4 la matriz es

[ R
o~ D
QX OO

diagonalizable.

Solucién: Para estudiar la diagonalizacién, primero calculamos los valores propios
de A.

1-A a 0 1-1 0
det(A-AD=| 0 1-A 0 :(1—/\)‘ ‘:(1—/\)2(01—/\)
0 a—A
1 0 a—A»A

Los valores propios son A1 = 1 (con multiplicidad algebraica 2) y A = a.

Para que la matriz sea diagonalizable, la multiplicidad algebraica (m.a.) de cada
valor propio debe ser igual a su multiplicidad geométrica (m.g.).

Caso 1: a = 1. El tinico valor propio es A = 1 con m.a. 3. Calculamos su multiplicidad
geométrica: m.g.(1) =3 —rg(A - I).

El rango de esta matriz es 2. Por tanto, m.g.(1) =3 -2 = 1. Como m.a.(1) # m.g.(1), la
matriz no es diagonalizablesia = 1.

Caso 2: g # 1. Los valores propios son A1 =1 (m.a. 2) y A, = a (m.a. 1). Para A, =4,
como su m.a. es 1, su m.g. también es 1. Debemos comprobar la multiplicidad
geométrica de A1 = 1: m.g.(1) =3 —rg(A - I).

El rango de esta matriz depende de a.
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00 O
» Sig =0,lamatrizes|0 0 0 [,cuyorangoesl.Enestecaso, m.g.(1)=3-1=2.
10 -1

Como m.a.(1) = m.g.(1), la matriz es diagonalizable para a = 0.

» Sia # 0 (ya # 1), las filas primera y tercera son linealmente independientes,
por lo que el rango es 2. En este caso, m.g.(1) =3 -2 = 1. Como m.a.(1) # m.g.(1),
la matriz no es diagonalizable.

Conclusién: La matriz A es diagonalizable tinicamente para a = 0.

4.3 Diagonalizacion ortogonal

» Dado un endomorfismo f : V — V donde V es un e.v.e,, se trata de ver si existe
una base ortonormal de V respecto a la cual la matriz asociada a f sea diagonal.

= Dada una matriz A € M, x,, se trata de ver si existe una matriz ortogonal P (es
decir P~! = P!) tal que P! AP sea diagonal.

Definicién 4.3.1. Se dice que una matriz A € M, x, es diagonalizable ortogonal-
mente si existe una matriz ortogonal P tal que P~'AP es diagonal.

Un endomorfismo f : V — V se dice diagonalizable ortogonalmente si existe una
base ortonormal de V respecto a la cual su matriz asociada es diagonal.

Definicién 4.3.2. Sea V un e.v.e. Un endomorfismo f : V — V se dice simétrico si

(f(ii),D) = (i, f(B)) Vii,5eV.

Teorema 4.3.1. Sean V e.vee, f : V — V un endomorfismo y A la matriz asociada a
f en una base ortonormal. El endomorfismo f es simétrico & A es simétrica.

Demostracion. Sea B = {uy, ..., u,} base ortonormal de V tal que [f |p = A = (a;))i ;-
=)

aij = (f (uj), uiy = uj, f(ui)) = (f(ui),uj) =aj; Vi, j
por tanto A es simétrica.

&)Sean 01,0, € V y V1, V2 sus columnas de coordenadas en la base ortonormal B.
Como B es ortonormal, (71, 0p) = Vlt V5. Entonces

(f(D1), D2) = (AV1)'Vo = VI ATV, = VI(AVy) = (D1, (D)),

por lo que f es simétrico. m|
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= Con los siguientes teoremas se demuestra que una matriz es diagonalizable
ortogonalmente si y sélo si es simétrica, y un endomorfismo es diagonalizable
ortogonalmente si y sélo si es simétrico (omitimos algunas demostraciones).

Teorema 4.3.2. Una matriz A € My, es diagonalizable ortogonalmente si y sélo si
A tiene n vectores propios ortonormales.

Teorema 4.3.3. Sea A una matriz simétrica. Entonces todos sus valores propios son
reales.

Teorema 4.3.4. Sea A una matriz simétrica. Entonces vectores propios correspon-
dientes a valores propios distintos son ortogonales (con el producto escalar en
R™).

Demostracion. Sean A1, A, valores propios distintos, X1 vector propio asociado a A,
X, vector propio asociado a A;. Llamando X, X, a sus columnas de coordenadas:

AX1=MXy t t t t
= XzAX1 = /\1X2X1, XlAXZ = /\2X1X2.

AX2 = AzXz

Como A es simétrica, XéAXl = X{AXQ, por tanto (A1 — A2)(¥1 - X2) = 0. Como A1 # Ay,
se sigue que X1 - X2 = 0, luego son ortogonales. O

Teorema 4.3.5. A es simétrica & A es diagonalizable ortogonalmente.

Demostracion. =) No se demuestra aqui.

&) Si A es diagonalizable ortogonalmente, existe P ortogonal tal que P~'AP =
P'AP = D diagonal. Entonces A = PDP! = A" = (PDP')! = PDP! = A, por tanto A
es simétrica. O

Teorema 4.3.6. Sea V eve., f : V — V endomorfismo. El endomorfismo f es
diagonalizable ortogonalmente & f es simétrico.

31
Ejemplo. Diagonalizar ortogonalmente la matriz A = ( 1 3).

Solucion: Dado que A es una matriz simétrica, el Teorema Espectral garantiza que es
diagonalizable ortogonalmente. Procedemos en cuatro pasos detallados:
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1. Célculo de los valores propios

Hallamos el polinomio caracteristico de A:

3-4 1

pA()\)zdet(A—M):‘ ol

‘:(3—/\)2—1:)\2—6/\+8.

Las raices del polinomio caracteristico se obtienen resolviendo la ecuacién de segundo
grado A% — 64 + 8 = 0, lo cual nos da los valores propios:

6 + V36 — 32 6 — V36 —32
M= — =4 h=—7F—=2

2. Célculo de los subespacios propios

Calculamos los vectores propios asociados a cada autovalor resolviendo el sistema
homogéneo (A — AI)X = 0.

Para A = 4:
-1 1\ ([x 0
A-4Dx=0= (1 _1)(1/):(0)'

Esto nos lleva a la ecuacién —x + y = 0, es decir, x = y. El subespacio propio es:
V(4) ={( 1)t eR} = L{({1, 1)}

Tomamos como vector base i1 = (1,1).

Para A, = 2:
1 1) (x 0
(A-2Dx=0= (1 1) (]/) B (0)

Esto nos lleva a la ecuacién x + y = 0, es decir, x = —y. El subespacio propio es:
V(Z) = {(_t/ t) it e R} = L{(_ll 1)}
Tomamos como vector base i, = (-1, 1).

3. Comprobacién de ortogonalidad y normalizacién

Como predice el teorema para matrices simétricas, los vectores propios asociados a
autovalores distintos deben ser ortogonales. Comprobamos el producto escalar:

i -t =()(-1)+(1)(1)=-1+1=0.

Efectivamente son ortogonales. Para construir una matriz de paso ortogonal P,
necesitamos una base ortonormal. Normalizamos los vectores dividiéndolos por su
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norma:

7 - iy 1 1
il = VT = VZ = 5= 0= (—/—).
il \v2" 2

- - i -1 1
ol = VEIR + 2= V2 = By = = = (—, —) :
2l \v2" V2

4. Construccién de las matrices Py D

La matriz diagonal D contiene los autovalores y la matriz de paso P (que es ortogonal)
contiene los vectores ortonormales en sus columnas:

o=(3) P= )

Se verifica que P es ortogonal (P~! = P!) y que se cumple la relacién de semejanza
A =PDP". |

4.4 Aplicacion: vibraciones en un coche

En ingenierfa mecanica, el estudio de las vibraciones en vehiculos es fundamental para
garantizar el confort, la seguridad y la resistencia estructural. Cuando un coche circula,
las fuerzas generadas por el pavimento, el motor y otros componentes pueden provocar
movimientos oscilatorios en el chasis y los ejes. Para analizar este comportamiento, se
emplea un modelo fisico discreto: el coche se representa por varias masas interconectadas
mediante muelles (que simulan la suspensioén) y, en ocasiones, amortiguadores.

Este anélisis requiere el uso de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), un
concepto que, aunque se estudiard formalmente mds adelante, tiene sus raices en la
fisica que se imparte en el bachillerato. Una ecuacién diferencial no es méas que una
igualdad que relaciona una funcién desconocida con sus derivadas. El caso mas familiar
es la Segunda Ley de Newton (F = ma) aplicada a un oscilador arménico (Ley de Hooke,
F = —kx). Dado que la aceleracion es la segunda derivada de la posiciéon respecto al
tiempo (a = ‘fi% = X), la fisica de un muelle se describe mediante la ecuacién:

mi+kx=0

donde la incégnita ya no es un niimero, sino la funcién del tiempo x(¢) que describe la
posicion de la masa.

Mateméticamente, un vehiculo real se modela mediante un sistema de varias EDOs
acopladas, lo que significa que el movimiento de cada masa depende de la posiciéon
de las demas. El proceso de diagonalizacién de matrices que hemos estudiado en este
capitulo es, precisamente, el puente que permite «desacoplar» estas ecuaciones para
resolver el sistema. Esto permite encontrar los modos normales de vibracién (formas
bésicas en que puede oscilar la estructura) y sus frecuencias naturales (las velocidades
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caracteristicas a las que cada modo vibra).
Esto es esencial, por ejemplo, para:

= Prevenir resonancias que pueden dafar el vehiculo.
= Optimizar el disefio de la suspensién y el reparto de masas.
= Mejorar el confort de los pasajeros reduciendo vibraciones.

En esta aplicacion, veremos cémo la diagonalizacién ayuda a los ingenieros a comprender
y controlar el comportamiento oscilatorio de sistemas mecanicos complejos.

Modelo Fisico y Matematico

Para el analisis de las vibraciones, es necesario considerar las leyes fundamentales
del movimiento que el estudiantado ya conoce de Bachillerato y la asignatura de Fisica I:
la Segunda Ley de Newton (F = ma) y la Ley de Hooke (F = —kx).

Supongamos un modelo simplificado de un vehiculo representado por tres masas
puntuales, my, my y m3 (ver Figura 4.1), unidas linealmente por muelles de constante
elastica k. Sean x1(t), x2(t) y x3(t) los desplazamientos de cada una de estas masas
respecto a su posicién de equilibrio.

‘—)xlk ‘—)xzk — X3

my e M2 I 1713

TTT7 777777777777 77777777 777777777 777777777 777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
SIIIIIIII I I 7 7777777777777 777770 777777777777 777 777777777777 7777777077777077077777072777777772777
/////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

Figura 4.1: Modelo mecédnico de tres masas y dos muelles para el andlisis de vibraciones
en un vehiculo.

Se pide:

1. Plantear la ecuacién matricial del movimiento MX + KX = 0, definiendo las
variables de desplazamiento X.

2. Calcular las frecuencias naturales y los modos propios de vibracién, asumiendo
masas unitarias (m = 1).

Solucion: El vector de desplazamientos respecto al equilibrio se define como:

x1(t)
() = [ xa(0) .
x3(t)
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CAPITULO 4. DIAGONALIZACION

Planteamiento Matricial

Para un sistema libre donde las masas extremas solo tienen un resorte conectado
(hacia el centro) y la masa central tiene dos, la matriz de rigidez K y la ecuacién de
movimiento son:

0\ (i k -k O X1
Off %21+ -k 2k -k x2|.=0
1

1
0
0 553 0 -k &k X3

S = O

Nota sobre la matriz K:

» Los elementos diagonales (1, 1) y (3, 3) son k porque m; y m3 estan conectadas
a un solo muelle.

» El elemento central (2,2) es 2k porque m; interacttia con dos muelles.

» La suma de cada fila es cero, condicién necesaria para permitir el movimiento
de cuerpo rigido.

Para entender el origen de los términos de la matriz K, analizamos las fuerzas que
acttian sobre cada masa individualmente aplicando la Ley de Hooke.
Definimos dos muelles en el sistema:

» Muelle A (Izquierda): Conecta m; y my. Su elongacién es (xz — x1).

» Muelle B (Derecha): Conecta m; y m3. Su elongacion es (x3 — x7).

Ecuacién para la Masa 1 (Frontal) La masa m; solo estd conectada al Muelle A. Si
my se desplaza més que my, el muelle tira de m; hacia la derecha.

F1=k(x2 —x1)
Aplicando la Segunda Ley de Newton (F = ma):
m1¥%1 = kxp — kxq
Reordenando para la forma matricial (todo a la izquierda):
mixX1 + kx1 —kx, =0
Esto genera la primera fila de la matriz: [k, =k, 0].

Ecuacién para la Masa 2 (Central) Esta es la clave del término 2k. La masa m; sufre
fuerzas de ambos muelles:

» El Muelle A tira hacia la izquierda (reaccién): F4 = —k(x2 — x1)
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» El Muelle B tira hacia la derecha (accién): Fp = k(x3 — x2)

La fuerza total es la suma:
Frotal = —k(x2 — x1) + k(x3 — x2)

mﬂfz = —ka + kx1 + kX3 — ka

Agrupamos los términos semejantes (aqui aparece la suma de rigideces):

MmoXy = kX1 —(k + k) X + kX3
~—
2k

Reordenando:
MmpXy — kX1 + kaZ — kX3 =0

Esto genera la sequnda fila de la matriz: [—k, 2k, —k]. El 2k surge porque la masa central
lucha contra dos muelles simultdneamente.

Ecuacién para la Masa 3 (Trasera) La masa ms3 solo estd conectada al Muelle B. Si
mg3 se desplaza mds que my, el muelle tira hacia la izquierda.

F3 = —k(x3 — x2)
Newton:
msxXs = —kX3 + ka

Reordenando:
mszXs — kxo + kxz =0

Esto genera la tercera fila de la matriz: [0, =k, k].

Calculo de Autovalores y Autovectores

Buscamos soluciones armonicas inspiradas en el movimiento de un muelle simple,
de la forma ¥(t) = Je'®!, 0 equivalentemente, mediante senos y cosenos como se vio
en Bachillerato (x(t) = Asin(wt + ¢)). Esta propuesta permite transformar el sistema
de ecuaciones diferenciales en un problema algebraico de autovalores:

Ko = A7, donde A = w?
Calculamos el polinomio caracteristico det(K — AI) = 0:
k-A -k 0

det| -k 2k-A -k |=0
0 -k k-A
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CAPITULO 4. DIAGONALIZACION

Resolviendo, obtenemos las raices: A1 =0, A, = k, A3 = 3k.
A continuacién, obtenemos los modos normales (7;) y las frecuencias naturales (w;):

Modo 1: Traslacion (Cuerpo Rigido)

—> —> —>
Figura 4.2: Las tres masas se mueven en fase con la misma amplitud.

AM=0 = w1 =0, 01 =(1,1,1)

Interpretacion: Todo el sistema se desplaza al unisono sin deformacién de los muelles
(frecuencia nula).

Modo 2: Contrafase (Extremos opuestos)

< —>

Figura 4.3: La masa central es un nodo (quieta). Los extremos oscilan en oposicién.

A=k = a)2:‘/E, 7> =(1,0,-1)

Interpretacion: La masa central permanece quieta (nodo) y los extremos vibran en
oposicién de fase.

Modo 3: Simétrico (Rebote Central)

_— = —>

Figura 4.4: Los extremos se mueven juntos, comprimiendo el muelle central.

A3=3k = w3=V3k, T3=(1,-2,1)

Interpretacion: Los extremos se mueven en la misma direccién, mientras el centro se
mueve en direccién opuesta con mayor amplitud.
O
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Problemas

1. Hallar los valores propios de la matriz

=54

y los subespacios propios asociados a cada uno. ;Es A diagonalizable?

2. Sea la matriz

3 -1 -1
A=|1 1 -1}.
2 -1 0

a) Hallar los valores propios de A.
b) Hallar los subespacios propios asociados a cada valor propio.

c) ¢Es A diagonalizable? ;Por qué?

3. Sea la matriz

A=

_ O N
O

0
0f.
1
a) Estudiar la diagonalizacién de A en funcién de los valores de a y b.
b) Paraa = -1y b = -2 se pide:

1) Diagonalizarla si es posible, expresando la matriz que la diagonalice.

2) Hallar una matriz P que diagonalice a la matriz A y tal que |P| = 1.
3) Demostrar que A% = AL,

1
A= 02 ,
4a- —3a

a) ¢Para qué valores de a es diagonalizable?

4. Dada la matriz

b) Diagonalizarla ortogonalmente en algtin caso en que sea posible, hallando la
matriz P que la diagonaliza.

5. Diagonalizar ortogonalmente las siguientes matrices:

1 0 0 4 2 2
A=|0 =2 2| B=|2 4 2
0 2 1 2 2 4
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6. Sea
f:PiR) = P1(R), f(a+bx)=a+(6a—"Db)x.
a) Encontrar la matriz estandar.
b) Dar una base de la imagen y otra del ntcleo. ;Cudles son sus dimensiones?
c) Determinar una base de P1(R) de manera que la matriz asociada a f en dicha

base sea diagonal.

7. Sea f : R? — R? definida por

flx,y) =y, x-3y).

a) ¢Es f un endomorfismo simétrico?

b) Hallar, si es posible, una base ortonormal de R? tal que la matriz asociada al
endomorfismo en dicha base sea diagonal.

¢) Hallar la matriz del endomorfismo en la base {(0, 1), (2,1)}.
8. Sea f : R? — R? tal que

1 2
[f]B = , B= {(0/ 1)/ (21 1)}
2 -1
a) Hallar la matriz de la aplicacién en la base canénica.
b) ¢Es f un endomorfismo simétrico? ;Es f un endomorfismo diagonalizable
ortogonalmente?

9. Sea f : R - R? una aplicacion lineal de la que conocemos:

1) (2,-1,2) pertenece al nticleo de la aplicacién.
m) f(1,0,0) =(-2,2,-4).

m) (1,0, 1) es un vector propio asociado al valor propio 2.

a) ;Cuéntas aplicaciones hay cumpliendo las tres condiciones anteriores? Justifi-
car la respuesta.

b) Hallar la matriz de la aplicacién en las bases canénicas.
c) Hallar la férmula de la aplicacion.

d) Hallar la dimensién y una base del ntcleo.

e) Hallar la dimensién y una base de la imagen.

f) Hallar, si es posible, una base de R? respecto a la cual la matriz de la aplicacién
sea diagonal.

¢) Hallar, si es posible, una base ortonormal de R respecto a la cual la matriz
de la aplicacién sea diagonal.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sea A una matriz de orden 7 y sea c un namero real. Si A es un valor propio de A,
demostrar que cA es un valor propio de la matriz cA.

Probar que si A es un valor propio de A, entonces A" es valor propio de A",

cuando 7 es un entero positivo.

0 b c

b 3 e
c e 0

concreta que debe tener la matriz para que admita (a la vez):

Sea la matriz , con b,c y e numeros reales. Determinar la forma

el vector (—1,0,1 ) como vector propio asociado al valor propio A = -2, el vector
(1,-1,1) como vector propio asociado al valor propio A = 1.

121
Dadala matriz| 0 0 a | encontrar para qué valores del nimero real a dicha
000
matriz es diagonalizable, y hallar la matriz que la diagonaliza, comprobando el
resultado.
1 2 a
Dadalamatriz| 0 -1 a | encontrar para qué valores del ntimero real a dicha
0 0 1

matriz es diagonalizable, y hallar la matriz que la diagonaliza, comprobando el
resultado.

Seagz{(z Z):a,b,c,dzO,a+c:b+d:1}

a) Estudia qué matrices M € G son diagonalizables.

b) Para las matrices M € G diagonalizables, obtén una matriz P que las
diagonaliza.

Dada la matriz

A =

SN =
SN N
W S W

a) Hallar a tal que el autovalor A = 3 tenga multiplicidad algebraica 2.
b) Hallar b tal que la matriz sea diagonalizable.

c) Hallar la matriz P que diagonaliza A.
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d) Hallar la matriz diagonal D que satisface D = P~*AP.

17. Sea A una matriz cuadrada de orden n tal que A> = A. Demostrar que los tGnicos
valores propios posibles de A son 0,1y —1.

18. Demostrar que si A2 = 0, entonces el tinico valor propio asociado a la matriz A es
el cero.

Soluciones

1. Valores propios: 1y 2.
V(D) =L[(L-1)], V(@) =L[(=21D]

Si es diagonalizable.

2. a) Valores propios: 1 (doble) y 2 (simple).
b)
V(1) =L[1,1,1)], V() =L[1,01)]
c) No es diagonalizable.
3. a) Sia =1noesdiagonalizable.Sia #1yb=a-1,siloes.Sia#1yb#a-1,
no lo es.

b) 1) Sise puede diagonalizar.

1 0 -2 1 0 O
P=|-10 of, P!AP=|01 0
0 1 1 0 0 -1
2) Se puede tomar

1 0 -1

P=|-1 0 O

1

01 4

4. a) A esdiagonalizable para a # 0.

b) Se puede diagonalizar ortogonalmente para a = %1
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5.
10 0 10 0
P=[{0 = —%| PlaP=|0 2 o[
2 1 _
0 E OV 0 0 -3
1 1 _1
SRR ) IR S
p:? o1 | PTBP=|0 2 0
VOV 002
6. a)
1 0
Ae=(g 2
b) Imagen: {1, x}. Ntcleo: {0}.
)
1 0
B ={1+3x,x}, [f]B—(0 _1).
7. a) Si
b)
10
(2 1) (L _2 _ (2
B={(% %) (%) b (0 —2)'
c)
-2 0
[f 01,21 = ( 1 l) :
2 2
8. a)

=3 3)-

b) No es simétrico, por tanto no es diagonalizable ortogonalmente.

9. a) Hay una tnica aplicacién que cumple las condiciones.

b)
-2 4 4
[fle=|2 0 -2
-4 4 6

¢)

f(x,y,z) =(-2x +4y + 4z, 2x — 2z, —4x + 4y + 62).

d) dim(ker f) =1, base {(2, -1, 2)}.
e) dim(Im f) =2, base {(-1,1,-2),(1,0,1)}.
f) Base de diagonalizacién: {(1,1,0),(1,0,1), (2, -1,2)}.
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g) No es posible ortogonalizar la diagonalizacion.

12.b=e=1yc=2.

13. a =0,
1 -2 -1 100
P=|0 1 , D=]0 0 0.
0 0 1 0 00O
14. a =0,
-1 10 -1 00
P = 1 O 0 ’ D = O 1 0 .
0 01 0 01
15. a) p(A) = (A =1)(A = (a —b)). Autovalores: Ay =1y Ay =a —b.

16.

e Sia—b # 1: Existen dos autovalores distintos, por tanto M es diagonalizable.
¢ Sia — b = 1: Dadas las restricciones (0 < a,b < 1), esto implicaa =1y b =0,
por lo que M = I (matriz identidad), la cual es diagonal.

Conclusioén: Todas las matrices M € G son diagonalizables.

b) Para M # I (caso general):

b1 1 0
P_(l—a —1)’ D_(o a—b)‘

(En el caso particular M = I, basta tomar P = I).

a) a=1.

b) b =-3.
1 3 1

oP=|10 -1
02 0
30 0

d D=|0 3 0
0 0 -1
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Capitulo 5

Ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden

5.1 Conceptos basicos

En la modelizacién de muchos problemas fisicos y de ingenieria aparecen ecuaciones
que, ademads de funciones incégnitas que hay que determinar, contienen derivadas de
distintos 6rdenes de éstas. Este tipo de ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales.

Ejemplo (Desintegracion radiactiva).

AN
- W

donde ¢ es el tiempo, N(t) es el nimero de 4tomos en funcién del tiempo y A es la
constante de desintegracion. La solucién es N = Noe™, siendo Ny = N(0).

Ejemplo (Ley de Newton en 3 dimensiones).

. . mx"(t) = F1(t,x,y,z,x",y’,2")
md—zr—ﬁt7ﬂ:> "(t) = Fo(t 'y, z
dtz_ 7 /dt my ()— 2(,x,]/;Z,x,]//Z)
mz”(t) = F3(t,x,y,z,x",y,2")

donde 7(t) = (x(t), y(t), z(t)) es el vector posicién, F= (F1, Fp, F3) es la fuerza en
funcién del tiempo, la posicion y la velocidad, y m es la masa.

Ejemplo (Ecuacion del calor).

a—T— 82T+82T+82T + f(t,x,y,z)
ot~ \axz T o2 T 922 * Y

donde T = T(t, x,y, z) es la temperatura, f esla fuente de calor y k es una constante.
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Todos estos ejemplos son de ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales, lo
que lleva a la siguiente definicién genérica:

Definicién 5.1.1. Se llama ecuacion diferencial a una ecuacion que contiene una o
varias variables dependientes (funciones incognita) y sus derivadas respecto a una o
mas variables independientes.

» Si hay una sola variable independiente, se trata de una ecuacion diferencial
ordinaria (E.D.O.).

» Si hay varias variables independientes, se llama ecuacion diferencial en derivadas
parciales.

» Si se trata de un sistema de ecuaciones con varias variables dependientes, se
llama sistema de ecuaciones diferenciales.

El orden de una ecuacién diferencial es el mayor de los 6rdenes de las derivadas que
contiene.

A partir de ahora nos referiremos a E.D.O. de la forma F(x,vy,vy’,y”, ..., y™) =0,
donde x es la variable independiente e y = y(x) es la variable dependiente.

Ejemplo. xy’ +y =0, xy”+2y=x* vy -8y =xe*sonE.D.O.deorden1,2y
3 respectivamente.

Definicién 5.1.2.

» Una funcién y = y(x) es solucién de una E.D.O. en un conjunto D c R si, al
sustituirse en la ecuacion junto con sus derivadas, la satisface para todo x € D.

» La solucion general o integral general de una E.D.O. de orden n es

y=5(x,C1,Co,...,Cp),

tal que, para cada eleccién de las constantes C;, la funcién y = S(x, CY, ..., C9)
es solucién de la E.D.O. Cada una de estas soluciones se llama solucion particular.

» La solucién también puede estar definida de forma implicita:

S(x,y,Cq,...,Cy) =0.

= Soluciones que no provienen de la integral general se llaman soluciones singula-
res.
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Ejemplo. Para y’ = f(x), la solucién general es y = F(x) + C, donde F(x) es una
primitiva de f(x).

Ejercicio.
1. Comprobar que y = 3sinx — 4 cos x es solucién de y” + y = 0.
2. Encontrar la E.D.O. de la familia de curvas x> + y* = C2.

3. Encontrar la E.D.O. de la familia de curvas y* = 2Cx.

Observacién. En los apartados siguientes estudiaremos tipos de E.D.O. de primer
orden F(x,y,y’) = 0y técnicas exactas de integracién. La existencia y unicidad de
soluciones esta garantizada en regiones del plano bajo ciertas condiciones sobre F
(teoremas de existencia y unicidad), que no veremos en estos apuntes.

5.2 E.D.O. de primer orden resolubles con respecto a y’
Se dice que una E.D.O. de primer orden
F(x,y,y') =0,
es resoluble respecto a y’ si se puede expresar en la forma

vy’ = f(x,y) o, equivalentemente, dy = f(x,y)dx.

5.2.1 Ecuaciones de variables separadas

Una E.D.O. de primer orden se llama de variables separadas si puede ponerse en la

forma

P(x)dx = Q(y)dy.

La solucion general se obtiene integrando ambos miembros:

/P(x)dx—/Q(y)dy =C.

Ejemplo.
1. La E.D.O. xdx + ydy = 0 tiene como solucién general x* + y2 = C.

2. Hallar la solucién particular de la E.D.O. (1 +¢*)yy’ = e* pasando por el
punto (0, 1) (es decir, con la condicién inicial y(0) =1).
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Solucién: La ecuacion se puede escribir como:

X

ydy = T+ or dx.

Integrando ambos lados:

/y@=

Aplicamos la condicién inicial y(0) = 1:

Y2
= 7z1n(1+ex)+C.

1
§:1n2+C Sl sz—h’lz.
Por tanto, la solucién particular es:

2
y? = In(1 +ex)+%—ln2,

que se puede expresar como:

X
y? = 21n(1 = ) + 1

Hallar la solucién general de la E.D.O.
(1+y?)+xyy =0.

Separando variables:

dx ydy _
x  1+yr
Integrando:
/ dx / y dy B
1+ y?
Por tanto:
In(1 + y?)

In|x| + =C; = x*(1+y?)=e*

2
Finalmente, la solucién general se escribe como:

x*(1+y*) =C.
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5.2.2 [Ecuaciones homogéneas

Una funcién f(x, y) eshomogénea de grado n(n € NU{0}) respecto a x e y si siempre
se cumple f(Ax, Ay) = A" f(x,y).

Ejemplo.

» f(x,y)=x2+y*—xy

Aplicamos la definicién sustituyendo x por Ax e y por Ay:
f(Ax, Ay) = (Ax)* + (Ay)? = (Ax)(Ay) = A%x% + A2y? — A%xy.
Sacamos factor comtin A2:
fAx, Ay) = A(x* + y* - xy).
Como (x2 + y? — xy) = f(x,y), tenemos:
f(Ax,Ay) = A2 f(x, y).
Por lo tanto, la funcién es homogénea de grado 2.

x2_y2
= fx,y)= 2

Aplicamos la definicién:

(/\X)Z _ (/\]/)2 _ /\2x2 _ /\2]/2 _ /\Z(xZ _ yZ) _ x2 _ yZ

fdx, Ay) = (Ax)2 +(Ay)2 — A2x2+A2y2  A2(x2+y2)  x2+y?2
Como 2y
o fx,y),
tenemos:

fAx, Ay) = f(x,y) = A°f (x, ).

Por lo tanto, la funcién es homogénea de grado 0.

Una E.D.O. P(x, y)dx + Q(x,y)dy = 0 se dice que es homogénea si las funciones
P(x,y) y Q(x, y) son homogéneas del mismo grado.

Para encontrar la solucién general de esta E.D.O. se hace el cambio de variable u = %
(obienu = %
L =y =ux = dy = udx + xdu)

) v se transforma en una E.D.O. de variables separadas.

(u =

Ejemplo. La E.D.O. (x — y)ydx — x2dy = 0 es una ecuacién homogénea. Haciendo
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u=2< (dy =udx + xdu) queda:
(1 - w)udx — (udx + xdu) = 0 — u?dx — xdu =0,

dividiendo por —xu? queda la ecuacién de variables separadas

dx du

7 ﬁ = O
Integrando: In |x| — % = Cy, deshaciendo el cambio queda:

Injx| - = = Cy,
y

que se puede expresar de la forma

5.2.3 Ecuaciones reducibles a homogéneas
Son de la forma

, a1x + b1y +c1
¥y = axx + bay + ¢

) con al,b1,01,az,b2,C2€R.

ax+biy+c1=0

Resolvemos el sistema { , V seglin sea su solucién tenemos:

asx + by +c2 =0
m Siestnicax =a y =, haciendo el cambiox = X +a,y =Y+ (= dx =
dX,dy = dY) la ecuacién se transforma en una E.D.O. homogénea.

» En los demads casos haciendo el cambio z = a1x + b1y

>y=Z-9% gy=49_09) 15 ecyacion se transforma en una E.D.O. de
bi b b1 by

variables separadas.

Ejercicio. Encontrar la solucién general de las siguientes E.D.O.:

" (x+y-2)dx+(x—y+4)dy =0.
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Solucién: 1. Identificacién del tipo de E.D.O.

La ecuacién es de la forma P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0. Reescribiéndola como
%, tenemos:

dy  x+y-2 x+y-2  x+y-2
dx  x-y+4 —(x-y+4) -x+y-4

Esta es una E.D.O. de la forma y’ = f (W—lwcl)

ax+boy+co

2. Comprobacidn del caso

Resolvemos el sistema de ecuaciones:

x+y—-2=0
-x+y—-4=0

Sumando ambas ecuaciones (E1 + E2):
2y—6=0 — 2y=6 — y =3.
Sustituyendo y = 3 en la primera ecuacion:
x+3-2=0 = x+1=0 = x =-1.
3. Sustitucién para convertir a homogénea
Aplicamos el cambio de variable:
x=X-1 = dx =dX,
y=Y+3 = dy =4dY.
Sustituimos en la E.D.O. original:
e x+y—-2=X-1D)+(Y+3)-2=X+Y+2-2=X+Y,
e x—y+4=X-1)-(Y+3)+4=X-Y-4+4=X-Y.
La ecuacion se transforma en una E.D.O. homogénea:

(X+Y)dX +(X-Y)dY =0.

Notar que, con el cambio de variable utilizado, hemos quitado la parte
independiente de x e y, quedando una ecuacién diferencial homogénea.

4. Resolucién de la E.D.O. homogénea

Usamos la sustitucién estandat3gara homogéneas: Y = uX, de donde
dY = udX + Xdu. Sustituimos en (X + Y)dX + (X - Y)dY = 0:
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" (x+y+1)dx+(2x+2y—-1)dy =0.
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Solucién: 1. Identificacion

Observamos que la E.D.O. se puede escribir como

dy  x+y+1
dx = 2x+2y—1

Lasrectasx +y+1=0y2x +2y —1=0 (0o x + y — 1/2 = 0) son paralelas,
por lo que el sistema serd compatible indeterminado. Esto sugiere una
reduccién a variables separables con la sustitucién z = x + y.

2. Resolucién por Sustitucién

Sea z = x +y. Derivamos respecto a x:

dz dy dy dz
a =1+ % - % = a -1
Sustituimos ¥’ y (x + y) enla E.D.O.:

dz . __z+1
dx 2z -1

dz_l_ z+1 (2z-1)-(z+1) z-2

dx ~ 2z-1 2z -1 T 2z-1
Ahora tenemos una E.D.O. de variables separables. Separamos las variables:

2z

-1
dz = dx.
>4z = dx
Integramos ambos lados. El lado izquierdo requiere descomposicién (divi-
sién de polinomios):

22-1_2-2)+4-1_2z-2+3 _ 3
z-2 z =2 B z =2 a z=-2

[ (o s2)ie= [

2z +3In|z -2|=x + Cq.

Integramos:

Sustituimos de nuevo z = x + y:
2+ y)+3Injx +y 2| =x + Cy,

2x+2y +3Infx +y -2[=x+Cy,
x+2y+3Inlx +y-2|=Cy.

Para que coincida con la solucién dada, usamos propiedades de logaritmos
y exponenciales: 134
x+2y +In|(x +y —2)°| = Cy,

T 1l toar O3 4 (ne dt Oar) — (.
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5.2.4 Ecuaciones lineales

Una E.D.O. de primer orden es lineal en la variable y si tiene la forma:

y' +p)y = q(x).
De manera anéloga, es lineal en la variable x si se escribe como:

dx

dy+mwx=qu

Para resolver la ecuacion
¥y +px)y =qx),

multiplicamos ambos miembros por el factor integrante:

o/ P dx.
Asi obtenemos:
e/p(x)dxy/ + p(x)efp(x)dxy — q(x)e/p(x)dx,

lo que equivale a:
(/) = gl s,

Integrando:

e/p(X)dxy = / q(x)efp(x)dx dx +C.

Por tanto, la solucién general es:
Y= e~/ p()dx (C + / q(x)efp(")dx dx).

De forma andloga, la solucion general de la ecuacion

dx

dy+mwx=ww

es:

X = e_/P(y)d]/ (C + / q(y)efp(y)d]/ dy)

x2

Ejemplo. y’ +2xy = 2xe™™".
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Solucion: 1. Identificacion de 1a E.D.O.

La ecuaciéon y’ +2xy = 2xe™™ es una E.D.O. Lineal de primer orden, con la forma
estandar iy’ + p(x)y = q(x). Identificamos los componentes:

x2

p(x) = 2x, q(x) = 2xe”

2. Célculo del Factor Integrante p(x)

El factor integrante se calcula con la férmula u(x) = e/ P)x.

/p(x)dx :/2xdx = x2.

Por lo tanto, el factor integrante es:
p(x) = e*.

3. Resolucion

La solucién general para una E.D.O. lineal viene dada por la férmula:

1

v = o [ [ o+ ¢

Sustituimos nuestros p(x) y g(x):

y(x) = ? [/ (exZ) : (2xe"x2)dx +C

Simplificamos la integral. Los términos exponenciales se cancelan mutuamente:

/ e’ 2xe ™ dx = / 2x - (e"ze_xz)dx = / 2x - (eV)dx = / 2xdx.
Resolvemos la integral simple:
/ 2xdx = x°.
Sustituimos el resultado de la integral en la solucién general:

y(x) = Lz[x2 +C].
ex
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4. Soluciéon General

La solucién general es:
y(x) = (% + C)e_xz.

Ejercicio. (x cosy + sin2y)dy = dx.

Solucion: 1. Identificaciéon de la E.D.O.

Reordenamos la ecuacién para expresar x en funcién de y:

d—x—x +sin?2
dy_ cosy +sin2y.

Movemos el término en x hacia la izquierda:

Z—; — (cosy)x =sin2y.

Esta es una E.D.O. Lineal en x, que sigue la forma estdndar:

dx

gy TPWx=aly).
Identificamos los componentes:

" p(y) = —cosy.
» g(y) =sin2y.

2. Célculo del Factor Integrante 1(y)

El factor integrante se calcula con la férmula u(y) = e/ P)y

/ p(y)dy = /(— cosy)dy = —siny.
Por lo tanto, el factor integrante es:

—siny

uy)=e
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3. Resolucién
La solucién general para una E.D.O. lineal en x viene dada por:

1
1(y)

x(y) = l / w(y)q(y)dy + C

Sustituimos nuestros p(y) y q(y):

1
e—siny

x(y) =

l/(e—siny) - (sin2y)dy + C

x(y) = S l/ e” Y sin 2ydy + C
Para resolver la integral, usamos la identidad sin2y = 2sin y cos y:
/ e~ SNV (2sin y cos y)dy.

Usamos la sustitucion u = siny, lo que implica du = cos ydy.

/e_”(Zu)du =2/ue_”du.

Esta integral se resuelve por partes ( f fg'=fg- / f'9):
mSeaf=u = f'=1

m Seag' =e" = g=-e"

2/ ue du =2 [u(—e‘”)—/(l)(—e‘“)dul =2|-ue™ +/e_”dul =

=2[-ue™ —e "] =-2e"(u+1)

Deshacemos la sustitucion u = sin y:
/ e” SNV sin 2ydy = —2¢ SN (siny + 1),
Finalmente, sustituimos este resultado en la solucién general:
x(y) = eSnY [—2e_Si“y(siny +1)+ C] .
Distribuimos es"V:
x(y) = —2(eSMYe~ S (sin y + 1) + CeS"Y,

x(y) = —2(60)(siny +1) + CeSinV,
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4. Soluciéon General

La solucién general es:

x(y) = =2(siny + 1) + CeS"Y,

5.2.5 Ecuaciones de Bernoulli

Una E.D.O. de primer orden es de Bernoulli en la variable y si es de la forma
y +px)y =qg(x)y" conneR—-{0,1} (Sin =06 n =1 laecuacion es lineal).
Haciendo el cambio de variable z = y~" se obtiene una E.D.O. lineal en z.

Una E.D.O. de primer orden es de Bernoulli en la variable x si es de la forma
g—; +p(y)x =q(y)x™ conneR—-{0,1} (Sin =06 n =1laecuacién es lineal).
Haciendo el cambio de variable z = x!™" se obtiene una E.D.O. lineal en z.

Ejercicio. Encontrar la solucién general de la siguiente E.D.O.:
xy’ +y=y*Inx.

Solucion: 1. Identificacion de 1a E.D.O.

Primero, reescribimos la ecuacion en su forma estdndar. Asumiendo x # 0, dividimos

toda la ecuacién por x:

’+1 —ln_xz
Yy ===y

Esta es una Ecuacién de Bernoulli, que tiene la forma y’ + p(x)y = g(x)y". Identifi-
camos:

= px) = 1.
= g(x) = 1x,

m =2,

2. Sustitucion de Bernoulli

1-n 1

Aplicamos el cambio de variable z = ™" = y172 = 1. Calculamos la derivada de z
respecto a x:

dz dy Y

Z 1.2 22 G

dx Y oax T F y?

Ahora, multiplicamos la E.D.O. estandar (paso 1) por y~2:

1,-Inx
x? x

2 ’ -2

y oy ty

4
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2o, 1.4, Inx
)+ =—
Sustituimos z = yly 2/ = —y~2y’ (0 -z’ = y~2y’):

, 1 In x
-z +—z=—.
X X

Multiplicamos por -1 para obtener la forma lineal estdndar:

, 1 In x

2/ ——z=—-—.

X X

3. Resolucion de la E.D.O. Lineal en z

Esta es una E.D.O. lineal de la forma z’ + P(x)z = Q(x), con:
s P(x)=—=
- Qx) = -lax

Calculamos el factor integrante p(x) = e Pz,

/P(x)dx = / —%dx =—Inx =In(x).

u(x) = M0 = 1 = %

La solucién para z es z(x) = ﬁ [/ p(x)Q(x)dx + C]:

ool ]
z(x):x[/ —h‘—xd cl

Resolvemos la integral f Inx 7x usando integracién por partes:

Yy =lhxy = duzidx.

X

Sustituimos el resultado de la integral en la solucién para z:

Inx 1
z(x):x[(7+;)+cl,
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| 1
nx+ +C

7

z(x) = xl

z(x) =Inx +1+ Cx.

4. Soluciéon General

Revertimos la sustitucién z = y_l =

< =

l:lnx+1+Cx.
Y

La solucién general es:
1

Y " x+ltCx

5.2.6 Ecuaciones exactas y factores integrantes
Derivadas parciales: explicaciéon y ejemplos

Cuando una funcién depende de varias variables, por ejemplo f(x,y), podemos
estudiar cémo cambia la funcién respecto a una sola variable, manteniendo las demés
constantes. A esto se le llama derivada parcial.

of

—— significa: derivar f(x, y) respecto a x manteniendo y constante.

Jx
af

—— significa: derivar f(x, y) respecto a y manteniendo x constante.

Iy
Ejemplo.
1. Sea f(x,y) = x%y + 3y.

d d
% = a(xzy +3y) =2xy,

porque y se considera constante.

of _ 9 _ 2
@—@(x y+3y)=x°+3,

porque x se considera constante.

2. Sea f(x,y) = sin(xy).
d
% = cos(xy) -y,
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ya que derivamos respecto a x y tratamos y como constante.

—— = cos(xy) - x,

dy

porque ahora derivamos respecto a y.

Interpretacién geométrica: Cada derivada parcial mide la pendiente de la funcién
en la direccién de una variable, manteniendo las otras fijas.

Ecuaciones exactas: definicion

Una E.D.O. de la forma
P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0
es exacta en un conjunto D C R? si existe una funcién real u(x, y) tal que:
du = P(x,y)dx + Q(x,y) dy,

lo que equivale a:

T =Py, 5oy = Q)
La solucién general se expresa como:
u(x,y) =C,
en general dada de forma implicita.

Caracterizacion de las E.D.O. exactas

La ecuaciéon

P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0
es exacta en una bola abierta D si y sélo si:
or _9Q
dy  Ix
en los puntos de D.

Observacién. Este resultado también es védlido en conjuntos més generales: D
dominio simplemente conexo (intuitivamente, conjuntos abiertos, de una sola "pieza"
y sin "agujeros”).
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Resolucién practica de las E.D.O. exactas

Si la ecuacién
P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0

es exacta, entonces: 5 5
u u
E—P(x,y), @—Q(x,y).

Integrando la primera respecto a x:

u(x,y) = / P(x,y)dx + ¢(y),

donde ¢(y) es una funcién desconocida.
Derivamos respecto a y y comparamos con Q(x, y):

J ,
Qi y) =3, / P(x,y)dx +¢"(y)-
Despejamos ¢’(y) (que depende sélo de y) e integramos para obtener ¢(y).

Observaciéon. Dependiendo de la dificultad de las integrales, también se puede
integrar

d
% = Q(x,y)

respecto a y y luego derivar respecto a x.

En algunos casos, cuando la ecuacién

P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0

no es exacta, se puede hallar una funcién p(x, y) (lamada factor integrante) tal que la
ecuacién modificada:

u(x, y)P(x, y)dx + p(x, y)Q(x, y)dy =0
sea exacta.
Ejemplo. (sen xy + xy cos xy)dx + x> cos xydy = 0.
Solucion: 1. Identificacién y Comprobacién de Exactitud
La ecuacioén es de la forma P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0.
» P(x,y) =sen(xy) + xy cos(xy).

= Q(x,y) = x? cos(xy).
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Comprobamos si es una ecuacion exacta calculando las derivadas parciales cruzadas.
4 aP. o
Célculo de o (Usamos la regla del producto para el segundo término)

P _ d . J _ 2
oy " 8y(sm(xy)) + 8y(xy cos(xy)) = 2x cos(xy) — x“y sin(xy).

Cilculo de %—g: (Usamos la regla del producto)

aa_g - % (x? cos(xy)) = 2x cos(xy) — x*y sin(xy).

Dado que 3—1; = ‘;—8, la ecuacion es exacta.

2. Solucién de la Ecuacion Exacta

Buscamos una funcién potencial U(x, y) tal que %—lj =Py %—lj = Q. La solucién
general serd U(x,y) = C.
Es maés sencillo empezar integrando Q(x, y) respecto a y:

e, )= [ Qs = [ 3*costay

Tratando x? como constante (respecto a ):

U(x,y) = xZ/ cos(xy)dy = x* (W)

+ @(x),

U(x,y) = xsen(xy) + ¢(x).

Ahora, derivamos U(x, y) respecto a x y la igualamos a P(x, y):

ou _ %(x sen(xy) + @(x)) = sen(xy) + xy cos(xy) + ¢’(x).

ox
Igualamos a P(x, y):

sen(xy) + xy cos(xy) + ¢’(x) = sen(xy) + xy cos(xy)

Esto simplifica a:

¢'(x) =0
Integrando, obtenemos ¢(x) = K (una constante).
Sustituimos ¢(x) en U(x, y):

U(x,y) = xsen(xy) + K.
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La solucién general es U(x, y) = C;
xsen(xy)+ K = Cy.
Agrupando las constantes (C = C1 — K):

xsen(xy) =

Factores integrantes

Como hemos mencionado, si la ecuacién P(x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 no es exacta (es

decir, 2 # aQ) a veces es posible encontrar una funcioén u(x, y) tal que al multiplicar la

7 ay
ecuacion por ella, la ecuacién resultante:

u(x, y)P(x, y) dx + u(x, y)Q(x, y) dy =0

sea exacta. Esta funcién u se llama factor integrante.

Aunque encontrar p(x, y) en el caso general es complicado (requiere resolver una
E.D.P.), hay dos casos particulares sencillos en los que el factor integrante depende de
una sola variable.

Caso 1: Factor integrante dependiente s6lo de x, u(x).

Si la expresion
b _ 9Q
Py - Qx _dy dx

Q  Q

depende tinicamente de la variable x (es decir, es una funcién h(x)), entonces existe un

factor integrante que depende sélo de x, dado por la férmula:

() = of 10 — of

Caso 2: Factor integrante dependiente s6lo de v, pi(y).
Si la expresion

dQ 9P
Qv =Py  ox "oy

p P
depende tinicamente de la variable y (es decir, es una funcién g(v)), entonces existe un

factor integrante que depende sélo de y, dado por la férmula:

Apyd

) = of 0% = of
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Resolucién prdctica con factores integrantes

Para resolver una ecuacién diferencial de la forma P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0
utilizando un factor integrante, se siguen los siguientes pasos:

1. Comprobear si la ecuacion es exacta: Calcular las derivadas parciales 2 oY ax Si
son 1guales, se resuelve directamente como exacta. Si son distintas, contlnuamos.

2. Buscar el factor integrante y:

« Calcular 2 éQx . Si el resultado depende tnicamente de la variable x, el factor

Py—Qx
integrante es u(x) = o/ T,

. . =Py o
= Si lo anterior no depende solo de x, calculamos Q’P ~. Si este resultado

Qx—Py
depende tinicamente de la variable y, el factor integrante es u(y) = e Ty,

3. Multiplicar la ecuacién original por u: Al multiplicar toda la ecuacién por el
factor integrante hallado, la nueva ecuacién (uP) dx + (yQ) dy = 0 serd exacta. (Se

recomienda comprobar que (P‘yp ) (HQ)
4. Resolver la nueva ecuacién exacta: Buscar una funcién U(x y) tal que =uPy

a_u = uQ. La solucién general viene dada por U(x, y) =

Ejemplo. Resolver la ecuaciéon diferencial:
(x* + y* + x)dx + xy dy = 0.

Solucién: 1. Comprobar i es exacta. Identificamos P(x, y) = x>+ y2+x y Q(x, y) = xy.
Calculamos sus derivadas parciales cruzadas:

Como 2y # y, la ecuacién no es exacta.
2. Buscar un factor integrante. Probamos primero si existe un factor integrante que
dependa sélo de x:
Py-Qx 2y-y vy 1
Q xy xyox

Como el resultado 1 depende sélo de x, podemos hallar y(x):

p(x) = el vdx = phnldl = |y|

Podemos tomar u(x) = x (para x > 0) simplificando el valor absoluto para encontrar
una solucién.

146



CAPITULO 5. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

3. Multiplicar la ecuacién original por u(x) = x.

x(x® +y? + x)dx + x(xy)dy = 0,
(x> +xy? + x%) dx + x*y dy = 0.

Ahora consideremos P = x% + xy? + x? y Q = x?y. Comprobamos nuevamente la
exactitud: . .

dP dQ

Z =2 L= = 2xy.

Ay Y ox Y
Como coinciden, jla nueva ecuacion es exacta!

4. Resolver la ecuacién exacta. Buscamos la funcién potencial U(x, ). Sabemos que
‘;—Ly[ = Q = x?y. Integramos respecto a y:

2
U(x,y) = / x*y dy = xz% + @(x).

Derivamos esta expresion respecto a x e igualamos a P:

ou a9 (x*y? ,
525( 2}/ +(p(x)):xy2+g0(x).

Igualamos a P = x3 + xy? + x%:

P+ @' (x) =2 +xy? +xF = ¢'(x) = 22 + 1%

Integramos ¢’(x) para hallar ¢(x):

4 .3
— 3, .2 _x X
(p(x)—/(x +x%)dx = 4+3.

(La constante la agruparemos al final). Sustituimos en U(x, y):

Multiplicando por 12 para eliminar denominadores, obtenemos la solucién implicita:

6x2y> +3x* +4x° = K.
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5.3 Aplicacién: caida libre

Sabemos por las leyes de Newton que

Porlo tanto, la ecuacién diferencial de caida libre con término de rozamiento proporcional
a la velocidad es:

d’y dy
TR TR
que podemos reescribir como
d’y dy
ar =8

donde m es la masa del objeto, g es la aceleracién de la gravedad, c es el coeficiente de
rozamiento y y es la posicién del objeto en funcién del tiempo .
Para resolver esta ecuacion diferencial, podemos escribir v = dy /dt, por lo que

o _ - v
ar 8 ’

que podemos resolver facilmente ya que es una ecuaciéon diferencial de variables
separadas, obteniendo

—%ln(g—cv):t+c1.

La solucién general de la ecuacion es

g—cv=cre
donde c; y c2 son constantes. Asumiendo la condicién inicial v = 0 para t = 0 nos da
co = g, asique

_g _ ,—ct
v—c(l e™ ) .

Como c es positivo, la velocidad limite (t — o0) es vy, = g/c.
Ademas de éste, existen otros ejemplos. Por ejemplo, se puede considerar un término
de rozamiento proporcional al cuadrado de la velocidad
dv 2

8w

Para resolverla, procedemos como antes y la expresamos en la forma

1

g—cvzdv =dt.
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Integrando ambos lados de la ecuacién, se obtiene:

1 arctanh ( \/F U) t+c
— -0 = 1,
Veg g

donde c1 es la constante de integracion. Despejando v se tiene

v= \/%tanh (veg(t +c1)) -

En este caso, la velocidad limite viene dada por vjim = +/g/c.

5.4 Problemas aplicados

5.4.1 Dataciéon por Radiocarbono

Enunciado: El is6topo radiactivo Plomo-209 (Pb-209) se desintegra con una rapidez
proporcional a la cantidad presente en cualquier momento ¢ y tiene una vida media de
3 horas. Si al inicio habia 1 gramo de plomo, ;cudnto tiempo debe transcurrir para que
se desintegre un 87.5 %?

Solucién: Para modelar el proceso, consideramos que la rapidez de desintegracion es
proporcional a la cantidad presente A(f) en cualquier instante. Esto se traduce en la

ecuacion diferencial: A
— = kA.
dt

InA =kt + C;y.

lo que nos da:

Como A > 0, podemos escribir:
A(t) — ekt+C1 — A()ekt,

donde Ay es la cantidad inicial. Dado que A(0) = 1, tenemos Ap = 1, y el modelo se
simplifica a:
A(t) = ™.

Para determinar k, usamos la vida media T;, = 3 horas, que implica:

_in2

k-3
D= k: .
05=e = 3
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Asi, la ecuacion queda:
In2
t

At) = e3P,

Ahora buscamos el tiempo t para que se desintegre el 87.5%. Esto significa que
queda el 12.5 % de la cantidad inicial, es decir, A(t) = 0.125.

Reconocemos que 0.125 = % =273

In2
273 =5t

Tomamos logaritmo natural en ambos lados:

In(27%) =1In (e‘lnth)

In2
-3In2 = ——t
" 3
Dividimos ambos lados por —In 2:

t
3=+
3

t =9 horas.

Conclusion: Para que se desintegre el 87.5% del Plomo-209, deben transcurrir
exactamente 9 horas. i

5.4.2 Poblacién Logistica

Enunciado: La cantidad C(t) de supermercados que emplean cajas computarizadas
en un pais esta definida por el problema de valor inicial:

”;_f = C(1-0.0005C), C(0)=1,

donde t > 0. ;Cudntos supermercados utilizaran el método computarizado cuando
t = 10? ;Cuéntos lo adoptardn después de un tiempo muy largo?

Solucion: La ecuacion diferencial dada es una ecuacion logistica:

‘Z—f = C(1 - 0.0005C).
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La forma estdndar de la ecuacién logistica es:

dpP P
ﬁ—rP(l—E),

donde r es la tasa de crecimiento y K la capacidad de carga. Reescribimos la ecuacién
para identificar estos parametros:

dcC C

ar - C (1 - m) '
por lo que r =1y K =2000. La condicién inicial es C(0) = 1.
Esta es una ecuacién diferencial de primer orden de variables separables. El objetivo
es agrupar todos los términos que dependen de C en un lado de la igualdad (con
dC) y los que dependen de t en el otro (con dt).
Para facilitar la integracion, reescribimos el término entre paréntesis usando fracciones

_ 5 _ 1
comunes. Sabemos que 0.0005 = 15355 = 7905

dc C 2000 - C
E‘C(l_zooo)_c( 2000 )

Por lo tanto:
ac _ C(2000-C)

dt ~ 2000
Pasamos los términos con C al lado izquierdo y el diferencial dt al lado derecho:

2000

C2o00 — ¢y 4¢ = At

Integramos ambos lados de la ecuacion:

2000
— =" _4c= | dt
/ C(2000 — C) /

Para resolver la integral de la izquierda, descomponemos la fraccién en suma de

fracciones parciales:
2000 A B

C(2000—C) C T 2000-C’
Multiplicando todo por el denominador comtn C(2000 — C):

2000 = A(2000 — C) + B(C).

Para hallar los coeficientes A y B, evaluamos en las raices:

s SiC=0:
2000 = A(2000) = A = 1.
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= SiC = 2000:
2000 = B(2000) => B = 1.

Por lo tanto, la integral se reescribe como:

1 1
/(E+—2000—C) dC_/dt.

Integrando término a término:
In|C| - In|2000 - C| =t + C;.
Utilizamos las propiedades de los logaritmos (Ina —Inb = In 7):

C

In 500 -¢

‘=t+C1.

Aplicamos la funcién exponencial a ambos lados para eliminar el logaritmo natural:

C
_ ei’+C1 — ecl . et.

2000-C
Renombramos la constante arbitraria ¢! como Ky:

C

= Kye.
2000—C ¢

Ahora realizamos el dlgebra para despejar C:

C = (2000 — C)Koe,
C =2000Kge! — CKge',
C + CKoe! = 2000Kqe’,
C(1 + Kpe') = 2000Ke,
2000Ke!

CH = T Roer”

Para obtener la forma estdndar (logistica), dividimos numerador y denominador por

Koeti
2000 2000
C(t) = : = T
m +1 1+ K—Oe

Finalmente, definimos una nueva constante A = Klo, obteniendo la solucién general

de la ecuacién logfstica:
K

= —
c® 1+ Ae-rt’
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donde A se determina con la condicién inicial:

K _K-Cp 2000-1
C(O)—1+A:>A— G 1 = 1999.
Asi, 1a solucién particular es:
2000
Ct) = 1+1999e-t"
Parat = 10: 2000
cC(10) = —————.
(10) 1+ 1999¢-10
Como e~ 10 ~ 0.000045399, tenemos:
C(10) = 2000 2000 ~ 1833.58.

1+0.090753  1.090753

Por lo tanto, habra aproximadamente 1834 supermercados.
Finalmente, calculamos el limite cuando t — oo:
2000
Conclusién: Cuando t = 10, habrd aproximadamente 1834 supermercados usando
el sistema, y a largo plazo el nimero se estabilizara en 2000. m|

5.4.3 Modelado de Proceso Industrial (Volumen Variable)

Enunciado: En un tanque que inicialmente contiene 100 L de agua pura, entra una
solucion de salmuera con una concentracién de 3 kg /L a un flujo de 2 L/min. La mezcla
se mantiene agitada y sale del tanque a razén de 1 L/min. La ecuacién diferencial que
modela la cantidad de sal A(t) es:

dA A

ar TT00+: &

Encuentre la soluciéon A(t).

Solucion: Debemos resolver la ecuacién diferencial lineal de primer orden:

JA 1
7 "0+

con la condicién inicial A(0) = 0 (agua pura).
Identificamos que la ecuacion estd en la forma estandar:

dA
S+ P(HA=QM),
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donde P(t) = 0077 Q(t) =6.
Aplicamos la férmula de la solucién general para ecuaciones lineales:

A(t) = e~ POt (C+ / Q(t)e] POt dt).

Calculamos la integral del exponente:

1
/P(t)dt—/100+tdt—ln(100+t).

Por tanto, el factor integrante es ™90+ = 100 + ¢.

Sustituyendo en la férmula general:

1
At) = 100 1 7 (C+/6(100+t)dt).

Resolviendo la integral:

/ (600 + 6t) dt = 600t + 3¢2.

Despejamos A(t):
3t2 + 600t + C
A(t) =

*) 100 + ¢

Aplicamos la condicién inicial A(0) = 0:
_3(0)* +600(0) + C _C 3
0= ""00+0 = 0595 = €=0
Finalmente, la solucién particular es:
3t2 + 600t
Al) = 100 + ¢

5.4.4 Circuito RL en Serie

Enunciado: La ecuacién diferencial para la corriente i(f) en un circuito RL en serie es:

di
L +Ri = E(t),

donde L (inductancia) y R (resistencia) son constantes. Un generador cuya fuerza
electromotriz (EMF) es de 100 voltios se conecta en serie con una resistencia de 10Q y
una inductancia de 2 henrios. Si el interruptor se cierra cuando ¢ = 0, halle la intensidad
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de la corriente i(t) en funcién del tiempo.
Solucion: Partimos de la ecuacion:
di

L= +Ri = E(t).

Con los datos L =2, R =10y E(t) = 100, la ecuacién se convierte en:

2£ + 107 = 100.
dt

Dividimos entre 2 para obtener la forma estandar:

di . :
= +5i =50, i(0)=0.

Esta es una ecuacion lineal de primer orden i’ + p(t)i = q(t), con p(t) =5y q(t) = 50.
Aplicamos la férmula directa:

i(t) = e~ /5% (C + / 50e/ 54t dt) .

Calculamos / 5dt = 5t. Sustituyendo:

i(t) = e (C + / 50e°* dt) .

Resolviendo la integral:

5t
/ 50e% dt = 50% — 10¢%.

La solucién general es:
i(t) = e™2H(C + 10e”) = Ce™ +10.
Integramos ambos lados:
i(t)e = / 50e> dt = 10e™ + C.

Por tanto:
i(t) =10 + Ce™".

Aplicamos la condicién inicial i(0) = 0:

0=10+C = C =-10.
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Finalmente, la solucién particular es:
i(f) = 10 — 10e ™.

La corriente i(t) esta en amperios (A). O

5.4.5 Interés Simple vs. Interés Compuesto Continuo

Enunciado: Un inversor dispone de un capital inicial de Py = 10, 000 euros y desea
depositarlo en un fondo durante un tiempo ¢ (en afios). Se le presentan dos opciones de
inversion, ambas con una tasa de interés anual del r = 5% (r = 0.05).

1. Opcién A (Modelo de Interés Simple): La tasa de crecimiento del capital es
constante y proporcional inicamente a la inversién inicial original Py.

2. Opcién B (Modelo de Interés Compuesto Continuo): La tasa de crecimiento del
capital es proporcional a la cantidad acumulada en el fondo en cada instante ¢.

Tareas:

1. Plantee la ecuacién diferencial que modela cada opcién.

2. Resuelva las ecuaciones para encontrar las funciones del capital A(t) y B(t) para
cada opcion.

3. Calcule el monto acumulado en ambas opciones después de t = 20 afios.

Solucion:

1. Opcidn A: Interés Simple

En el interés simple, el dinero generado por intereses no se suma al capital para
generar nuevos intereses. Por lo tanto, la velocidad a la que crece el dinero (%) es
constante y depende solo del principal inicial Py.
Planteamiento:

dA

— =Py, (5.1)

sujeto a la condicién inicial A(0) = Py.
Resolucién: Integramos ambos lados respecto a ¢:

/dAZ/TP()dt,

A(t) = rPot + C.
Aplicamos la condicién inicial A(0) = Py:

Py = TPO(0)+C == C = Py.

156



CAPITULO 5. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

Por lo tanto, la funcién de capital para interés simple es una funcién lineal:
A(t) = Po(1 +rt). (5.2)

2. Opcion B: Interés Compuesto Continuo

En el interés compuesto continuo, los intereses se suman al capital instantdneamente.
La velocidad de crecimiento (‘é—]f) es proporcional al monto actual acumulado B(t).

Planteamiento:

dB
= =7B(®), (5.3)

sujeto a la condicién inicial B(0) = Py.
Resolucidn: Esta es una ecuacion diferencial de variables separables:

%derdt,
/%de/rdt,
In|B| =rt + Cy.

Despejamos B aplicando la funcién exponencial:
B(t) = 01 = 7teC1,
Llamamos C = . Aplicamos la condicién inicial B(0) = Py:
Py=Ce'® = C =Py
Por lo tanto, la funcién de capital para interés compuesto es una funcién exponencial:
B(t) = Pge. (5.4)

3. Comparacién Numeérica (¢ = 20 afios)

Datos: Py = 10,000, r = 0.05, t = 20.
Célculo Opcién A (Lineal):

A(20) =10, 000(1 + 0.05 x 20) = 20,000 €.
Célculo Opcién B (Exponencial):

B(20) = 10,000 - *%*20 = 27,182.80 €.
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Conclusion

Aunque ambas opciones comienzan con la misma tasa de interés nominal, la

naturaleza exponencial de la ecuacién diferencial del interés compuesto (‘fi—]f =rB)

genera un crecimiento mucho mads acelerado a largo plazo que el crecimiento lineal
. 2 . dA _

del interés simple (7 = cte).

En 20 afios, la diferencia es de 7, 182.80 euros a favor del interés compuesto. O

5.4.6 Modelo de farmacocinética de un compartimento

Se quiere modelar la concentracién C(f) de un firmaco en sangre mediante un
modelo de un compartimento. Se supone que el cuerpo se comporta como un depdsito
bien mezclado y que el formaco se elimina con una cinética de primer orden: la velocidad
de eliminacién es proporcional a la concentracién. Un modelo clasico de farmacocinética

de un compartimento es:

dcC
E =—k C(t)/

donde k > 0 es la constante de eliminacién.
Trabajaremos con los valores:

k=In2,  C(0)=Co=16.

1. Resuelve la ecuacion diferencial

il—f = —kC(t), C(0)=C,

de forma general, para k > 0y Cy arbitrarios.

2. Aplica el resultado anterior al caso concreto k = In2y Cy = 16, y simplifica la
solucién lo méximo posible:

C(t) = 1621,

Escribe la solucién en forma de potencias de 2.

3. Calcula, sin calculadora, los valores:
C(1), C2), C(B), CH).

(Pista: usa que eln2 =2)

4. Lavidamedia t;;, de un farmaco se define como el tiempo que tarda la concentracién
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en reducirse a la mitad de su valor inicial. Es decir, ¢, satisface

Co
C(t12) = >
a) Demuestra, a partir de la solucién general, que

In2
t1/2 = T

b) Comprueba que, con k = In2, se obtiene t;/; = 1 (en las mismas unidades de
tiempo que t).

5. Supdn que se desea mantener la concentracién entre 2 y 16 (un rango “terapéutico”
idealizado). Usando la expresién

C(t)=16-27",

discute, sin calculadora, durante cudnto tiempo (aproximadamente) se mantiene
C(t) > 2.

Solucién: 1. Solucién general de la ecuacién diferencial
La ecuacién es de variables separables:

dC
<= —kdt.

Integrando ambos lados:

/%dC = / —kdt = In|C|= -kt + K.
Despejando C (asumiendo C > 0):

C(t) — e—kt+K — eKe—kt — C()e_kt.

Donde Cy es la concentracién en t = 0. Solucién general: | C(t) = Coe ™ |

2. Aplicacién al caso concreto
Sustituimos k = In2 y Cop = 16:

C(t) = 1621,
Simplificamos la exponencial usando la propiedad "t = b

e—(an)t — (eln2)—t — 2—t.
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Por tanto, la solucién en potencias de 2 es:

C(t)=16-27t = 2% .27t =2+

3. Célculo de valores
Usando la férmula simplificada C(t) = 24~*:

n C(1)=241=23=3.
n C(2)=242=22=4
» C(3)=243=21=2
n C(4)=244=20=1.

4. Vida media t;;
(a) Partiendo de la condiciéon C(t1/7) = £ y 1a solucién general C (t) = Coe™*:
/ 2 Y &

- Co
C ktypp — =
0e >

Dividimos por Co:

ekt — 1
Tomamos logaritmos naturales:

1 In2
—ktl/z ZII‘I(E) =—In2 = t1/2 = T

(b) Comprobacién para k = In 2:

V27 2~
Esto coincide con los cdlculos del apartado 3, donde vemos que la concentracién se
reduce a la mitad cada 1 unidad de tiempo (16 - 8 -4 — 2...).
5. Rango terapéutico

Queremos mantener C(t) > 2 partiendo de Cp = 16. Usamos la expresién simplificada:
2+ > 2,

Igualando los exponentes (dado que la base 2 es mayor que 1, la desigualdad se
mantiene):
4-t>1,

3>t obien t<3.

Conclusién: El formaco se mantiene dentro del rango terapéutico (por encima de 2)
durante 3 unidades de tiempo. ]
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Problemas

—_

. Comprobar que e — Cx =1 es la solucién general de la ED.O. xy’ + 1 = ¢Y.
2.y’ =2y sol:y=Ce*

3.2y +3xy’ =0 sol:y’x?=C

4 x(x-1dy+y(y—-1)dx=0 sol:(x—-1)(y—1)=Cxy

5 x(y —1)dy = ydx sol:Cxy =e¢¥

6. —x\1+12+yy'Vi+x2=0 sol:VIi+x2+1+y2=C

7.tgy’=0 sol:y=Knx+C, KeZ

8. ¢V =x sol:y=x(Inx-1)+C
9. xy’ =x2—y2+y sol:y = xsen(In|x| + C)
10. 4x -3y +y’'2Qy —3x) =0 sol.y*—-3xy +2x>=C
11. 2x—y +2)dx +(4x -2y —1)dy =0 sol:CQx —y)=e %
12. Bx+4y+1)dy + 2x +3y +1)dx =0 sol: x> +2y> +3xy+x+y =C
13. (x+y)y’ =2y—-1 sol:Cly—x-12=2y-1
14. y =y +2-2x sol:y=2x+Ce*
15. y’cosx + ysenx =1 sol.:y = Ccosx +senx
16. (x> +y?+1)dy +xydx =0 sol.:y*+2x*y?+2y>=C
17. y (6y2 —x - 1) dx +2xdy =0 sol.: y? = 2t~
18. ¥ +y =y%* sol:y=(C-x)le™
19. 3y'y?> —y>=x sol:y>=Ce*-1-x
20. (3x% +6xy?)dx + (6x%y +4y®)dy =0 sol:x®+3x?y2 +y*=C
>

— 2
21. (x+ser;2x)dx+(y—se;‘#)dy=0 501.:%4_%:(:

22. 4 (y’)2 -9x =0 sol:(y—-C)?=x>
23. (y’)z_(2x+]/)y’+(x2+xy) =0 sol:y=Ce*—1-u1, y:%2+C

x =Inp+senp

24. x =Iny’ +seny’ sol.:
y=p+psenp+cosp+C
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25.

26.

27.

28.

29.

2

y=xy + (y')2 sol:y = Cx+C% y -2

Hallar la solucién particular de la ecuacién y’ = ytgx + 3e™ "~

y(0) =2 sol:ycosx =5—3e” 5N~

que verifica

xsenydx + (x> +1)cosydy =0, y(1) =% sol: (x*+1)sen?y =2

(2x cosy +3x2y)dx + (x> —x2seny —y)dy =0 sol.:x?cosy +x3y — & =k

| O

x
(x+y)dx+xdy=0 sol:y= ~-3

30. () -QRy+1)y +2y=0 sol:y; =x+c1, yo = cre*™
, x-1 S Cc 11
31. y' = 2 ——y sol..y—x2+2
’ — —Ax — ~by k -Ax
32. ay’ +by =ke ™, cona, b, k, AR sol.y=Ce s +b—/\ae
1
33. 2xy +3x%)dx +x2dy =0, y(1) =0 sol:y = i
x¥ C
34. xdx+2y—x sol.:y—g o
Yo )= o
35.y+x— x,y(l)—O sol..y = "
36. xy’ +y =x*y® sol.y? = !
Cx? — x4
37. W _2x3=1, y(0)=0 soliy=% +x
38. 2x—1)dx + 3y +5)dy =0 sol:x?>—x+3y*+5y=C
39. y+2y=1, y(0)=4 soliy=3+2e™
40. 3% 412y =4 sol:y =1+ Ce
4. ¥ =x212v+3 soliy=%+x243x+C
42. 2x+y)dx + (x +6y)dy =0 sol:x?+xy +3y>=C
43. y' +y =e* sol:iy =™ +Ce™
44. ydy = 4x(y* +1)Y2dx, y(0)=1 sol:+/y2+1=2x%+12
2
X
45. 1+eM)yy =e*, y0)=1, y= \/ln(1 +26 ) +1
46 xy’+y:x4y3 sol:yzz;
' ' Cx2 — x*
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Capitulo 6

Ecuaciones diferenciales ordinarias linea-
les de orden superior

6.1 Conceptos basicos

Definiciéon 6.1.1. Una ecuacién diferencial ordinaria lineal de orden 7 es una
ecuacion de la forma:

y™ + A@Y" TV + H)Y"D 4+ fa )y + fux)y = g(x),

donde suponemos que fi(x), f2(x), ..., fa(x) y g(x) son funciones reales continuas
en un intervalo [a, b].

Si g(x) = 0, la ecuacién se denomina homogénea. En caso contrario, se dice que es
no homogénea o completa.

Si las funciones f;(x) son constantes, es decir, fi(x) =a; € Rparatodoi=1,...,n,
entonces la ecuacion:

y(”) + aly(”"l) + azy(”"z) +tagmy +agy = g(x),

es una E.D.O. lineal de orden 7 con coeficientes constantes.

Observacion. Consideramos n > 1.

Ejemplo. Ejemplos de E.D.O. lineales:
» y” +x%y’ + 5y = Inx es una E.D.O. lineal de orden 2.
» 4" —3e*y” — x3y = 0 es una E.D.O. lineal homogénea de orden 3.

s y@-3y”" +5y” +8y’+6y = cos x es una E.D.O. lineal de orden 4 con coeficientes

constantes.
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Teorema 6.1.1 (Teorema de existencia y unicidad). Sea el problema de valor inicial
(o problema de Cauchy):

1)

{y(”) G e+ ARY + foR)y = (),
y(x0) = yo, y'(x0) =y -, ¥ V) =yy™, vo ¥ vy E€R

Si fo(x), fi(x),..., fu-1(x) y g(x) son continuas en un intervalo I = [a, b], con xg € I,

entonces existe una tnica solucién y(x) del problema de valor inicial en I.

6.2 E.D.O.lineales homogéneas de orden superior

Definicion 6.2.1. Las funciones hi(x), ha(x), ..., hx(x) son linealmente indepen-
dientes en [a, b] si la igualdad:

Athi(x) + Agha(x) + -+ + Aghi(x) =0  para todo x € [a, b]

se cumple tinicamente cuando A; = Ay = --- = A = 0. S5i no se cumple esta condicién,
se dice que son linealmente dependientes.

Teorema 6.2.1. El conjunto de soluciones de la ecuacién lineal homogénea:

Y+ fra @y 4+ Q)Y+ fo(x)y =0

es un espacio vectorial de dimension n. Si yi1(x), y2(x), ..., y»(x) son soluciones
linealmente independientes, entonces la solucién general es:

y(x) = ciy1(x) + coya(x) + -+ + cuyu(x), ci €R.

X

Ejemplo. Sea la E.D.O. lineal y” — 4y = 0. Comprobar que y1(x) = e** y ya(x) = e72
son soluciones linealmente independientes y dar la solucién general.

2x

Solucion: Comprobamos primero que yi(x) = e”* es solucién. Calculamos sus

derivadas:
e2x,

’ 2 17
y)=2e x y =4
Sustituimos en la ecuacién:

y) —dyy = 4e* —4e** = 0.

Por tanto, y; es solucién.
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Para y(x) = e 2%
yp=—2e, y) =4e .

Sustituimos:
y) —dyp = 4de™ —4e™H = 0.

También es solucién.
Como la ecuacién es de orden 2 y hemos encontrado dos soluciones linealmente
independientes, la solucién general es:

y(x) = Cre® + Cre .

6.3 Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes cons-
tantes

Definicién 6.3.1. Sea la ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes:
vy 4 g,y Y by +agy =0 (D).
Su ecuacién caracteristica asociada es:

A+ a, A" T+ o+ A +ap=0.

Ejercicio. La funcién y(x) = e’* es solucién de (I) si y solo si A es raiz de la ecuacién
caracteristica.

Teorema 6.3.1. Sea la ecuaciéon diferencial:
y ™+ a2, 1y o agy +agy = 0.

a) Si A es una raiz real con multiplicidad k, las funciones:

)\x, ) k—le/\x

yi(x) = e, ya(x) = xe o yk(x) =x

son k soluciones linealmente independientes.

b) Si A1 = a +biy A, = a — bi son raices complejas conjugadas, las soluciones
reales son:
e® cos(bx), e sin(bx),

y sus multiplicidades generan términos adicionales con potencias de x.
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Observacion. Si tenemos dos raices distintas de la ecuacién caracteristica, las solu-
ciones correspondientes de la ecuacion diferencial son linealmente independientes.
Como la ecuacion caracteristica tiene n raices (reales o complejas), contando cada
una tantas veces como su multiplicidad, podremos obtener 1 soluciones linealmen-
te independientes de la ecuacion diferencial y1(x), y2(x), ..., yx(x), y la solucién
general serd combinacién lineal de ellas:

y(x) = cry1(x) + caya(x) + ... + cnyn(x).
Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuaciéon y”” — y = 0.
Solucion: La ecuacion caracteristica es:
AP-1=0 = A==l
Por tanto, la solucién general es:

y(x) = Cre* + Coe™™.

|

Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuaciéon y”” — 4y” + 4y = 0.

Solucién: La ecuacion caracteristica es:

A?>— 40 +4=0 = A =2 (raiz doble).
La solucién general es:
y(x) = Cre** + Coxe?.

|

Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuaciéon y”” — 2y” + 5y = 0.

Solucion: La ecuacion caracteristica es:

A2=20+5=0 = A=1%2i.
Por tanto, la solucién general es:
y(x) = C1e* cos(2x) + Cae” sin(2x).

o
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6.4 E.D.O.lineales completas de orden superior
Dada la ecuacién lineal completa:
Y+ fia @y 4+ i)Y+ folx)y = g(x),

su ecuacién homogénea asociada es:

Y+ faa @y 4 i)Y+ folx)y = 0.

Teorema 6.4.1 (Principio de superposicién). Si ypi(x) e yp2(x) son soluciones parti-
culares de las ecuaciones:

y™ + A"V 4+ fulr)y = g1(x),
y® + Ay + -+ fux)y = ga(x),

entonces ypi1(x) + yp2(x) es solucién de:

v+ A YD 4+ fi(x)y = g1(x) + ().

Teorema 6.4.2. La solucién general de la ecuacion:

y™+ Ay 4+ fu(x)y = g(x)

Se expresa como:

y(x) = yu(x) + yp(x),

donde yx(x) es la solucién general de la homogénea asociada e yp(x) una solucién

particular de la completa.

6.4.1 Meétodo de variacion de las constantes

Dada la ecuacion:

y(”) + fl(x)y(n_l) + -+ fn(x)y = g(x)/

si conocemos n soluciones linealmente independientes de la homogénea asociada
y1(x), y2(x), ..., yn(x), su solucién general es:

yH(x) = c1y1(x) + coya(x) + -+ + cuyu(x), ci €R.

Ahora se busca una solucién particular de la completa de la forma

yp(x) = c1(x)y1(x) + c2(x)y2(x) + .. . + cn(x)y,(x)
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y se llega a que c1(x), c2(x), . . ., cn(x) son funciones que verifican el sistema

1’ (X)y1(x) + 2’ (X)y2(x) + ... + ¢’ (X)yn(x) =0

c1’ ()1 (x) + c2"(0)y2" (x) + ... + ¢ (¥)yn'(x) = 0
c1’(x)y§n_2)(x) + cz’(x)ygn_Z)(x) +...+ cn’(x)y,(f_Z)(x) =0
/@y ) + /@Yy @)+ e (Y V(@) = g(x)

Resolviendo el sistema obtenemos c1’(x), c2’(x),...,c,'(x) e integrando ci(x),
c2(x), ..., cn(x).

Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuacién:

e—x
"+2y +y = —.
y y+y=-

Solucién: Primero resolvemos la homogénea:
A2+21+1=0 = A = -1 (raiz doble).

Por tanto:

yu(x) = c1e™ + coxe™.

Para la completa, aplicamos variacién de constantes:

yp(x) = c1(x)e™ + co(x)xe ™.

. , ),
Imponemos condiciones para obtener c;(x) y ¢5(x):

’

¢

e +cixe™ =0,
—X

e
e +ey(em —xe™) = -

Simplificando:
c1 +xc, =0, :
i+ (1 =x)c) =~-.
c;+ (1 —=x)c; »

Sumamos ambas ecuaciones:
, 1
€ =7 = cp(x) = In|x|.

Luego:

’

ci=-xc,=-1 = c1(x) = —x.
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Asi:

yp(x) = (=x)e™ + (In|x|)xe™".

La solucién general es:
y(x) = cre™ + coxe™ + (In|x|)xe™™.
Notar que el término de la particular (—x)e ™ no se anade ya que estd contenido en

la homogénea (y al sustituirlo en la ecuacién diferencial dara cero). |

6.4.2 Método de los coeficientes indeterminados

Dada la ecuacién:
vy 4 ay" Y p oy 4 gy +a,y = g(x),

de coeficientes constantes, para algunas funciones g(x) podemos calcular una solucién
particular mediante el método de los coeficientes indeterminados:

a) Si g(x) = e"*Py(x), una solucién particular es de la forma:
yp(x) = x%e" P, (x),

donde P,,(x) es un polinomio de grado m y k es la multiplicidad de a como raiz
de la ecuacién caracteristica (si a no es raiz, k = 0). Si g(x) = P,(x), entonces a =0
y la solucién particular es:

yp(x) = xkﬁm(x),

b) Si g(x) = ™ (Py(x) cos(bx) + Qn(x) sin(bx)), una solucién particular es:
yp(x) = x*e"*(P,(x) cos(bx) + Q,(x) sin(bx)),

donde P,(x) y Q, (x) son polinomios de grado r = max{m, n} y k es la multiplicidad
de a + bi como raices de la ecuacién caracteristica (si no son raices, k = 0).

Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuacién:
y// —y= e~
Solucién: Primero resolvemos la homogénea:
Y —y=0 = A’-1=0 = A =+l.

Por tanto:

yua(x) = cre* + ce™.
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Para la completa, como g(x) = e* y 1 es raiz simple de la ecuacién caracteristica, la
solucién particular es:
yp(x) = Axe”.

Calculamos derivadas:
yp(x) = A(x + 1)e”, yp(x) = A(x +2)e*.
Sustituimos en la ecuacion:
Ax +2)e* — Axe* =¥ = 24e* =¢* = A= %
Por tanto: .
yp(x) = Exex.
La solucién general es:

1
y(x) =cre* + e + Exex.

6.4.3 Ecuacion de Euler
Una ecuacion de Euler tiene la forma:
Xy gy D x4 any = g(x).

Con el cambio x = ef (considerando x > 0), se transforma en una ecuacién lineal con
coeficientes constantes.

Ejemplo. Hallar la solucién general de:
x2y” = 2xy’ +2y = x°.

Solucién: Hacemos el cambio x = ef, con t = In x. Calculamos derivadas:

dy _1dy A’y 1 (dzy dy)

dx  xdt’ dx2 ~ x2

dt2  dt

Sustituimos en la ecuacién:

1 (d?y dy 1dy
2, - | 2L _ ) oy 222 _ 3t
o Rt AT
lo que se reduce a:
d>y  _dy 3t
e St
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Resolviendo la homogénea:
A2=31+2=0 = A=1,2

Por tanto:
yu(t) = cret + cpe?.

Para la completa, proponemos:
yp(t) = Ae® = y,(t) =3Ae™, yp(t) = 9Ae™.
Sustituimos:

1
9Ae% —9Ae3 + 243 =¢% — 2A=1 — A= 5

Por tanto: .
yp(t) = §€3t-

La solucién general en t es:

1
y(t) = cre’ + cpe® + §e3t.

Deshaciendo el cambio t = In x:

1
y(x) =c1x + Cox? + §x3.

6.5 Aplicacion: flexion de una viga

Como modelo bésico de ingenieria estructural, la ecuacién diferencial de la deflexién
de una viga se utiliza para describir la flexién de una viga bajo una carga aplicada [3].
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Figura 6.1: Esquema de la deflexién de una viga.

La ecuacién diferencial de la deflexién de una viga se puede escribir como:

d*y(x)
EI =

siendo E el médulo de Young de elasticidad del material, I el momento de inercia de la
seccién transversal de ésta, w(x) la carga por unidad de longitud, y y(x) la flexién de la
viga. El producto EI se denomina rigidez a la flexién de la viga.

El médulo de Young es una medida de la rigidez de un material elastico. Se define
como la relacién entre la fuerza aplicada y la deformacién resultante en el material.
Un material con un médulo de Young alto es maés rigido y requiere més fuerza para
deformarse que un material con un médulo de Young bajo. Se expresa en unidades de
presién, como N/m? o Pa.

Las condiciones en la frontera asociadas a esta ecuacién dependen de la forma en
que estan sostenidos los extremos de la viga. En concreto, nos vamos a centrar en el
ejemplo de la Fig. 6.1, en donde ambos extremos estan fijos. En este sistema, la flexiéon
y(x) debe satisfacer las dos condiciones siguientes:

= y(0) =0y y(L) = 0, porque no hay flexién en ese lugar.

= y'(0) =0y y'(L) =0, porque la curva de deflexién es tangente al eje x (o, en otras
palabras, la pendiente de la curva de flexién es nula en ese punto, ya que es un
maximo).

Como ejemplo sencillo, consideremos el caso en el que la carga es uniforme en toda
la viga, es decir, w(x) = wp para 0 < x < L. La ecuacion diferencial a resolver es

diy(x) _wo
dx4 El’

a la que posteriormente afiadiremos las condiciones de contorno. Primero resolvemos la
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ecuaciéon homogénea

d*y(x)
dx4

=0,

de donde obtenemos

yH(x):c1+czx+C3x2+C4x3.

Encontrar una solucién particular es facil en este caso, ya que la derivada cuarta debe
dar el término wo/EI, por lo que

4.
yplx) = 24EI '

quedando la solucién completa

_ 2 3 wo 4
y(x) 24EI"

Por dltimo, tenemos que aplicar las condiciones de contorno. De y(0) =0y y’(0) =0
vemos facilmente que c1 = ¢ = 0, respectivamente. Con las otras condiciones, y(L) =
y y’(L) = 0, obtenemos,

24 L3420 14_0 204l +3cs[2+-273_90.
csLi+ a7t ol =0, 20 L4 3ca L4 2nl” =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones para las constantes obtenemos finalmente

woL2 2 wo 3 wo 4 wo
— + —
24E1" ~ 12EI" T 24EI° T 24EI

y(x) = x%(x — L).

6.6 Problemas aplicados

6.6.1 Movimiento del Péndulo Simple

Enunciado: Determinar el dngulo de desplazamiento 0(t) de un péndulo simple de
longitud | y masa m, considerando las fuerzas que acttian sobre la masa suspendida.

Planteamiento Fisico y Modelo Diferencial No Lineal

Considere una masa m suspendida de una varilla inextendible o alambre de longitud
I, oscilando en un plano vertical. Sea 0 el angulo de desplazamiento medido respecto a
la vertical, tomado como positivo hacia la derecha.

Aplicando la Segunda Ley de Newton (3 F = ma), la fuerza tangencial a la trayectoria
es la componente del peso, m g sin(6), dirigida en sentido opuesto al desplazamiento
positivo de 6. La aceleracién tangencial es a; = 144 y t2 ,por lo que la ecuacién de movimiento
resulta:

2
mlfo =-mgsin(0) = Ejl—f + gsin(E)) =
Nota: Esta ecuacion es no lineal y no se puede resolver en términos de funciones
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elementales. Por ello, se suele recurrir a su linealizacién para pequefas oscilaciones.
Linealizacion (Aproximacién para Pequeiias Oscilaciones)
Si los desplazamientos angulares 0 son pequefios, se puede aproximar sin(0) = 0
(radianes), obteniendo la ecuacién lineal:

d2e ) ,» 8
W +wB0=0, w = 7
Soluciéon del Problema de Valor Inicial (PVI)
Datos:
m [ =245m
= ¢ =9.8m/s?
= 0(0) =10°

= 0’(0) =—-0.4rad/s

Solucion:
Paso 1: Determinar la frecuencia angular y la EDO especifica

»_8_ 98 _ 3

=7 ——2.45—4 — w =2rad/s,
a6
— +460 =0.
dt?

Paso 2: Solucién general
Ecuacién caracteristica: 12 +4 =0 = r = +2i. Solucién general:

O(t) = c1 cos(2t) + cpsin(2t), O'(t) = —2¢q1 sin(2t) + 2¢; cos(2t).

Paso 3: Aplicar condiciones iniciales
Convertimos el dngulo inicial a radianes:

e e
— = — rad.

0(0)=10"- 755 = 15

Posicién en t = 0:

0(0) = c1 cos(0) + cpsin(0) = ¢1 = %

Velocidad en t = 0:
0’(0) = —2¢1 sin(0) + 2¢c3 cos(0) = 2cp = =04 = ¢ = -0.2.
Resultado final:

o(t) = 118 cos(2t) —0.2sin(2t), con O en radianes y ¢ en segundos.
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6.6.2 Sistema Masa-Resorte Amortiguado y Forzado

Enunciado: La ecuacién diferencial general para un sistema masa-resorte amortigua-
do y forzado es:

d?x dx
mﬁ + )/% + kx = F(t)
En este caso: 2 J
X X
—_— — 4x =12
TE +8dt + 64x 8 cos(8t),

con condiciones iniciales x(0) = %, x’(0) = 0.
Solucién: La solucién general:
x(t) = xc(t) + xp(t).
Parte homogénea: Ecuacion caracteristica:
P2+ 8r+64=0 = r=—4+4V3i.

Por tanto:
xc(t) = e (A cos(4V3t) + B sin(4V3t)).

Parte particular: Para 128 cos(8¢), se obtiene:
xp(t) = 2sin(8t).
Solucién general:
x(t) = e (A cos(4V3t) + Bsin(4V3t)) + 2 sin(8t).

Aplicando condiciones iniciales:
1 /
x(0) = 3 ¥ 0)=0,

se obtiene:
11V3

1
A== B=
3’ 9

Finalmente:

x(t) = %LH (3 cos(4V3t) — 11V3sin(4V3t)) + 2 sin(8t).
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6.6.3 Modelado de Dinamica de Poblaciones Forzadas
Enunciado: Consideremos la ecuaciéon diferencial:

AP d°p dp
— +6—— +11— + 6P =60,
dat3 dt? dt

con condiciones iniciales:
P(0) =1010, P’(0) =-2000, P (0)=4000.

Calcule el tiempo minimo t (en afios) para que el componente transitorio P.(t) sea
menor al 1% del valor de estado estable.

Solucién: La ecuacion diferencial dada es lineal, no homogénea y de coeficientes

constantes:
P” +6P” +11P’ + 6P = 60.

1. Solucién de Estado Estable (P,) Buscamos una solucién particular constante
Py(t) = A. Sustituyendo en la ecuacién (donde las derivadas de una constante son
cero):

0+6(0)+11(0)+6A =60 = 6A =60 = A =10.

El valor de estado estable es P, 7. = 10.
2. Solucién Transitoria (P.) Resolvemos la ecuacién homogénea asociada:

P!" + 6P +11P, + 6P, = 0.
La ecuacidn caracteristica es:
A +6A2+110+6=0.

Para factorizar, probamos divisores de 6. Probamos A = —1: (=1)3+6(=1)?>+11(~1)+6 =
-1+6-11+6 =0. Como A = —1 es raiz, factorizamos (usando Ruffini o division
sintética) y obtenemos:

A+1)(A2+510+6)=0 = (A+1)(A+2)(A+3)=0.
Las raices son A1 = =1, A, = =2, A3 = —3. La solucién general es:

P(t)=cret +coe ™ + 3¢+ 10
——

Pc(t) Pp(t)

3. Célculo de Constantes usando Condiciones Iniciales Necesitamos P(t) y sus
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derivadas evaluadasen t = 0:
P(t)=cie™t + coe ™%t + c5e73 + 10,
P'(t) = —cre™ = 2cpe™? — 3¢z,
P"(t) = cre™" + 4cpe ™ + 9cze™.
Aplicamos las condiciones iniciales:
1. P(O) =1010 = c1+cp+¢c3+10=1010 = c¢1 + ¢ + ¢c3 = 1000.
2. P’(0) = =2000 = —c1 — 2c2 — 3c3 = —2000.
3. P”(0) =4000 = 1 + 4cp + 9c3 = 4000.

Sustituyendo
C1 =C3 = 0, Cy) = 1000.

El componente transitorio especifico es:
P.(t) = 0e™" +1000e 2 + 023 = 1000e 2.

4. Tiempo de Decaimiento Buscamos ¢ tal que P.(t) sea menor al 1% del estado
estable (P,stqp1e = 10).
Umbral = 0.01 x 10 = 0.1.

Planteamos la desigualdad:
1000e™ < 0.1,

Tomamos logaritmo natural:
—2t < In(107%),

—2t < —41n(10).

Dividimos por -2 (invierte la desigualdad):

t > 21n(10).
Como In(10) =~ 2.3026:
t > 4.6052.
El tiempo minimo requerido es aproximadamente 4.61 afios. m|
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Problemas

1. Estudiar si las funciones siguientes son linealmente independientes en su dominio
de definicién:

a) {senx, cos x,cos(2x)}
b) {x +1,x%>+x,x> -1}
¢) {log,x,Inx?*,Inx}cona >0ya #1

1244

2. Se considera la ecuacién y® — 2y””” + 5y” = 0. Indicar cuales de las siguientes

funciones son soluciones de la ecuaciéon diferencial:

a) yi(x) = x

b) ya(x) = e“senx cos x

) y3(x) = x —e* cos(2x)

d) ya(x) = xe*

Hallar la solucién general de las siguientes ecuaciones:

3.y =3y +2y =0
4. yW -2y +y”" =0
5. v +4y” +13y"’ =0
6. y® —y® 12y 2y + Yy’ —y =0
7. y" =8y’ +16y =2x -1

X

8. v’ -y -2y=e"
9. y” — 4y’ + 5y = e**(2cos x + xsenx)
10. y”" +y’ = 2senx + ™%

11. y” — 4y = 36xe®

1
senx

12. vy +y' =
13. y”" —-6y" +9y = exi;

’” _ 1
14. Yy +9y ~ 4sen(3x)
15. y"(x) =2y’ (x) + y(x) = e“ Inx
16. x>y” +xy’ +y =0
1
2

17. x?y” +6xy’ + 6y = 5

X
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

x3y/// + 3x2y// + 5]/ =0
2x + 1%y +2(2x + 1)?y” + 2x + 1)y’ =0
Encontrar, para cada caso, la ecuacién diferencial lineal homogénea con coeficientes

constantes, de menor orden posible, para la cual las siguientes funciones son
soluciones particulares de la misma:

a) y1(x) = e*, ya(x) = e**, y3(x) = 1

b) y1(x) = x2, yo(x) = 3senx, y3(x) = xe ™ cos(2x)

O (%) = 12, ya(x) = xe¥, y3(x) = e cos x

d) y1(x) = (x® +2x — 1)e™™, ya(x) = cosx +5
Hallar la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes, de menor orden
posible, para la cual las funciones y;1(x) = xe* e y2(x) = senx son soluciones

particulares de la ecuacion homogénea, y la funcién y,(x) = x* es una solucién
particular de la ecuacién completa.

Resolver la ecuacion diferencial y”’(x) + y(x) = 2cos x y determinar la solucién
del problema de valores iniciales

y”(x) + y(x) =2cosx
y(0) =5
y'(0)=2

y"—ay=0

y// + y = er

y” +y =2cosx

"o, 1
yoy= e* +1
y// —y = e¥

144 — 1
4 y= cos(2x)

144 —_ 1
yory= cos(x)
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Soluciones

1. a) Son Li.
b) Son 1.d.
¢) Son Ld.

2. a) Si
b) Si
c) Si
d) No

3. y=cie* + cre?x

4. y =cy +cox + c3e* + cyxe”
5. ¥ = c1 + e?*(cy cos(3x) + czsen(3x))
6. y = c1e* + (c2 + c3x) cos x + (c4 + c5x)senx

7.y = c1e* + coxe + %x

— a2 —x _1,,-
8. y=c1et + et —3xe™"

9. y = e¥(c1 cos x + cpsenx) — e (1x? cos x — 2xsenx)

10. y = ¢1 + c2cos x + c3senx — xsenx — %6_33{
11. y = c1e® + cpe ™2 + ¥ (3x - 2)

—COS X
1+cos X

12. y = c1 + c2cos x + cz3senx + In

13. y = c1e> + cpxe®™ — In|x|e®*

— cos x In [senx| — xsenx

14. y = c1 cos(3x) + casen(3x) — 12x cos(3x) + 36sen(3x) In |sen(3x)|

15. y = c1e™ + coxe™ + 3x%e* Inx — 3x?

X
16. y = c1 cos(Inx) + cpsen(In x)

17 y=3+3+ 2lnx

18. y = 1cos(lnxz) + sen(lnx )

19. y = c1(2x + 1) cos(In V2x + 1) + c2(2x + 1)sen(In V2x + 1) + c3

20. a) ¥y -3y" +2y"' =0
b) ¥y +4y® + 15y + 24y© + 39y 4+ 20y + 25y = 0

180



CAPITULO 6. EDOS DE ORDEN SUPERIOR

c) y(7) — zy(6) _ 10y(5) + 6y(4) + 45y/// =0
d) y© + 3y +4y® +4y® +3y” + v =0

21, y@ -2y +2y” -2y’ +y = x> —4x +4

22. Solucién general: y = c1 cos x + cpsenx + xsenx
Solucién del problema de valores iniciales: ¥ = 5 cos x + 2senx + xsenx

cle‘/ax + cze‘\/ax, a>0
23. ¥y =4c1 + Cox, a=0

c1 cos(yV—ax) + cpsin(y—ax), a <0

. 1
24. y =c1cosx + cpsinx + gezx

25. y =c1cosx + cpsinx + x sinx

X _ ,—X
et —e _fex_l

2 2 2

26. y =cie® + e +1In(e* +1)
_ 1
27. y =cre* +cpe”t + Exex

28. y = c1cos(2x) + cp sin(2x) + iln(cos(2x)) cos(2x) + %sin(Zx)

29. y = c1cosx + ¢z sinx + cos(x) In(cos x) + x sin x
— —2x —2x —-Xx
30. y =cre ™ +coxe "t te

3l. y = c1eZ + cpxe®
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Capitulo 7

Sistemas de ecuaciones diferenciales or-
dinarias lineales

7.1 Conceptos basicos

Definicion 7.1.1. Se llama sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (S.E.D.O.)
a m relaciones entre una variable independiente f,n variables dependientes
x1(t), x2(t), ..., xx(t) y algunas de sus derivadas, es decir, a un sistema de la forma

Fi(t,x1,x0,...,xn,x1",x2", ..., x",x1”,...)=0
Fa(t,x1,x0,..., x5, x1",x2", ..., x",x1”,...)=0

Fo (t,x1,%x2, ..., %0, %1, %2, ..., %/, x1”,...)=0

Tomaremos n = m. El orden de un S.E.D.O. es el mayor de los 6rdenes de las

derivadas que contiene.

Un S.E.D.O. es lineal si todas las ecuaciones diferenciales que lo forman son lineales
respecto a las variables dependientes.
Un S.E.D.O. lineal de primer orden estd dado en forma canénica o normalizada si tiene
la expresion

x1 = fut)xr + frat)x2 + ...+ fin(H)xn + g1(¢)
xy = fa(B)x1+ faa(B)x2 + ... + fan(t)xn + 2(t)

(D)
x1/1 = fnl(t)xl + fn2(t)x2 +...+ fnn(t)xn + gn(t)
Suponemos que fij(t), gi(t)Vi,j = 1,...,n son funciones reales continuas en un
intervalo I = [a, b].
Sigi(t) = go(t) =... = gu(t) =0Vt €I =[a,b], el sistema (I) se denomina homogéneo.

En caso contrario se dice que es no homogéneo o completo.
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Si las funciones f;j(t), parai,j =1,...,n, son constantes (es decir, f;;(t) = a;; € R),
entonces el sistema es un S.E.D.O. lineal con coeficientes constantes.

Ejemplo. El sistema
x" =2t x +t2y + sent,

Yy =3x+ (cost)y +ef,

es un S.E.D.O. lineal completo de primer orden en forma canodnica, con variable
independiente ¢ y funciones desconocidas x(t) e y(t).

Ejemplo. Una solucién del sistema

x'=x+2y,
y' =3x+2y,

x(t) = e,
— _p-t
y(t) = —e".
Cualquier S.E.D.O. puede escribirse como un sistema de primer orden, es decir, un
sistema en el que solo intervienen derivadas primeras.

es

Ejemplo. Dado el sistema

X +tx' 42y =341,
y” +tx’ =sen(2t),

definiendo z = x" y v = i/, se obtiene el sistema de primer orden

x =z,
y'=v
Z+tz+2y=t3+1,

v’ +tz = sen(2t).

A partir de ahora se consideran S.E.D.O. lineales de primer orden en forma canénica.

183



CAPITULO 7. SISTEMAS DE EDOS LINEALES

Teorema 7.1.1 (Teorema de existencia y unicidad). Sea el problema de valor inicial

x1 = fut)xr + fraB)x2 + -+ fin(t)xn + g1(t),
x5 = for(t)x1 + fao(t)xa + - + fan(t)xn + g2(t),

Xy = fu1(t)x1 + fua(t)x2 + -+ + fun(t)xn + gu(t),

xl(tO) = x(l)’ x2(t0) = xg/ ey xn(tO) = x%/

donde x?, ..., X2 e R.Si fij(t) y gi(t) son continuas en un intervalo I = [a, b], con
to € I, entonces existe una tnica solucién x1(t), ..., x,(t) enI.

El sistema anterior puede escribirse matricialmente como

X

fi(t)  fr2(t) - fn(t)\ [x1 g1(t)
_ far(t)  folt) -+ fan(t) || x2 . <2(t)

X

SN SN

x;, fnl(t) fnZ(t) fnn(t) Xn gn(t)

Equivalente a
X'(t) = F(t) X(t) + G(t),

donde
X1 fut)  fat) o fin(t) g1(t)
x=|,  pp= |0 RO O gy 80
o Fa®) fiol®) o funlt) &)
El sistema homogéneo asociado es
X'(t) = F(£) X(b). (1)

Ejemplo. El sistema
x'=x+y,
Y =x+y+t,

)= 3G+ 0)

puede escribirse como
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Una solucién es

2ot 1
(XY "7 717 s
X(t)_ - 2 7
y(t) ot 1
4 48
es decir, ,
t t 1
H=-7-1"%
T |
= 17173

7.2 S.E.D.O. lineales homogéneos

Definiciéon 7.2.1. Las funciones vectoriales

hi1(t) hio(t) hik(t)
mo=| 2 o =| =0 | me=| 0,
hnl(t) hnZ(t) hnk(t)

son linealmente independientes (L.i.) en [a, b], silaigualdad A1 Hi(t) + AoHa(t) +. .. +
AkHi(t) = 0 para todo t € [a, b] se cumple tinicamente para A; = Ay = ... = A, = 0.
Si no son linealmente independientes, se dice que son linealmente dependientes

(1.d.).

Teorema 7.2.1. Sean el sistema lineal homogéneo dado en (II) X'(t) = F(t)X(t) y las
n soluciones

x11(t) x12(t) X1a(t)
Xi(t) = xﬂ:(t) X (t) = xzzz(t) o Xn() = xz”:(t) . (1)
xn1(t) xn2(t) Xnn(t)

Entonces, Xi(t), Xo(t), ..., X, (t) son linealmente independientes en [a, b].

Teorema 7.2.2. El conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo (II), X'(t) =
F(t)X(t), es un espacio vectorial de dimension n.
Si Xj(t), ..., X,(t) son soluciones linealmente independientes, entonces la solucién
general es

X(t) = c1Xa(t) + - + ca Xn(t),

donde cq, ..., c, € R son arbitrarios.
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Definicién 7.2.2. Sea el sistema lineal homogéneo (II), X’(t) = F(t)X(t).

Un conjunto fundamental de soluciones en I es un conjunto formado por n soluciones
linealmente independientes en I.

Una matriz fundamental de soluciones en I es una matriz cuyas columnas forman un
conjunto fundamental de soluciones en I.

Observacion. Si

x11(t) x12(t) - x1a(t)
o(t) = le:(f) Xzzz(f) x2n'(t)
xnl(t) an(t) e xnn(t)

es una matriz fundamental de X’(¢) = F(t)X(t), la solucién general puede escribirse

como
€1

X(t)=¢Mt)C, C=

Cn

7.2.1 Sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes

Consideremos el sistema

X7 ain ar e am\ (X1

’

b ap1 Az - dy || X2

=t T . =  X(t)=AX(),
x;,1 Apl Ap2 **° Aun) \Xn

donde a;; € R para todo i, .

Teorema 7.2.3. Si A € R es un autovalor de A y ii es un autovector asociado, entonces
X(t) = eMi

es solucion de X'(t) = AX(t).

Teorema 7.2.4. Sean A1, ...,A; € R (no necesariamente distintos) autovalores de A
con autovectores asociados iy, . . ., il, linealmente independientes. Entonces

A

e 11%111, 500 eA"t_)

Up

forman un conjunto linealmente independiente de soluciones del sistema.
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Observacién. Si A = a + bi (b # 0) es un autovalor complejo de A, y su autovector
asociado es Z = Z; + iz, con Z1,Z» € R”, entonces A¢ = a — bi es también autovalor
con autovector asociado zZ¢ = Z; — iZ».
Ademas,

eMZ = e (cos(bt) + i sin(bt))(Z1 + iZ2)

y sus partes real e imaginaria son soluciones reales linealmente independientes.

Teorema 7.2.5. Sea A = a + bi (b # 0) un autovalor de A con autovector Z = Z1 + iz,
Z1,z2 € R". Entonces

Xi(t) = (21 cos(bt) — Z sin(bt)), Xo(t) = e (Z1 sin(bt) + Z, cos(bt))

son dos soluciones reales linealmente independientes de X'(t) = AX(t).

Teorema 7.2.6. Sea A € R un autovalor de A con multiplicidad algebraica m y
dim V(A) = 1. Sean
(A-ADi; =0, i #0,

(A = ADiip = iy, (A = Az = iy, cee, (A= ADty = ty_1.
Entonces las funciones

e/uﬁll

A (172 + ﬁlt) ,

2
e (u3 + Upt + Mlg) ,

.« ey

tm—Z tm—l

TR TR ]

A (ﬁm Uy gt + -+ 1

son m soluciones linealmente independientes de (IV).

A continuacién estudiamos los casos posibles cuando A es de orden 2 o 3.

A matriz de orden 2

Sean A1, A3 los valores propios de A.
a) A, A eR, A1 # Ao

A

e 1fﬁ1, e/\zi’"

Uz

son dos soluciones linealmente independientes, donde #; es un autovector asociado a A;.
b)Ai=a+bi,Ay =a—-0bi,b#0.

187




CAPITULO 7. SISTEMAS DE EDOS LINEALES

Xi(t) = e (Z1 cos(bt) — Za sin(bt)) Xo(t) = e (Z1 sin(bt) + Z3 cos(bt))

son soluciones reales linealmente independientes, donde Z = Z; + iZ; es un autovector
asociado a Aq.
C)/\1:A2=A€R.

= dimV(A) =2:
e/\tﬁll e/\tﬁz
son dos soluciones linealmente independientes.

= dimV(}) = 1:

6/”17[1, e (ﬁz + ﬁlt)

son soluciones linealmente independientes, con (A — Al )iy = iij.

A matriz de orden 3

Sean A1, A2, A3 los valores propios de A.
a) A, A2, A3 € R distintos dos a dos.

A A

eMtigy, ety ety

us
son tres soluciones linealmente independientes.
b)Ai=a+bi,Ay=a—-bi(b+#0),A; €R.
e™ (Z1cos(bt) — Zpsin(bt)), e (Zysin(bt) + Zy cos(bt)), e™iis

son tres soluciones linealmente independientes.
A=A =A, A3 # A,

= dimV(A) =2:

eAtﬁl, e)\tﬁz, €A3tﬁ3
= dimV(A) =1:

e“ﬁl, e (172 + ﬁlt) , €A3t173
con (A - /\I)ﬁz = 1711.

d)Alz/\z:/\3=/\€R.
s dimV(A) =3:

eAtﬁL eMﬁz, e/\tﬁg,.
. dim V(1) = 2:

e“ﬁl, eAtl_iz, eM (17[3 + (Clﬁl + Czﬁz)t) ,
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donde (A - Al)ﬁjg = C1ﬁ1 + Czﬁz.
= dimV(1) = 1:
2
e’ uy, e/t (ﬁz + ﬁlt) , e/t (ﬁg + ﬁzt + ﬁlg) ,
con (A - /\I)ﬁz = ﬁl y (A — Af)ﬁg = ﬁz.

Ejemplo. Hallar la solucién general del sistema

x'=x+2y,

y' =3x+2y.

Solucion: 1. Expresion matricial

El sistema se escribe como X’ = AX con

“fy xf)

2. Valores propios

Calculamos |A — AI| = 0:

'1—/\ 2

=(1-1)(2-1)-6=A2-31-4=0.
32_A'()\)( N=-6=A7-31-4=0

A=4)(A+1)=0 = AM =4, A=-1.

3. Vectores propios

Para A1 = 4:

Para A, = —1:
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Tomando v, = 1, resulta v, = —1:

4. Solucién general
La solucién es
X(t) = Cre*t (;) + Coe™t (_11) .
En componentes:
x(t) = 2Cre*t + Cpe ™,
y(t) = 3Cre* — Cpe™.

Ejemplo. Hallar la solucién general del sistema

x'=-2x -2y,
y’ = -2y + e 2t

Solucién: La solucién general es X(t) = Xn(t) + Xp(t). Escribimos el sistema como
X' = AX + G(t):
-2 -2 0
A = t) = .
[0 3 co=leay)

1. Solucién homogénea Xy

El autovalor es A = =2 (multiplicidad 2). Un autovector es

1 = ((1)) , X1(t) = e 2t ((1)) .

Buscamos un vector generalizado 7, tal que (A + 2I)0, = 1:

= = -2 =1= = —5.
(O 0 ) (02]/) (0) o2 o4 2

- O — - - te_zt
Uy = (_1) , Xz(f) =e 2t (tvl + UZ) = (_le—Zf) .
2

2

Tomamos

La solucién homogénea es

Xu(t) = C1X1(t) + C2Xo(1),
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es decir,
xp(t) = Cie™? + Cote ™,
C
yu(b) = ——e ™,

2. Solucién particular Xp (variacién de constantes)

Tomamos
Xp(t) = c1(t)Xa(t) + c2(t) Xa(t),

y resolvemos
chi + XzCé = G(t)
Sustituyendo:
e~2cl +te el =0,
1,-2t 1 _ =Dt
—ze s =e Vt.

De la segunda ecuacién:
¢y = -2Vt = —2t1/2,

De la primera ecuacién (dividiendo por e )
’ ’ _ 1 _ n43/2
c;+tc,=0=c] =277,
Integracion:

4 4
cl(t)=/2t3/2dt=gt5/2, cz(t)z/—Ztl/zdt=—§t3/2.

Construimos Xp:

4 2t 4 te~2t
Xp(t) =c1Xq+c2Xo = (_t5/2) (e ) + (‘_t3/2) ( 163—215) -

5 0 3 =
4t5/2 -2t 4t5/2 -2t _ﬁtS/ze—Zt
e I L P ST
243/2¢-2 %t3/2e—2t

e—2t te—Zt
X(t)=C ( 0 ) +Cy (—%e‘zt) + gt3/2e—2t
3
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En componentes:

x(t) = Cre 2 + Cote ™2 — %t5/ze‘2t,

2
y(t) = —%E_Zt + §t3/7-e‘2t.

7.3 Aplicacién: modelizacion de terremotos

El comportamiento de los edificios frente a terremotos puede ser modelado utilizando
ecuaciones diferenciales que describen la dindmica estructural del edificio.

Para ello, se modela el edificio como un sistema mecdnico compuesto por masas,
resortes y amortiguadores. Las masas representan los diferentes componentes del
edificio, como columnas, vigas, muros, etc. Los resortes representan la rigidez de los
materiales, mientras que los amortiguadores modelan la resistencia al movimiento
debido a la friccién y otros factores.

Las ecuaciones diferenciales que describen la dindmica del edificio son entonces
resueltas numéricamente para determinar cémo se moveré la estructura durante un
terremoto. Estas ecuaciones incluyen términos que representan las fuerzas que acttian
sobre el edificio, como la fuerza del terremoto y las fuerzas de friccién.

En general, un edificio se considera seguro si su respuesta a un terremoto se mantiene
dentro de ciertos limites aceptables. Estos limites se basan en factores como la capacidad
del edificio para soportar cargas, la capacidad de los materiales de construccién para
resistir deformaciones y la capacidad de los sistemas de anclaje y sujeciéon para mantener
las partes del edificio unidas.

Vamos a ver ahora un ejemplo sencillo de cémo modelar un edificio y estudiar su
comportamiento frente a terremotos [3]. Supondremos que el i-ésimo piso de un edificio
tiene masa m;, y que los adyacentes estdn unidos por un conector eldstico, cuya accion se
parece a la de un resorte. En el caso normal, los elementos estructurales de los grandes
edificios son de acero, que es un material muy eldstico. Cada unién suministra una
fuerza de restituciéon cuando los pisos se desplazan entre si. Supondremos que es valida
la ley de Hooke, cuando la constante de proporcionalidad es k, entre los pisos i-ésimo e
(i + 1)-ésimo. Es decir, la fuerza de restitucién entre esos dos pisos es

F =ki(xi1 —xi),

donde x; representa el desplazamiento horizontal del i-ésimo piso, respecto del equilibrio,
y Xi+1— X; es el desplazamiento del (i +1)-ésimo, en relacién con el i-ésimo piso. También
supondremos que hay una relacién similar entre el primer piso y el suelo, y que su
constante de proporcionalidad es k.

Aplicando la segunda ley de Newton a cada piso del edificio se tiene el sistema de
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ecuaciones de segundo orden:

mixy = —kox1 + ki(x2 — x1)
myxy = —ki(x2 = x1) + ka(x3 — x2)
mpx, = —kn-1(xpy — x4-1)

Podemos ver el sistema de ecuaciones diferenciales de forma matricial:

x1(t) m 0 -+ O
xo(t 0 mpy -~ O
e Ve R |

X, (t) o 0 - my
—(ko + k1) k1 0 0 -~ 0 0
—k1 —(k1 + kz) k2 o --- 0 0
K = 0 k2 —(k2+k3) k3 0 0
0 0 0 0 - kp —kpot

Asi que el sistema se puede escribir de la forma
MX" =KX. (7.1)

A las matrices M y K se les llama matriz de masa y matriz de rigidez n X n del edificio,
respectivamente. No6tese que la matriz M es diagonal, donde la masa del i-ésimo piso
del edificio es el i-ésimo elemento diagonal. Como la matriz M tiene por inversa

ml_1 0 0
M 0 my? 0
0 0 m1

llegamos a la ecuacién matricial de un sistema homogéneo de segundo orden, en la
forma normal
X" = AX,

donde A = MK.
Hay dos formas distintas de resolver este problema. Por un lado, podemos convertir
el sistema en uno lineal con mas variables, a saber

/ /

x3:x1, x4:x2.

De esta manera, tendremos un sistema con 4 variables en vez de 2, pero lineal, lo que
nos permitird resolverlo siguiendo los apuntes vistos en las clases de teoria.
Sin embargo, una forma mas f4cil de proceder es asumir una solucién con senos y
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cosenos (ya que estamos trabajando con el equivalente a muelles), es decir
X; =c;Vicos wit o X; =s;Visenwit,

con ¢; y s; constantes y V; un vector de n componentes. Entonces, sustituyendo esto en
la ecuacién diferencial vemos que, tanto para la solucién con seno o coseno, se cumple

(A+@?)Vi =0,

es decir, w; esta relacionada con los valores propios de la matriz mediante a)l.z =-Aiy
Vi es un vector propio asociado. La solucién genérica vendra entonces dada por

X(t) = Z Vi(cicos wit + sjsin w;t) .
i

Los valores propios de A indican la estabilidad del edificio durante un terremoto.
Son negativos y distintos. Por lo tanto, si el periodo de oscilacién es mayor al de un
terremoto normal (que suele ser entre 2 y 3 segundos), el edificio no correra peligro.

Como ejemplo sencillo, consideraremos un edificio de dos pisos, cada uno con masa
m = 5000 kg, y con constante de restitucién k = 10000 kg/s?. En este caso, el sistema de
ecuaciones diferenciales se simplifica asf:

1

4

2

x! = —4x1 + 2x7
x = 2x1 - 2x,

A partir de la matriz correspondiente vemos que los valores propios son A = =3 + V5,

por lo que w1 = V3 + V5 y w, = V3 — V5. Los vectores propios asociados son
1 2 1 2
Vi= 1/5(4_0)1) ’ Vo = 1/5(4_(‘)2) ’
respectivamente. Por lo tanto, la solucién al sistema vendra dada por

x1(t) = ¢1 cos w1t + ¢ sin wyt + €3 cos wat + ¢4 sin wat

1 1
xo(t) = 5(4 - a)%) (c1 cos wit + cpsin wit) + 5(4 - w%) (c3 cos wyt + c4sin wot) .

7.4 Problemas aplicados

7.4.1 Circuito Eléctrico (Red RL Acoplada)

Enunciado: Considere una red eléctrica en serie con un inductor y un resistor. Segtn
la Ley de Kirchhoff, la ecuacion diferencial para la corriente i(t) en un circuito LR en
serie con un solo bucle es:
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donde L (inductancia) y R (resistencia) son constantes.

En un ejemplo méas complejo, para un generador con E=100V,R =10QyL=1H,
el sistema de ecuaciones diferenciales que describe las corrientes 71(t) e i3(¢) en una red
eléctrica acoplada es:

% = 1011 - 20i2/

con condiciones iniciales
i1(0) =0, 1i(0)=0.

Hallar las corrientes i1(t) e i2(t) en funcién del tiempo.

Solucion: Para resolver el sistema, comenzamos escribiéndolo en forma matricial:

, _[(-20 10 _ (100
r=arena=(20 00 5=

. . . a .
Primero buscamos una solucién particular constante I, = ( b)' Esta debe satisfacer:

Al, +B =0,
lo que conduce al sistema:
—20a + 10b = =100, 10a —20b = 0.

Resolviendo, obtenemos:

por tanto:
20/3
I, = .
10/3
A continuacién, calculamos la solucién homogénea. Para ello hallamos los autovalores

de A:
det(A - AI) =0 = (A +20)? = 100,

de donde:
A1 = —10, Ar = =30.

Los autovectores asociados son:

A (L1),  Ax: (1,-1).
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Asi, 1a soluciéon homogénea se escribe como:

1 1
Ih(t) = Cle_lot (1) + C2€_30t (_1) .

La solucién general es la suma:
I(t) = In(t) + 1.

Aplicando la condicién inicial I(0) = 0, obtenemos:

20 10
C + C = 5 C - C =~
1+ L2 3 1—C2 3
de donde: -
Cl = —5, C2 = —5
Finalmente, la solucién queda:
i(t) = —He 10t _ 56—301L + = ir(t) = _5e~10t 56_30t 4 =

7.4.2 Problema de Mezclas

El estudio de sistemas de tanques acoplados es un ejemplo clasico de ecuaciones
diferenciales aplicadas a procesos de transporte y mezcla. En este problema, dos tanques,
A'y B, contienen inicialmente 100 gal de salmuera cada uno y estan conectados mediante
flujos que permiten el intercambio continuo de solucién entre ellos, ademas de la entrada
y salida desde el exterior.

Los caudales impuestos determinan tanto la variacién del volumen en cada tanque
como la evolucién temporal de la cantidad de sal disuelta. Dado que la concentracién en
cada tanque cambia con el tiempo, el sistema resultante es dinamico y requiere plantear
ecuaciones diferenciales que describan la tasa de entrada y salida de sal en funcién de los
volimenes y concentraciones instantaneas. Este tipo de modelos ilustra cémo el balance
de masa conduce de manera natural a sistemas lineales, en general no auténomos, que
permiten predecir la evolucién de la mezcla.

En el caso concreto a estudiar, los flujos entre el exterior y los tanques, asi como los
intercambios entre ellos, estdn dados por:

A — B:5gal/min, B — A:1gal/min,

Exterior — A : 1gal/min con concentracién 21b/gal, B — Exterior : 4 gal/min.

A partir de estos datos se debe formular el modelo matematico que describe la evoluciéon
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temporal de la cantidad de sal en cada tanque.

Solucién: Definimos x1(t) y x2(t) como las cantidades de sal (Ib) en A y B. La ecuacién
general es:
Tasa de cambio = entrada — salida.

Primero, calculamos los voltimenes: - Tanque A: flujo neto 1 + 1 —5 = -3 gal/min,
por lo que:
Va(t) = 100 — 3t.

- Tanque B: flujo neto 5 — 1 — 4 = 0, entonces:
Va(t) = 100.

Luego, la ecuacién para A es:

dxq X2 5x1
ar 2100 " To0-3t

La ecuacion para B es:
dx;  5x1 _ X2
dt ~ 100-3t 20

Finalmente, el modelo queda:

dxl _ 5 ot 1 .
dr T 100-3t0" 100 _ B
dv, 5 1 x1(0) =0, x2(0) =0.
at —100-3t"" 2077
Este sistema es lineal pero no auténomo debido al término 100 — 3t. O

7.4.3 Serie de Desintegraciéon Radiactiva

Consideramos una serie de desintegracion radiactiva en cadena:
Mo A
X—-Y—>/Z,

donde X(t) esla cantidad del nucleido inicial, Y(¢) la del intermediario (también inestable)
y Z(t) la del producto final estable. Los parametros A; > 0 y A, > 0 representan las
constantes de desintegracion, bajo el modelo estandar

dx
E = —-Ax.
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La evolucién temporal de las cantidades x(t), y(t), z(t) esta dada por el sistema lineal:

dx

a = h
dy

4§ — = —_

it /\1x Azy,
dz

ar =Y

Supondremos que inicialmente solo estéd presente el primer elemento:
x(0) = xo, y(0) =0, z(0) = 0.

1. Solucidn para x(t). La ecuacion es separable:

d
d_)tc = —Aix = x(t) = xpe M

2. Solucidn para y(t). Sustituimos x(t):

d
_]/ + Ay = A1xpe”

Aqt
dt )

Se trata de una ecuacion lineal de primer orden y’+p(t)y = g(t), con p(t) = A,. Aplicando
la férmula de la solucién general presentada en el Capitulo 5:

y(t) = g_/)\zdt (C + / Alxoe—/\ltef/\zdt dt) — e—Azt (C + /\lXO/ e(/\z—/\l)t dt) )

Caso general A; # A;. Resolviendo la integral:

_ /\1x0 _ _ A1X0 _
F) = Aot C 4+ ==Y (A=At — C Aot + 20 )L1t'
y(t)=e ( Az—/he e /\2—/\16

Aplicando y(0) = 0:

A1xo A1xo
0=C+ — C=- .
Ay — Aq Ary—Aq
Por tanto,
A1xo ( Mt A t)
) = 20 (et — g2t
y(t) P e e

Caso especial A; = A; = A. La integral se simplifica a f eOdt = t:
y(t) = e M (C + Axot).
Como y(0) = 0, tenemos C = 0, y resulta:

y(t) = Axot e,
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3. Solucién para z(t). El sistema conserva la cantidad total:

x(t) + y(t) + z(t) = xo.

Por tanto,
z(t) = xo — x(t) — y(t).

Para el caso general A1 # Aj:

Mt _ ﬂ (e—/\lt _ e—)\zt) .

z(t) = xp — xpe~ R

7.4.4 Modelo de brote zombie (S-I-Z-R)

Considera una poblacién en la que puede producirse un brote “zombie”. Se dividen
los individuos en cuatro clases:

S(t) : susceptibles, I(t) : infectados humanos, Z(t): zombies, R(t): removidos (muertos).

Un modelo tipo SIZR propone el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales:

as

i -BSZ,
% =BSZ - pl,
Z—f =pl-aSZ,
[ii_]: =aSZ.

En este ejercicio trabajaremos con los valores numéricos:

y las condiciones iniciales:
S(0) =100, I1(0)=0, Z(0)=1, R(0)=0.

Este sistema no tiene coeficientes constantes y por lo tanto no podemos resolverlo con
los métodos que hemos visto. Sin embargo, se puede estudiar su comportamiento de
forma numérica.

1. Explica el significado de cada término de las ecuaciones anteriores a partir de
interacciones del tipo susceptible-zombie e infectado—zombie.

2. Considera la poblacién total
N(t) = S(t) + I(t) + Z(t) + R(t).
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Demuestra, usando el sistema de ecuaciones, que N(t) es constante para todo .

3. Encuentra los puntos de equilibrio del sistema bajo la hipétesis de que N es
constante. ;Existe un equilibrio sin zombies (Z = 0)? Discute, de forma cualitativa,
la estabilidad de un equilibrio sin zombies frente a pequefas perturbaciones (por
ejemplo, aparicién de unos pocos zombies).

4. Para los pardmetros y condiciones iniciales dados,

1

1
ﬁ_ml p_ll a—m/ S(O)-lOO, I(O)_Ol Z(O)_ll R(O)_OI

realiza dos pasos del método de Euler explicito con paso h = 1:

(ST’I+1/IT’I+1/Z1’I+1/RV[+1) = (Sn/In/Zn/Rn) + h (fS/ fI/ fZI fR)(Sn/In/Zn/Rn)/

donde (fs, f1, fz, fr) son las funciones dadas por el sistema.

a) Calcula (5(1),1(1), Z(1), R(1)) aproximados.
b) Calcula (5(2),1(2), Z(2), R(2)) aproximados.

(Las operaciones deben poder realizarse a mano, usando solo sumas, productos y
fracciones sencillas.)

5. Interpreta cualitativamente la evolucién aproximada obtenida en el apartado
anterior: jaumenta o disminuye el nimero de zombies al principio?, ;cémo
reaccionan las otras poblaciones?

Solucién: 1. Significado de cada término de las ecuaciones

» SZ: Representa la tasa de transmisién de la “infeccién”. Ocurre cuando un
Susceptible (S) se encuentra con un Zombie (Z). El signo negativo en dS/dt
indica que los susceptibles disminuyen, y el signo positivo en dI/dt indica que
pasan a ser Infectados (en periodo de latencia).

» pl: Representa la tasa de transformacién o conversién. Los humanos Infectados
(I) mueren y se reaniman como Zombies (Z). Disminuye la poblacién I y
aumenta la poblacién Z.

» aSZ: Representa la tasa de eliminacién de zombies. Ocurre cuando un Suscep-
tible interacttia con un Zombie y logra eliminarlo (destruirlo). Disminuye la
poblacién Z y aumenta la poblacién de Removidos (R).

2. Demostracion de que la poblacién total N(t) es constante
Definimos N(t) = S(t) + I(t) + Z(t) + R(t). Derivando respecto al tiempo:

dN _ds I dZ  dR
At dt  dt  dt  dt’
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Sustituyendo las ecuaciones del sistema:

T = (pS2)+ (BSZ ~ pI) + (pl - aSZ) + (aS2).

Agrupando términos semejantes:

dd—f — (BSZ - BSZ) + (ol — pI) + (aSZ — aSZ) = 0.
Al ser la derivada nula, N(t) es constante para todo ¢.
3. Puntos de equilibrio y estabilidad sin zombies

Para encontrar los puntos de equilibrio, igualamos las derivadas a cero:

1. —-pSZ = 0.

2. BSZ - pl = 0.
3. pl —aSZ =0.
4. aSZ =0.

De la ecuacién (1) y (4), suponiendo 8, a # 0, tenemos dos posibilidades: S = 0 o
Z=0.

» Si Z = 0: Sustituyendo en (2) o (3), obtenemos pI =0 = [ = 0. Por tanto,
cualquier estado de la forma (5%, 0,0, R*) es un punto de equilibrio. Este es el
equilibrio libre de enfermedad (sin zombies).

» Si S = 0: Sustituyendo en (2), —pI =0 = I = 0. Sustituyendo en (3), Z’ = 0 se
cumple siempresil =0y S = 0. Por tanto, (0,0, Z*, R*) también son equilibrios
(extincion humana).

Discusién cualitativa sobre Z = 0: Si estamos en un equilibrio (Sp, 0, 0, 0) y se introduce
una pequefia perturbacién (un zombie, Z > 0), observamos dI/dt = fSZ. Como S
es grande y f > 0, el nimero de infectados crecerd inicialmente. Estos infectados
acabardn convirtiéndose en nuevos zombies (dZ/dt recibe pI). A menos que la
capacidad de los humanos para matar zombies (@#SZ) sea enormemente superior a
la tasa de infeccién (BSZ), la introducciéon de zombies desestabilizara el equilibrio y
comenzard el brote.

4. Método de Euler explicito (1 = 1)

Condiciones iniciales: So = 100, Ip =0, Zp = 1, Rg = 0. Pardmetros: § = 0.01, p =
1, a =0.01.
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Las funciones de derivada son:

fs=—-0.01-5-2,
f1=001-S-Z-1-1,
f7=1-1-0.01-5-Z,
fr=0.01-S-Z.

(a) Paso 1: Calcular parat =1 Valoresenn =0: S =100, =0,Z=1,R =0.

fs(0) =-0.01-100-1 = -1,
f1(0)=0.01-100-1-0=1,
f2(0)=0-0.01-100-1 = -1,
fr(0)=0.01-100-1 = 1.
Actualizacion (h = 1):
S1=100+1(-1) = 99,
L=0+1(1) =1,
Z1=1+1(-1)=0,
Ri=0+1(1)=1.

Resultado aproximadoent =1:{(99,1,0,1) |
(b) Paso 2: Calcular parat =2 Valoresenn =1:5=99,1=1,Z=0,R=1.

fs(1)=-0.01-99-0 =0,
£(1)=0.01-99-0-1-1=—1,
f7(1)=1-1-0.01-99-0=1,
fr(1)=0.01-99-0 = 0.

Actualizacion (h = 1):
S> =99 + 1(0) =99,

L=1+1(-1)=0,
Z,=0+1(1) =1,
Ro=1+1(0)=1.

Resultado aproximadoent =2:{(99,0,1,1) |

5. Interpretacion cualitativa

En el primer paso, la interaccién entre los 100 humanos y el tinico zombie resulta
en que el zombie es eliminado (Z baja a 0 y R sube a 1), pero antes logra infectar
a un humano (S baja a 99 e I sube a 1). En el segundo paso, como no hay zombies
activos, no hay nuevas infecciones ni muertes de zombies, pero el humano infectado
completa su periodo de incubacién y se transforma en zombie (I bajaa 0y Z sube a
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1). El namero de zombies oscila en esta aproximacioén debido al tamafio del paso,
pero refleja la dindmica de infeccién — latencia — transformacioén.
O

7.4.5 Dindmica del Amor: Romeo y Julieta

Inspirado en el trabajo de [4], podemos modelar la dindmica de una relacién amorosa
mediante un sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Sean R(t) el amor de Romeo por
Julieta y J(t) el amor de Julieta por Romeo en el instante ¢.

= R > 0 significa que Romeo ama a Julieta (si R < 0, siente rechazo).
= | > O significa que Julieta ama a Romeo.
El modelo general es:

{R’ = aR +1bJ,
(7.2)
I =cR+dJ,

donde las constantes a, b, ¢, d determinan el “estilo romantico”.

= Estilo Ansioso/Cauteloso (términos a, d): Si a > 0, Romeo se excita por su propio
amor (ansioso). Si a < 0, se retira si siente demasiado apego (cauteloso).

= Estilo Seguro/Narcisista (términos b, c): Si b > 0, Romeo responde positivamente
al amor de Julieta. Si b < 0, le disgusta que le amen demasiado.

Analicemos tres casos prototipicos:

Caso 1: El Ciclo Sin Fin (Centro)

Romeo es inseguro (a = 0) y solo reacciona al amor de ella (b = 1). Julieta es voluble
(d = 0), le atrae Romeo si él la ignora, pero huye si él la ama (¢ = -1).

R’ = 1
] > A = O
J=-R -1 0
Los autovalores son A = +i. Al ser imaginarios puros, el equilibrio (0, 0) es un centro.
Las trayectorias son circulos R? + ]2 = C. La pareja vive un ciclo eterno donde se alternan

fases de amor mutuo, amor unilateral y odio mutuo, sin llegar nunca a un estado estable.

Caso 2: Fuego y Fuego (Punto de Silla)

Ambos amantes responden exclusivamente al amor del otro de forma positiva
(a=d=0,b=c=1).
R =
J Ao 01
J’=R 10
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Los autovalores son las raices de A> =1 =0 = A = +1. Dado que son reales de signo
opuesto, el origen es un punto de silla (inestable).

= Autovector asociado a A1 = 1: 1 = (1, 1). Si comienzan amandose (R, ] > 0), el
amor crece exponencialmente hacia el infinito.

= Autovector asociado a A, = —1: 7, = (1, —1). Si tienen sentimientos opuestos, tien-
den al origen (indiferencia), pero cualquier perturbacion los llevard eventualmente
a la rama inestable (amor u odio infinito).

Caso 3: Los Cautelosos (Nodo Estable)

Ambos son cautelosos con sus propios sentimientos (@ = d = —2) pero les agrada ser

R’ =-2R +] (—2 1)
:)A:
{]’:R—ZJ 1 -2

amados (b = ¢ = 1).

Los autovalores son A1 = =1y A, = —=3. Ambos negativos y distintos. El origen es un
nodo estable. Independientemente de la pasién inicial, el mecanismo de freno interno
de ambos (el miedo al compromiso o a sufrir, representado por el —2) es mds fuerte
que la atracciéon mutua. Inevitablemente, la relaciéon converge asintéticamente hacia la
indiferencia (0, 0).

Visualizaciones interactivas

A continuacién se presentan los planos de fase y animaciones para cada caso. Las
animaciones muestran cémo diferentes condiciones iniciales (R, Jo) producen distintas
trayectorias, manteniendo siempre los mismos pardmetros del sistema.

Caso 1: Centro (Ciclo Sin Fin)

Caso 1: Centro
Multiples condiciones iniciales
. T . — . .

J (Julieta)
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En esta figura vemos circulos concéntricos alrededor del origen, lo que representa
una relacién ciclica.

= La Dindmica: Es la tipica relacién de “ni contigo ni sin ti”. Romeo se enamora y
Julieta se agobia (se aleja); cuando €l pierde interés, ella vuelve a buscarlo.

= Resultado: La pareja vive en un ciclo eterno de persecucién sin llegar nunca a un
equilibrio estable ni a la ruptura total.

Al variar la amplitud inicial Ry, observamos cémo las 6rbitas cambian de tamafio: cuanto
mayor es el amor (u odio) inicial, més intensas son las oscilaciones del ciclo.

Caso 2: Punto de Silla (Inestabilidad)

Caso 2: Silla
Multiples condiciones iniciales
v T : — " .

J (Julieta)

Aqui observamos hipérbolas que se alejan del origen (punto de silla), representando
una relacién inestable y explosiva.

s LaDindmica: Es una situacion de “todo onada”. Ambos amantes se retroalimentan:
si empiezan con amor, este crece indefinidamente; si hay rechazo, este aumenta
hasta la guerra total.

= Resultado: Pequetios cambios o dudas al inicio determinan si serdn la pareja més
feliz o los peores enemigos. No hay término medio.

La animacién muestra como trayectorias muy cercanas pueden divergir drasticamente
hacia el amor infinito o el odio absoluto.

Caso 3: Nodo Estable (Los Cautelosos)
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Caso 3: Nodo Estable
Todas convergen al origen

n

J (Julieta)

7
77
.
7
2

La figura muestra que todas las trayectorias terminan en el origen (sumidero o nodo
estable), lo que representa el triunfo de la cautela sobre la pasion.

= La Dindmica: Aunque la relacién comienza con mucha intensidad, el miedo al

compromiso o el freno interno de ambos (coeficientes negativos propios) acaba
apagando la llama.

= Resultado: Inevitablemente, la relacién converge asintéticamente hacia la indife-

rencia mutua, muriendo por “exceso de prudencia”.

La animacioén ilustra que, independientemente de la pasién inicial, el destino final es
siempre el (0,0).

Resumen comparativo

Figura Tipo Matematico | Estabilidad Significado Emocional

Circulos Centro Neutra (Ciclica) | Montafia rusa eterna, nunca se
estabiliza.

Hipérbolas | Punto de Silla Inestable Todo o nada: amor eterno o gue-
rra total.

Sumidero | Nodo Estable Asintética La relacién se enfria y muere por
exceso de cautela.

Problemas

Hallar un conjunto fundamental de soluciones del sistema X’(t) = AX(t), en los
siguientes casos:

1. A=

S = O

o O =
— O O
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10 0
2.A=|01 -1
01 1
3 2
3. A= .
53
Hallar la solucién general de los siguientes sistemas de ecuaciones:
x'=7x+3
4. /
y =6x+4y

N {x’ =4x -y
y =x+2y

; {x'(t) = 4x(t) - 5y(t)
v =x(t)

xX'=2x+y+z
7.3y =x+2y—z

Z/=x+y

x'=5x -3y -2z
8. qy =8x -5y —4z
z/ = —4x +3y + 3z

X' =x+y+z

9.7y =2x+y—z

z/ ==-3x+2y +4z

3 0 8
10. X’(H)=| 3 -1 6 |X()
2 0 -5

X' =x+y+2z
1.y =x-z

Z=—x+z

’r _ 2
1. X' =—4x -2y - 55
y :6x+3y—%
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x’ = 2x +2¢!
13. {y/ =x+y+e
Z’=y+z+el
x' =y +e
4.y =—x+2y
x(0)=1,y0)=0
X} =2x1 4+ x2 +3x3
15, <3(5229(2—3(3
x5 = 2x3
x1(0) =1, x2(0) =2, x3(0) = 1
X'(t) = y(t) + 2(t)
o O =x0-z0)
z/(t) = —x(t) + z(t)
x(0)=1,y(0)=0,z(0) =1
3 -1 0 t -1
17. X/(H)=|0 3 o|xX(@#) +|o] x0) =|1
0 2 3 t 0
1, |V Y
Yy’ =3x+6y
19, x'=3x+2y
y =-5x+y
20, xX'=x+y
y=y+e
1 {x’—x+3y
y=x-y
x' = -y —sint
22.
y' =x+cost
23, (VT HY
Yy =x+2y
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24, |V TEHY
y =-x+y

25 ——3x+y—t
B~ _ox 42t

Soluciones
et et 0
1. | —-e7t],lef],]0
0 et
et 0 0

2. 4(0|,|-etsint|,|ef cost

0 el cost et sint

el cos(2t) ) ( e' sin(2t) )}

—ef(cos(2t) + sin(2t)) f(cos(2t) — sin(2t))

x(t) = cret + cpet0

y(t) = —2ciet + cpel®

y(t) = c1e3 + cpte®

x(t) = e**(2ci cost — ¢y sint + 2cp sint + cp cos t)

{x(t) = c1e3 + oot + 1)e?

y(t) = e*(cicost + cpsint)

x(t) = c1 + coef + 2c3e3
7. qy(t) = —c1 — coe’ + ez

z(t) = —c1 + cze¥t

x(t) = et (3c1 + ca+c3 (2t + 1))
y(t) = ef(4cy +4cst)
z(t) = e!(2c2 — 2c3t)

@

x(t) = e*(—co — c3(2 + 1))
9. {y(t) = e* (—01 — ot — 3 (3 +t+ %))

z(t) = e* (c1 +cot + 03%)
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x(t) = 2c1e™t + c3(1 + 4t)et
10. qy(t) = coe™ + 3cste™
z(t) = —cre”t — 2c3te”t
x(t) = ¢1 — cpef sint + c3ef cost
11. {y(t) = =3c1 + cpe’ cost + cze’ sint
z(t) = c1 — coet cost — czet sint

12.

x(t) = c1 +2ce™t +2e FInlet — 1]
y(t) = =2c1 —3cze™t =3¢ Inle! — 1|

x(t) = cre®t — 2et
13. Jy(t) = c1e® + (c3 —t — 2)e!

z(t) = cre? + el(cp + c3t — % —t-2)
" x(t) = et (1-3£2)
y(t) = —e' (t + 317

x1(t) =1+5t - Le2
15. S xo(t) = (2 — t)e*

x3(t) = e
x(t)=1+t

16. {y(t)=-1—t+e!
z(t)=2+t—¢!
x(t)=—-(8+t)e¥ —3t-1

17. Sy(t) = &
z(t) = (% +2t) 3 — %te“ - %

x(t) = c1e® + cpedt
18, (t)=c1 2

y(t) = =3c1e> — cpe®t

x(t) = e?*(2c1 cos 3t + 2c5 sin 3t)

{y(t) = e%(—c1(cos 3t + 3sin 3t) + c»(3 cos 3t — sin 3t))

19.

x(t) = ef(cq + oot +
20 (t) (c1+c2 2)

y(t) = el (t + c2)

x(t) = 3c1e® + cpe™
. (t) 1 2

y(t) = c1e? — cpe™2
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x(t) = —cq sint + ¢p cost —tsint
- { (t) = —c1 >

y(t) = c1 cost +cp sint +t cost

x(t) = e3(c1 + ca(1 + 1))

23
y(t) = e%(c1 + cat)

y(t) = ef(cicost + cpsint)

x(t) = cret + coe® +t+1
y(t) = —2c1et — cpe? —2(t + 1)

" {x(t) =ef(c1sint — cycost)
25. {
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