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RESUMEN

La presente memoria compendia el desarrollo de una metodologia para la inversidon
de modelos de regresion que usan variables latentes. En ella se estudia el impacto que
tiene sobre el dominio de definicidn la incertidumbre asociada al modelo invertido, asi

como la integracion de herramientas para la resolucion de distinto tipo de problemas.

En un afan por dar entidad propia al estudio, se toma como marco general de
referencia del trabajo el Control de Procesos, en el cual la Tecnologia Analitica de
Procesos (PAT) y la Calidad Disefiada (QbD) definen un contexto mas alld del modelado
matematico puro, en un ambito natural donde las estrategias de decisién conocidas

como “data-driven” tienen una utilidad y desarrollo propios.

Este contexto se explicita en el Capitulo 1 en el ambito en que nacié que es el control
y la acreditacion de procesos farmacéuticos. El resto de los epigrafes del Capitulo 1, con
la finalidad de establecer la notacidn que se seguira, resumen métodos de regresion
multivariantes: Regresidon Lineal Multiple (MLR), Regresion por Componentes
Principales (PCR), Regresion por Minimos Cuadrados Parciales (PLS) y esta ultima
aplicada al Modelado de Clases (PLS-CM). Seguidamente, se resume el procedimiento
de estimacion del frente Pareto en problemas con multiples objetivos en conflicto, como

alternativa a la conocida funcion de deseabilidad.

El Capitulo 2, publicado en [1], presenta una alternativa para la inversion de
modelos PLS, sus caracteristicas y su uso para la resolucion de distintas situaciones
posibles en control de procesos. Con un conjunto de datos de proceso de la literatura,

|ll

se explora la inversion del “producto promedio” que se esta fabricando, se discute la
factibilidad de otro producto con caracteristicas predefinidas y las alternativas de
redefinicion de las propiedades deseadas, si el producto no es factible. Finalmente, se
muestra la utilidad como método para optimizar las caracteristicas del producto en

estudio.

El Capitulo 3, publicado en [2], explora el impacto del espacio residual asociado a
las variables predictoras sobre las soluciones obtenidas al invertir el modelo. Este
espacio residual hace referencia al subespacio ortogonal al generado por las variables
latentes. Se muestra la importancia de caracterizar correctamente el espacio nulo
asociado al espacio residual y tenerlo en cuenta junto con el espacio nulo dentro del
espacio de proyeccién, que se suele considerar de manera Unica. Finalmente, la
inversién computacional es la Unica disponible cuando el modelo PLS que rige el proceso

bajo control necesita contener potencias o cualquier otra transformacion de las



variables de proceso o atributos de los materiales, en cuyo caso la inversién algebraica

no es aplicable ni, por tanto, la caracterizacién de los espacios nulos.

El Capitulo 4, en fase final de redaccion para su publicacion, pero ya comunicado en
julio de 2019 en el congreso internacional "X Colloquium Chemiometricum
Mediterraneum", coloca el estudio en un contexto aparentemente muy distinto, como
es el de modelado de clases. La inversiéon de modelos PLS-CM vy la inclusion de la
variabilidad debida a los espacios nulos permite encontrar los objetos “discriminantes
prototipo” para valores fijados de sensibilidad o especificidad. Permite también definir
direcciones tedricas sobre las que se deberian mover las variables de entrada para
mejorar la especificidad, por ejemplo, para caracterizar por su color vinos de la DOC
Rioja. La inversion del modelo para intervalos de tolerancia que contengan una cantidad
prefijada de tumores malignos hace posible caracterizar los objetos correspondientes

en el espacio de las variables medidas.

El Capitulo 5, enviado a publicar [3], situa las herramientas metodoldgicas en lo que
se llama la Calidad Analitica Disefiada (QAbD) que es el concepto de calidad disefiada
llevado al laboratorio quimico, viendo los procedimientos de analisis como verdaderos
procesos. En este caso, se trata de poner a punto y validar un procedimiento nuevo de
determinaciéon simultanea de cinco bisfenoles, algunos perjudiciales para la salud, por
cromatografia (HPLC-DAD). Se detalla la construccion e inversién de un modelo PLS2
para ajustar lo que se denomina el perfil analitico objetivo que describe las seis
condiciones que definen como debe ser el cromatograma resultante de la
determinacién instrumental, la cual depende de cuatro pardmetros criticos del modelo.
Comparando con determinaciones similares en la bibliografia, el método puesto a punto
y validado en las condiciones halladas es el mas eficiente en tiempo final del analisis,

manteniendo la resolucion de los picos presentes en el cromatograma.

Dado que se ha respetado en cada capitulo la estructura correspondiente a la
publicacion a la que ha dado origen, todos incluyen unas conclusiones que resumen los
resultados alcanzados. Con todo, la memoria finaliza con las conclusiones generales de

esta investigacion.
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NOTACION MATRICIAL

En los modelos utilizados de esta tesis doctoral se fija una misma notacion en las

matrices utilizadas que se detalla a continuacion:

e Xmp) por filas son n objetos o puntos del espacio euclideo RP. Por columnas
son p variables de proceso, atributos de los materiales, propiedades
medioambientales, etc.

e Y(xg por filas son n objetos o puntos del espacio euclideo R9. Por columnas
son ( variables respuesta o caracteristicas de calidad.

e Tmxa) matrizde scores de X. Proyecciones o coordenadas de cada objeto en las
avariables latentes.

e Pgxa) matrizde loadings de X. Pesos de cada variable en las avariables latentes.
o Qqxa) matriz de loadings de Y.

e Rx(nxp) residuo de la descomposicion de X después de sustraer a componentes
e Ry(nxp) residuo de la descomposicion de Y después de sustraer a componentes

o PBexg matrizde coeficientes del modelo de regresidn lineal de X en Y mediante
PLS.

e W(pxa) matriz que proyecta puntos de X en scores del espacio latente.
Pseudoinversa de P.



CAPITULO 1. CONTEXTO Y METODOS

Se abre aqui un primer capitulo preliminar en el cual el lector va a encontrar las
razones de esta tesis doctoral, la definicion del contexto en el que se hacen los
desarrollos y un resumen de los métodos usados, fundamentalmente, para fijar la

notacion.

1.1. SOBRE CONTROL DE PROCESOS, PATY QBD

Segln Kessler [4], el analisis de procesos persigue definir estrategias para una
produccion inteligente. Al contrario que un analisis basado en partes de un proceso, se
focaliza en la necesidad de una aproximacion holistica en la que lo multivariante sera la
clave de bdéveda que soporte la produccidon de materiales inteligentes en fabricas
inteligentes.

Insiste en que la industria manufacturera debe tomar la iniciativa en el desarrollo
de tecnologias y productos sostenibles, porque la disminucion de los recursos y el
crecimiento de la poblacién entrafian un profundo riesgo en el futuro inmediato. La
industria manufacturera es la mayor fuente de riqueza en Europa, proporcionando un
70 % de la misma aun cuando solo un tercio o menos de la poblacion esta empleada en
ese sector. Ademas, la industria manufacturera financia el 90 % del desarrollo de la
tecnologia de la informacién, de la tecnologia industrial y de la consultoria empresarial.

La fabricacion inteligente ha despertado un enorme interés en los ultimos afios,
tanto desde la Unién Europea, que soporta la plataforma “Manufuture-EU” [5], como
de los EEUU por su Administracion de Alimentos y Medicamentos (FDA) [6, 7] con la
Tecnologia Analitica de Procesos y la Calidad Disefiada (PAT/QbD).

La iniciativa PAT/QbD de la FDA aumenté el conocimiento de los procesos en la
industria farmacéutica. En un futuro proximo, este enfoque también puede aplicarse en
la industria médica, asi como en la industria de alimentos y piensos. La presion de los
costes, la globalizacion y la garantia de la calidad estimularan sin duda en el futuro una
demanda significativa de una mayor automatizacién de la PAT en todas las demas

industrias.

Dado que se ha convertido en una referencia inexcusable, en lo que sigue se van a
describir los conceptos basicos mediante las definiciones utilizadas por la FDA, en la
directiva sobre PAT para la industria farmacéutica publicada en 2004 [6]. En este
documento se detalla el marco que regula la implementacién del desarrollo, fabricacion

y garantia de calidad en la innovacién farmacéutica.



La PAT es un sistema para disefiar, analizar y controlar la fabricacion a partir de
datos medidos durante el proceso de produccion de las caracteristicas de las materias
primas vy los parametros criticos y ambientales del proceso con el objetivo de garantizar
la calidad del producto final determinada mediante los atributos criticos de calidad.
Estos atributos son propiedades fisicas, quimicas, bioldgicas o microbiolégicas que han
de estar dentro de un rango apropiado para garantizar una calidad deseada del
producto. Un parametro critico de proceso es aquel cuya variabilidad tiene un impacto

significativo en una o mas variables de calidad.

Una vez identificadas todas las variables (caracteristicas de las materias primas,
ambientales, parametros criticos del proceso) junto con los atributos criticos de calidad,
se trata de medirlas conjuntamente para establecer un modelo altamente predictivo
entre las primeras y los segundos. El énfasis en incorporar la calidad a los productos
permite que se preste mas atencion a las relaciones multivariantes relevantes entre el
material, el proceso de fabricacion, las variables ambientales y sus efectos sobre la

calidad del producto resultante.

De este modo puede “disefiarse” la calidad de un producto (QbD), en el sentido de
gue, en situaciones futuras, conocidas las caracteristicas de las materias primasy el valor
de las variables ambientales, se puedan utilizar en el modelo para modificar los
parametros del proceso de modo que se mantengan los atributos criticos de calidad en
los rangos predefinidos. De esta manera no es preciso evaluarlos en el producto final o
en etapas intermedias de su procesado, ya que estan garantizados a través del disefio

por el propio funcionamiento del proceso.

Se entiende por espacio de disefio la regidn en el espacio de las variables
predictoras (caracteristicas de materias primas, parametros criticos del proceso y
ambientales) que conducen a un producto cuyos atributos criticos de calidad cumplen
las especificaciones requeridas. Dicho de otro modo, variar las variables predictoras

dentro del espacio de disefio mantiene la calidad deseada del producto final.

Un proceso se considera generalmente que esta controlado cuando se identifican y
explican todas las fuentes criticas de variabilidad, la variabilidad es gestionada por el
proceso, y los atributos de calidad del producto pueden predecirse de manera precisa 'y
confiable sobre el espacio de disefio establecido para los materiales utilizados, los

parametros del proceso, la fabricacidn, el medio ambiente y otras condiciones.

La capacidad de predecir refleja la posibilidad de un alto grado de control del
proceso. Aunque los datos retrospectivos de capacidad de proceso, en el sentido de las

estrategias clasicas del control de calidad, son indicativos de un estado de control, estos



por si solos pueden ser insuficientes para medir o comunicar el control del proceso ya
que no establecen una relacion formal entre las variables predictoras y los atributos

criticos de calidad.

1.1.1. HERRAMIENTAS PAT

Las herramientas dentro del marco de la PAT se pueden clasificar dentro de cuatro
grupos y una adecuada combinacion de ellas puede servir de aplicacion a un proceso de

fabricacién y a su garantia de calidad.
METODOS MULTIVARIANTES PARA DISENO, ADQUISICION Y ANALISIS DE DATOS.

Es la comprension cientifica de las relaciones multivariantes relevantes:
formulacidn-proceso-atributos de calidad. Aqui entra en juego el disefio estadistico de
experimentos, metodologia de superficies de respuesta, simulacién de procesos y

reconocimiento de patrones.
ANALIZADORES DE PROCESOS

Existe una creciente apreciacion por el valor de recopilar datos de proceso para

mejorar el rendimiento de su analisis. Las mediciones pueden ser:

e at-line: cuando la muestra se extrae del proceso, se aisla y se analiza en
proximidad al flujo del procesado

e on-line: cuando la muestra se desvia del proceso y puede volver al flujo del
procesado

e in-line: cuando la muestra no se retira del flujo del procesado (puede ser o no
ser invasiva).

Son necesarias metodologias multivariantes para extraer el conocimiento critico del
proceso que haga posible el control en tiempo real del mismo y garantice su calidad. A
este respecto, debe tenerse en cuenta que el desarrollo de los sensores actuales,
susceptibles de ser empleados en esta tarea, suele registrar sefiales inespecificas, por lo
gue requiere un tratamiento de la sefal y calibrados multivariantes (generalmente PLS).
Estos calibrados se incorporan a la electrénica dentro del sensor, por lo que son

conocidos como sensores inteligentes.
HERRAMIENTAS DE CONTROL DE PROCESOS

Es importante vincular el disefio del producto con el desarrollo del proceso para
garantizar el control de los atributos criticos de calidad. En el marco de la PAT, el punto

final de un proceso o de cualquiera de las etapas que lo integran no es un tiempo fijado,



sino por el contrario, la consecucién de las propiedades deseadas. Esto requiere utilizar
modelos estadisticos rigurosos para decidir cuando se alcanza la calidad deseada. Para
ello, el control estadistico multivariante permite aprovechar todas las ventajas de

disponer de datos en tiempo real para tomar decisiones.
MEJORA CONTINUA Y GESTION DEL CONOCIMIENTO.

El aprendizaje mediante el analisis de datos contribuye a justificar propuestas de

cambios durante el ciclo de vida de un producto.

1.1.2. ARMONIZACION DE REQUISITOS TECNICOS PARA REGISTRO DE
PRODUCTOS

En 2009 la Unidn Europea, Japdn y Estados Unidos formaron un grupo de trabajo de
expertos extraido de la Conferencia Internacional sobre armonizacién de requisitos
técnicos para el registro de productos farmacéuticos de uso humano [8], los cuales
desarrollaron una guia de actuacion que ha sido objeto de consulta por parte de los
organismos reguladores conformes con dicha Conferencia. Esta guia comprende una
serie de recomendaciones para el desarrollo de productos farmacéuticos a adoptar por

las tres partes reguladoras.

En ella, se propone una comprension cientifica multivariante para respaldar el
establecimiento del espacio de diseno. De modo que, cuando se trabaja fuera de él, se
debe iniciar un nuevo procedimiento de acreditacion del proceso desde el punto de vista
regulatorio, pero no cuando el proceso de manufactura se mantiene en él. Es obvio que
este punto de vista evita tener procesos “congelados” que impedirian incorporar
modificaciones que, manteniéndose en el espacio de disefio, no modifican los atributos

criticos de calidad.

Se apela al “disefio de experimentos” formal como método estructurado vy
organizado para determinar la relacidén entre factores que afectan a un proceso y su
salida. Se utiliza la PAT como sistema para disefar, analizar y controlar la fabricacion de
productos a través de mediciones oportunas de las caracteristicas de calidad y
rendimiento de los materiales para garantizar la calidad del producto final.

1.1.3. DIRECTRICES EUROPEAS EN FABRICACION DE MEDICAMENTOS

En el afno 2015, la Comision Europea publicd la versidn definitiva de la normativa
europea de Normas de Correcta Fabricaciéon en lo referente a requisitos para la

cualificacion y la validacién en la fabricacién de medicamentos [9]. Este ha sido el paso
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definitivo para actualizar las Practicas de Validacidon a los conceptos de QbD y tener un

estandar de referencia similar a nivel global.

La Agencia Europea del Medicamento (EMA) [10], define QbD como un enfoque que
tiene como objetivo garantizar la calidad de los medicamentos mediante el empleo de
metodologia estadistica, analitica y de gestién de riesgos en el disefio, desarrollo y
fabricacion de éstos.

Cabe destacar el énfasis que se pone en hacer un enfoque de verificacion continuo
(incluso tradicional) en la Validacidon de Procesos demostrando que los procesos son
robustos y aseguran una calidad del producto consistente antes de lanzarlo al mercado.
La validacién retrospectiva ya no es un enfoque aceptable. La verificacion continua de
los productos desarrollados con un enfoque de QbD proporciona un alto grado de

garantia de calidad del producto por encima de la verificacion tradicional.

Las directrices sobre Tecnologia Analitica de procesos, Andlisis Estadistico
Multivariante, Parametros Criticos de Proceso, Atributos Criticos de Calidad, Espacio de
Disefio, Validacion de Procesos y Calidad Disefiada son las mismas que lo publicado en

[6].

Salvo ciertos matices de aplicabilidad, ya sea obligatoria o sea recomendada, los
requisitos de Validacion de Procesos tanto en la Unidn Europea como en Estados Unidos
estan enfocados al ciclo de vida y los primeros se acercan cada vez mas a los segundos

en tanto en cuanto se aplique QbD en la fase del desarrollo del disefio.

La Agencia establecié un equipo de PAT en 2003 como sistema de control de
fabricacidn que revisa las implicaciones de la QbD para asegurar que la red regulatoria
europea esté preparada para las evaluaciones de los productos. La QbD se centra en el
uso de Analisis Multivariante para mejorar la identificacion y comprension de las

variables de proceso y caracteristicas criticas en la fabricacién de productos.

Por lo tanto, mejorar en QbD brinda oportunidades para mejorar en una regulacién

mas flexible, como, por ejemplo:

e Regulacién basada en el riesgo (evaluacion e inspecciones).

e Cambios en el proceso de fabricacion dentro del espacio de disefio aprobado sin
forzar a una revision regulatoria.

e Reduccién de envios de aprobacion posteriores.

e Control de calidad en tiempo real, lo que supone una reduccion de las pruebas
de lanzamiento del producto final.
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Ademas, la EMA define el Espacio de Disefio como la combinacion e interaccion
multidimensional de variables de entrada y parametros de proceso que se ha
demostrado que proporcionan garantia de calidad. Una vez que un Espacio de Disefno
ha sido autorizado, los movimientos dentro de él no se consideran un cambio desde un
punto de vista reglamentario (no se presentara ninguna variacién), de manera que el
Espacio de Disefio estd incluido en la legislacidn de la UE y reconocido en el Reglamento

de variaciones revisado.

1.2. MODELOS MULTIVARIANTES DE REGRESION

En el contexto de la relacién Y = f(X), para tratar de medir la bondad de la
estimacion de cualquier parametro, se utiliza la funcion de pérdida cuadratica que mide
la diferencia al cuadrado entre el verdadero valor del parametro y su cantidad estimada

mediante datos experimentales.
(1-1) P() = (6 - 8)"

Supuesto conocido el valor del pardmetro @ y repitiendo el experimento con
distintos conjuntos de datos, se puede establecer una distribucion de probabilidad con

su valor medio esperado como descriptor de la bondad de estimacion:

A\ 2 - . L
E(G - 9) error cuadratico medio que se desea minimizar.

Facilmente, se demuestra que este error cuadratico medio es la suma del sesgo al

cuadrado y la varianza del estimador.

(1-2) E(0-8)" = (0-E()) +£(6-E£(0))

Segln esta expresidon se puede aceptar un aumento del sesgo a cambio de
reducciones considerables de varianza, por lo que se pueden distinguir dos tipos de
modelos de regresidén: los denominados hard modeling, que emplean estimadores
insesgados dando como fruto un modelo lineal que representa adecuadamente la
realidad y son muy utiles cuando el estimador tiene significado fisico; por otro lado,
estan los soft modeling, en los que se permiten estimadores sesgados para tener una
prediccién eficaz de la respuesta, donde hay un nimero alto de variables predictoras.
Los hard modeling utilizan la Regresidn Lineal Multiple (MLR) y los soft modeling, la
Regresion en Componentes Principales (PCR) o la Regresién por Minimos Cuadrados
Parciales (PLS).
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1.2.1. REGRESION LINEAL MULTIPLE (MLR)
CON UNA VARIABLE DEPENDIENTE

El modelo se construye como una relacién lineal de una variable dependiente

respecto de p factores y = by;x; + byx, + --- + byx, + e, paranmuestras: y = Xp + e.
Hay que distinguir tres casos:

e Sip > ndonde hay mas variables que muestras, se tiene un ndmero infinito de
soluciones para .

e Sip = nsituacion que se da pocas veces en la practica, se tiene una solucion
Unica y los residuos son cero.

e Sip < nse puede obtener una solucién minimizando los residuos e =y — X8
por el método de minimos cuadrados cuya solucién es B = (X"X) " *XTy.

Cuando haya colinealidad en X, la singularidad de la matriz de covarianzas XX
hace que el método de minimos cuadrados no tenga solucién. En la practica, no se da la
singularidad exacta, pero una casi-singularidad provocada por la casi-multicolinealidad
implica mucha imprecisidon en el cdlculo de la inversa de la matriz de dispersién y la
estimacion de los coeficientes se vuelve muy inestable. Un analisis de componentes
principales, detallado mas adelante, sobre las variables predictoras es una herramienta

para detectar la colinealidad.

Relacionado con la colinealidad, para medir la precisiéon en la estimacién de los
coeficientes de la regresion, se utilizan los factores de inflacion de la varianza (VIF),

gue tienen un valor minimo de uno cuando la correlacién es nula y aumentan con ella:

1
2
1-RZ

(1-3) VIF, =

donde Rj, es el coeficiente de correlacion entre Xk y su prediccion obtenida por regresion
lineal con el resto de las variables predictoras. Aunque el ajuste sea estadisticamente

significativo, si el VIF es mayor que tres, se considera el modelo como no valido.

CON MAS DE UNA VARIABLE DEPENDIENTE

De manera natural se extiende a varias variables dependientes obteniendo el
modelo general Y =X + e ilustrado en la Figura 1-1, donde se detallan las

dimensiones de las matrices correspondientes.
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q P q 4q

n n n

Figura 1-1. Modelo de regresion lineal multiple para varias respuestas

La solucidn es la ya establecida, lo que implica claramente que se trata de (
problemas de MLR, uno por cada respuesta individual.

1.2.2. REGRESION POR COMPONENTES PRINCIPALES (PCR)

Para todos los modelos multivariantes que se describen a continuacién, y los que se
irdn construyendo a lo largo de la memoria, se asume que se autoescalan los valores
tanto para las variables predictoras como para las respuestas. Para ello, primero se
centran los valores de cada variable en torno a la media de su conjunto de calibraciony
a continuacion se divide a todas ellas por su desviacion tipica, de esta manera se elimina
el efecto de las diferentes unidades de medida de las variables, de modo que sus

varianzas son siempre uno.

Antes de comenzar por el modelo de regresion, se da una breve descripcién del
Analisis de Componentes Principales.

1.2.2.1. ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES (PCA)

Mediante el Andlisis de Componentes Principales (PCA) se trata de describir la
estructura latente de los datos provenientes de variables y objetos representativos.
Estas variables y objetos son, en definitiva, las columnas y las filas de la matriz X con

rango a que puede escribirse como suma de a matrices de rango 1.
(1-4) X =M, + -+ M, o equivalentemente X = t;pI + -+ + t,pl = TPT

donde cada matriz M; es un producto tensorial de un vector t; de scores (proyecciones
de los objetos-filas de X sobre las nuevas componentes) con el vector p! de loadings
(pesos de las nuevas componentes en las variables-columnas de X). Las nuevas
componentes se denominan componentes principales, son incorrelacionadas y explican

mas o menos variabilidad de X en funcién del nimero de ellas considerado.

La utilidad de esta técnica es doble: se pueden representar dptimamente las

observaciones de dimensidn p en un espacio de menor dimensién a, identificando asi
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las posibles variables latentes y a la vez, transformar las variables originales, que
normalmente estan correlacionadas, en unas nuevas variables no correlacionadas,
permitiendo que la interpretacion de los datos sea mas sencilla. Se presenta de una

manera grafica en la Figura 1-2.

P

= | | f(scores)

[
'
'

PR P

p’ (loadings)
Figura 1-2. Descomposiciéon en componentes principales. Proyeccion por filas (scores) y por columnas (loadings).

Las combinaciones lineales cuyos coeficientes son los loadings pT forman las

componentes principales:
(1-5) PC; = piyx; + -+ pipx, con i=1,..,p

Cada loading p;; indica la contribucién de la variable Xj en la i-ésima componente
principal PCjy, por estar las variables autoescaladas, tiene el significado de coeficiente
de correlacion entre la componente principal y su variable respectiva: p;; =

Corr(PC;, x;). En esta nueva base de autovectores (p;) _ los puntos muestrales

j=1,.
(objetos) tendran unas nuevas coordenadas (tif)j—1 , aue se llaman scores. En la

Figura 1-3 se ilustra graficamente el cambio de ejes de tres variables predictoras a tres

componentes principales.

Componente Pral.

22 Col npone.nte Pral.

3% Componente H

Figura 1-3. llustracion de las componentes principales.
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1.2.2.2. DETERMINACION DEL NUMERO DE COMPONENTES

Por la eq. (1-5), puede haber hasta min(n,p) componentes principales, pero lo
normal es que se reduzcan a un nimero menor @, elegido en base a la varianza explicada
por cada componente, y sera la dimensién del nuevo espacio de representacion de los
objetos. Se asume que las p — a componentes no elegidas aportan una informacion
irrelevante que no se tiene en cuenta. Entre los diferentes criterios de eleccién del
numero de componentes, el que mas se utiliza es el que permite desechar aquellas
componentes cuya varianza, que es su autovalor correspondiente, es menor que 1 en

datos autoescalados.

Una vez determinado a, la relacién entre las variables originales y las componentes

principales queda asi:
(1-6) X =t;p] + -+ t,pl + Rx = T,PT + Ry
1.2.2.3. REGRESION USANDO LAS COMPONENTE PRINCIPALES (PCR)

Si después de aplicar un PCA a la matriz X, se representa como su matriz de scores
excluyendo las dimensiones con los valores propios mas pequenos, teniendo en cuenta

gue P es ortogonal, se tiene: T = XP.
Se puede escribir ahora la Regresidn Lineal Multiple sobre los scores como:
(1-7) Y =~ TP cuya solucién serd entonces: g = (T"T)"ITTY

Lo que se ha conseguido es reemplazar las variables de X por otras nuevas con
propiedades de ortogonalidad. Ademas, se ha evitado la colinealidad en la solucion al
excluir los scores correspondientes a los valores propios mas pequefios. Se garantiza asi
una matriz invertible en el calculo de ﬁ resolviendo el problema de la colinealidad y
también reduciendo el ruido aleatorio apartando las componentes principales de menor
varianza. Ademas, con el modelo PCR se maximiza secuencialmente la varianza en las

componentes principales y la correlacion entre las X e Y.

Esta forma de utilizar todas las variables predictoras, ya que las componentes
principales son combinacién lineal de todas ellas, depura y ordena su capacidad
descriptora siendo una alternativa a que los objetos (filas de X) no se han obtenido
mediante un disefio de experimentos. Ademas, proporciona una solucion incluso en el
caso en que haya mads variables que objetos, situaciéon en la que no existe soluciéon
usando MLR.
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La desventaja fundamental en PCR es que se pueden tener componentes con mucha
varianza que no estdn relacionadas con las respuestas que se tratan de modelar
mientras que podria haber otras con poca varianza que estén muy correlacionadas con
aquellas. Entonces, el modelo incluird las primeras y las que interesan perderan su
influencia en la regresidn porque estan ligadas a las ultimas componentes principales,

por lo que se puede perder informacién predictora.

Para subsanar este problema, se utiliza la Regresién por Minimos Cuadrados
Parciales (PLS) que busca las direcciones de maxima varianza y simultaneamente evita

aquellas que no estén correlacionadas con las respuestas.

Cuando se dispone de menos objetos que variables, o cuando éstas estan muy
correlacionadas, PCR aporta una solucidon razonable incluso cuando ni siquiera se

encuentra con MLR.

1.2.3. REGRESION POR MINIMOS CUADRADOS PARCIALES (PLS)

Entre los algoritmos existentes para realizar la regresidon PLS se describira NIPALS

extendido a varias respuestas simultdneamente [11].

Para evitar la informacion irrelevante que produce un modelo inestable se toma la
idea de la Regresion en Componentes Principales buscando unas pocas combinaciones
lineales de las variables predictoras originales llamadas aqui Variables Latentes (LV).
Mientras que en PCA se escogen direcciones ortogonales entre si que maximizan la
varianza solamente en el espacio de las variables predictoras, sin tener en cuenta las
variables respuesta, en PLS las variables latentes se determinan considerando
conjuntamente X e Y donde cada variable latente maximiza el cuadrado de la
covarianza entre Y y todas las combinaciones lineales posibles de X. Asi, se consigue
una relacidn directa entre a variables latentes y las respuestas. En realidad, las sucesivas
variables latentes se van calculando al ir sustrayendo a los datos originales aquellas que
son previamente calculadas con la condicion de que los vectores de pesos sean

ortogonales entre si.

La utilizacién del modelo PLS como alternativa frente a modelos mas clasicos como
Regresion Lineal Multiple o Regresion de Componentes Principales, ademas de la
consideracion de la relacidon de las nuevas variables con las respuestas, aporta dos
ventajas fundamentales: por un lado, es un modelo mas robusto en el que sus

parametros apenas notan cambios cuando se toman nuevas muestras de la poblacién,
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y por otro, reduce los problemas de colinealidad cuando el nimero de variables

predictoras es muy alto.

En Quimiometria, es muy comun que las causas quimicas de la variabilidad en los
datos sea mucho menor que el numero de variables predictoras, porque éstas son una
observacion indirecta de las primeras. Como consecuencia, las predictoras muestran un
alto grado de correlacidon y también gran colinealidad. Como ya se ha comentado
anteriormente, los factores de inflacion de varianza (VIF) aumentan con la correlaciéon
y este hecho proporciona un deterioro en la precision de la estimacién de los
coeficientes de la regresidn, ya que multiplican a su varianza aumentando la

incertidumbre hasta que el modelo deja de ser adecuado.

En los desarrollos de PLS, se conoce como PLS1 cuando se trata de una sola
respuesta (1 columna de Y) y PLS2 cuando son varias. En este ultimo caso, es apropiado
usar PLS2 en vez de PLS1 separadamente en cada respuesta debido a la relacién que

pueda haber entre ellas.

1.2.3.1. CONSTRUCCION DEL MODELO

En PLS, se trata de construir un modelo de regresion lineal Y = X + F en el que no
se estima directamente la matriz B de los coeficientes del modelo, sino que se considera
un modelo subyacente en el cual participan dos relaciones externas para sendos bloques

X e Y individualmente y una relacidn interna que une ambos bloques.
Siendo a el numero de variables latentes, la relacion externa para el bloque X es:
(1-8) X =T,P] + Ry
y de la misma forma se construye la relacidén externa para el bloque Y:
(1-9) Y=T,Q" + Ry

donde Tanxa) €s la matriz de scores o proyecciones de las muestras en las variables
latentes que es comun a X e Y, matrices centradas por columnas, y Papxa)y Q(gxa) l0s
loadings o cargas de los factores en esas mismas variables latentes. Las matrices Rx y
Ry que contienen los residuos de la descomposicién recogen respectivamente la

variabilidad de X e Y no modelada.

Para delimitar el espacio latente donde se proyectan las variables de proceso
factibles, se utilizan los limites de confianza del 95 % en los estadisticos habituales Q-

residual (fallo de ajuste) y T 2 de Hotelling.

18



El primer estadistico mide la bondad con que se adapta la muestra al modelo y se
calcula como la suma de cuadrados de cada fila de la matriz de errores Rx, que son los
residuos después de proyectar la muestra mediante el modelo. El segundo estadistico,
T 2, mide la variacion de cada muestra dentro del modelo y es la distancia de Hotelling
desde la proyeccion hasta el origen del espacio latente, es decir, la suma de los scores

normalizados al cuadrado (en el origen los scores son cero).

Se tiene en estos dos modelos para los espacios subyacentes con a variables
latentes y las respuestas Y son obtenidas a partir de una regresion lineal sobre los scores
de las variables latentes de las respuestas y los scores de las variables latentes de las
predictoras una a una. Lo que diferencia la regresidon PLS de la PCR es el modo de obtener

la matriz de scores.

Légicamente, si se utilizan todas las componentes en la descomposicién, se tendra
RX = 0

T = XW transforma X en a variables latentes, siendo W la matriz pseudoinversa de

P. Entonces:
(1-10) B=WQ" yaque f=W(P'W) Q"

La pretension de este modelo es describir Y lo mejor y mas fiel que sea posible, es
decir, obtener una relacién util entre X e Y haciendo a la vez que los errores Rx y Ry

sean, en moédulo, lo mas pequefios posible.

Debido a que el orden de los calculos cambia respecto al utilizado por PCA, esta
forma de mejorar la relacidn interna entre los bloques X e Y impide obtener los scores
ortogonales. En definitiva, esta forma de obtener los scores es lo que diferencia la
regresion PLS de la PCR.

Para tratar de establecer una comparacion entre los dos ultimos métodos de
regresion vistos aqui, hay que centrarse en la demostracion de [12, 13] en la cual el
criterio de maximizar la covarianza es equivalente a maximizar el producto del cuadrado

de la correlacion con las variables respuesta por la varianza de las variables predictoras.

1.2.3.2. NUMERO DE VARIABLES LATENTES

En principio, el nUmero de componentes o variables latentes puede llegar a ser el
rango de la matriz X, pero lo mas habitual es que los datos tengan ruido aleatorio
medido seguramente por las variables latentes de menos variabilidad y serdn estas las

que se dejan fuera a causa de los problemas de colinealidad. Segun esto, para calcular
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en numero o6ptimo de componentes a utilizar, se tendrd en cuenta primero la
dimensionalidad del modelo, que viene dada por el rango de la matriz de covarianzas de
X, y después se eliminaran las componentes de menor varianza que sdlo describan ruido
y que aporten colinealidad. Asi, cada variable latente se obtiene secuencialmente

afiadiendo al modelo una nueva variable ortogonal, sin alterar a las anteriores.

El sesgo disminuye cuando aumenta la varianza de las variables predictoras que
entran en el modelo, es decir, al aumentar el nimero de variables latentes. En este caso,
el error del modelo disminuye al aproximarse a la solucion de minimos cuadrados, por

lo que se hace inestable y el error de las predicciones tiende a aumentar.

Se podria pensar en una combinacion entre los dos siguientes criterios utiles:
eliminar aquellas componentes que dejan una ||Ry|| por debajo de un umbral
previamente establecido y comparar la diferencia entre los valores de la ||Ry]| con algin

error de medicidn también previamente establecido.

Aunque también se puede validar el modelo con el F-test del andlisis de varianza del
modelo de regresion lineal, esta forma de fijar el niUmero de componentes no es
suficientemente valida cuando se desee una prediccion, por eso se utilizan métodos de

validacion cruzada.

1.2.3.3. VALIDACION CRUZADA

Entre los diferentes criterios para la eleccion del niumero de variables latentes
destaca el denominado método de validacion cruzada o crosvalidacidn, que consiste en
dividir los datos de la matriz X en varias partes iguales y repetidamente utilizar cada una
de las particiones, como conjunto prueba (test) de un modelo generado con el resto de
las muestras contenidas en las partes restantes, actuando como conjunto de
entrenamiento. Cuando se utiliza el método de persiana veneciana, cada conjunto test
esta formado por lamas (split), cada una de las cuales consta de una o varias muestras.
Por ejemplo, si se van a utilizar 4 lamas y dos muestras, se asignaria a las muestras el
siguiente vector de indices para la crosvalidacion: (1, 1, 2, 2,3,3,4,4,1,1,2, 2, ..), de
modo que todas las muestras que llevan el indice 1 forman el primer conjunto test, todas

las muestras que llevan el indice 2 forman el segundo conjunto test, y asi sucesivamente.

Una vez que se tiene para cada particion las respuestas predichas, con sus
diferencias con las respuestas verdaderas, se calculan los llamados residuos en
prediccidén para cada una de las particiones, calculando la raiz cuadrada de la media de
los errores al cuadrado (RMSECV) y cuyo minimo equivale a la maxima varianza en

prediccidén y por tanto determina el nimero de variables latentes.
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En el caso de una eleccion de variables latentes por debajo de lo correcto, se crearia

un subajuste en el modelo y si fuese por encima, seria un sobreajuste.

La suma de cuadrados de la Ry es un indicador de bondad del modelo, mientras
que la suma de cuadrados de la Rx indica cuanto del bloque de X no participa en el

modelo.

1.2.4. SUBESPACIOS

La utilizacidn de los subespacios para resolver problemas lineales es habitual en la
ingenieria y en procesado de sefiales. En el sistema de control, area directamente
relacionada con PAT y QbD, los Modelos de Principios Basicos (basados en leyes fisicas
o quimicas) han sido tradicionalmente utilizados para describir el comportamiento de
un sistema y controlarlo posteriormente. Sin embargo, en los Ultimos anos, los
ingenieros se interesaron por utilizar modelos basados en datos, a pesar de que no
tengan un significado fisico directo, llegando a los llamados métodos de subespacio. El
nombre refleja el hecho de que los modelos lineales se obtienen a partir de los
subespacios generados por filas o columnas de las matrices de los datos de entrada-
salida del sistema observado. Por la forma en que se suelen presentar los datos, los
subespacios de columnas de estas matrices de datos contienen informacién sobre el
modelo, mientras que los subespacios de filas representan el estado del proceso y se
estiman directamente a partir de datos de entrada-salida sin conocimiento previo de
ningun modelo de principios basicos. La descomposicion basada en modelos clasicos
canodnicos tiene algunas alternativas. Por ejemplo, en el libro de Ref. [14], se propone
utilizar la descomposicién QR (como producto de una matriz ortogonal por una
triangular superior) para la proyeccion (ortogonal u oblicua) y la descomposicion en
valores singulares (SVD) generalizada que determina el subespacio dimensional finito y,
a continuacién, los minimos cuadrados para obtener las relaciones lineales con la
respuesta. En la segmentacion de subespacios, el método de regresién por minimos
cuadrados se introduce en la Ref. [15], pero el analisis multivariante mediante el Analisis
en Componentes Principales (PCA) y Minimos Cuadrados Parciales (PLS) son, de alguna
manera, métodos representativos entre varias técnicas basadas en datos para la
supervision de procesos [16], gracias a su simplicidad y eficiencia en el procesamiento
de una gran cantidad de datos de proceso. Como se indica en la Ref. [11], el objetivo
mas importante en la supervisidon de un proceso es proporcionar garantias de una buena
calidad del producto que se ve afectada por las condiciones del proceso vy las variables
de calidad que, como ya se ha dicho anteriormente, se tienen mejor en cuenta con PLS

que con PCR.
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Son numerosas las técnicas de busqueda de subespacios para modelar la respuesta
de un sistema, incluso pueden extenderse a modelos no lineales como KPCA (Kernel
Principal Component Analysis) para modelar dependencias no lineales entre variables y
reproducir el comportamiento dindmico no lineal [17]. En cuanto a la descomposicion,
la referencia [18] es una introduccion que muestra la utilidad de los espacios de Krylov
para resolver los sistemas lineales Ax = b, donde A es una matriz cuadrada y b es un
vector. Cuando A es invertible, la solucién es A~'b, pero el calculo de la inversa de A
para matrices grandes puede ser computacionalmente ineficiente y consumir muchos
recursos. Sobre este tema, el libro de Liesen y Strakos [19] contiene una base
matematica y computacional muy completa, junto con algunas notas histéricas
interesantes. El desarrollo de algoritmos eficientes para resolver sistemas de ecuaciones
lineales con matrices dispersas es tema de investigacion constante, ver por ejemplo el

reciente [20].

Dado que los métodos de subespacios de Krylov son métodos de proyeccién en un
subespacio, su uso como técnica de proyeccién para resolver problemas de control a
gran escala es una “extension” natural de su uso en el algebra lineal numérica para
problemas de matrices. Basicamente, consiste en proyectar el problema de control
original en un subespacio de Krylov de dimensién pequefia mediante la construccién de
una base del subespacio, y después utilizar una técnica estandar bien establecida para
resolver el problema proyectado mas sencillo. De este modo, con la solucién del
problema en el espacio de proyeccidon, se obtiene una solucién aproximada del

problema original.

En un principio PLS fue creado como una técnica heuristica [21] para resolver
problemas de minimos cuadrados en regresion multilineal, sin propiedades tedricas
claras de optimizacién y por ello fue criticado durante mucho tiempo. Mas tarde se
demostré que es equivalente a alguno de los algoritmos mas sofisticados hasta la fecha
para resolver sistemas de ecuaciones lineales, como la bidiagonalizaciéon de Lanczos o
los métodos de gradiente conjugado [22]. La propiedad del vector § que consiste en que
los valores predichos por un modelo PLS con a variables latentes es la proyeccién del
vector de datos Yy en un subespacio generado por las variables predictoras de X (que es
un subespacio que se puede describir como una determinada secuencia Krylov) se utiliza
en la Ref. [23] para caracterizar varios métodos de regresion (regresion en cadena, PLS
y PCR) que intentan reducir la varianza de los MLR (minimos cuadrados ordinarios) en el
regresor by g = (XTX) X"y reemplazando la matriz mal condicionada (X7X)~! por

una alternativa mas estable.
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La interpretacion de PLS en términos de subespacios Krylov también se utiliza en la
Ref. [24] para mostrar que varios métodos de regresidn en variables latentes comparten
una estructura comun, llamada Secuencia Multicapa Basica (MBS) que es un caso
particular de la secuencia de Krylov. Esto permite unificar varios algoritmos utilizados
para estimar los coeficientes del PLS y estudiar la relacidén entre el algoritmo PLS de
Martens [25] (MBS ortogonal) y el de Wold [26, 27] (MBS oblicuo). Para cualquier
modelo MBS-ortogonal, hay otro modelo MBS-oblicuo equivalente que comparten el
mismo espacio de regresién (o espacio Krylov extendido) lo que conduce a una
prediccién equivalente y se pueden obtener resultados de regresidn similares a través
de varias regresiones lineales en la variable de respuesta. El algoritmo PLS de Martensy
el de Wold son casos especiales de esta situacion. Esto explica los idénticos coeficientes
de regresion y resultados de prediccion. La aplicacién natural de MBS-ortogonal y MBS-
oblicua, desde el X-espacio original al T-espacio latente de scores, refleja las técnicas

de deflacién correspondientes.

Ya se sabe que, conceptualmente, la interpretacion de las variables latentes es
irrelevante en los métodos de minimos cuadrados basados en la descomposicidon de
subespacios, sin embargo durante la etapa de uso del modelo se vuelve relevante
porque puede aportar informacion sobre el proceso. En Quimiometria esto es
especialmente cierto, ya que PLS suele ser un método para predecir concentraciones de
muestras con sefiales multivariantes conocidas, es decir, como método de calibrado. En
este caso ademas, en general, hay mas variables que muestras, por lo que no existe

solucidon mediante el uso de modelos de regresion lineal estandar.

Cuando se busca una posible interpretacién en los modelos de calibrado con PLS,
resulta que el subespacio generado por las variables latentes seleccionadas incluye
informacién que no esta directamente relacionada con la respuesta y. Este problema se
traté con dos metodologias: i) pretratamiento de las sefiales para eliminar los
“artefactos” de la sefial (generalmente fisicos) no relacionados con la respuesta o ii)
modificacion de la busqueda de la solucion limitandola a subespacios correlacionados
con la respuesta. La primera ha dado lugar a varios métodos de pretratamiento de las
variables predictoras, que afectan en gran medida al modelo de calibrado PLS posterior
[28, 29]. En la segunda metodologia mencionada, la contribucién mas generalizable es
posiblemente la Correccién Ortogonal de la Sefal (OSC) por Wold y otros [30], que es
una modificacién apropiada del algoritmo PLS para eliminar las partes ortogonales
sistematicas de la matriz X. El enfoque del pre-procesamiento de sefial neta del analito
(NAS) [31] y su equivalente, la ortogonalizacion directa (DO) [32], proponen algunos
pesos a los loadings (no necesariamente contenidos en el espacio de filas de X) que

representan fendmenos considerados irrelevantes para modelar y. Otras propuestas,
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como PLS-ortogonal (O-PLS) [33], su alternativa en [34] y el procedimiento de regresiéon
basado en la Correccidn de Seiial Ortogonal de Fearn [35], son discutidas por Indhal [36],
aclarando la forma en que funcionan estos métodos OSC y dando una explicacion
rigurosa de la razon por la cual todo el concepto OSC puede llegar a ser confuso y
superfluo. Yu y MacGregor [37] sefialan que el subespacio de X no correlacionado con
Y estd a menudo sobredimensionado y no esta claro en absoluto qué parte de este
subespacio se elimina por diferentes algoritmos OSC y con diferente nidmero de
componentes OSC. Como resultado, la interpretacion de las componentes de la OSC
puede ser diferente y se propone la aplicacién de un Analisis de Correlacién Candnica
como post-procesamiento de un modelo PLS. Esta forma de definir el subespacio mas
relacionado con las variables de calidad se utiliza en la Ref. [38] para modelar un proceso

por lotes buscando el subespacio comun a las diferentes etapas del proceso.

De forma precisa, la actividad en el campo de regresidn de minimos cuadrados en
subespacios se centra en modelar el subespacio de las predictoras Sm que esté mas
relacionado con la respuesta. En general, el subespacio ortogonal Sm* solo se considera
para definir un limite en el conocido como el error cuadratico Q-residual, que se utiliza
para decidir si un nuevo objeto es compatible con el modelo PLS (o PCR) ajustado. Este
indice es esencial al crear modelos de calibrado multivariante o cartas de control
multivariantes basadas en variables latentes [39]. Su uso se ha extendido en la industria
por el caso del control multivariante no lineal utilizando KPCA [17]. Ademas de la
definicién de Q-residual, el espacio nulo del modelo de regresion contenido en Sm* se
ha utilizado, por ejemplo, para el diagndstico precoz de dafios estructurales o mal
funcionamiento de la maquinaria resultante en la reduccién del coste de mantenimiento
y el aumento de la fiabilidad y seguridad [40, 41, 42].

En el campo de PAT y QbD se ha avanzado en este uso subsidiario del espacio nulo
debido a que, como consecuencia de la propia definicion de espacio nulo, forma parte
del espacio de disefio: una vez construido el modelo de regresién entre X e Y, sumar
cualquier vector del espacio nulo del modelo a cualquier del dominio (definido por X)

no cambia las caracteristicas de calidad predichas.

No obstante, hasta ahora, cuando se usan métodos de regresion en variables
latentes, los andlisis sobre el espacio nulo se limitan a los que se corresponden con la
regresion de Y en las variables latentes. El contexto QbD requiere definir los valores de
variables de proceso, atributos de la materias primas o propiedades ambientales, que
dan como resultado el mismo valor de las caracteristicas de calidad medidas (o lo

suficientemente similar).
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1.3. PLS EN MODELADO DE CLASES (PLS-CM)

Para construir modelos de clase para dos categorias A, y B, a partir de un conjunto
de datos, el procedimiento consiste en ajustar un modelo PLS a una respuesta binaria
que codifica las categorias, por ejemplo -1 y +1. De manera que, el vector de respuesta
y estd compuesto por tantos “-1” como objetos que pertenecen a la categoria Ay tantos

+1 como los que pertenecen a B dentro del conjunto de entrenamiento.

Teniendo en cuenta que los modelos PLS son modelos de regresion para ajustar
variables cuantitativas, las respuestas predichas no van a ser -1 y +1, sino valores que
estan dentro y fuera, pero cerca, del intervalo [—1,1]. Entonces, es necesario definir un
umbral y, para los valores de las respuestas predichas que actua como criterio de
decision, es decir, el objeto i-ésimo se asigna a la clase B cuando §; > y, y a la clase A
en caso contrario. Por lo tanto, el valor umbral determina todas las caracteristicas de la
regla discriminante. Légicamente, se piensa en el umbral y, =0, ya que se han
codificado las clases como -1y +1, pero no siempre es la mejor elecciéon debido a que no
necesariamente hay el mismo nimero de objetos en cada categoria, ni ninguna razén

de simetria en los valores calculados por el modelo en torno a -1 o +1.

Para elegir el limite de decision en PLS-CM, primero se separan los valores
predichos, de acuerdo con la clase a la que pertenece cada objeto y se ajusta
independientemente una distribucidon de probabilidad a cada variable. De manera que,
la variable aleatoria Ya relacionada con la prediccién PLS para la clase A sigue una

distribucién Day de la misma manera, Yg sigue la distribucién Dg.

Sin pérdida de generalidad, se supondra que el modelo de clase es el de la clase B
codificada como “1”, es decir, la hipdtesis nula en este caso es pertenecer a la clase B.
Entonces, para una sensibilidad 1 —a € [0,1], se usa la funciéon de distribucién
acumulativa de Dg para calcular el valor critico y, de modo que P(Yg < yo) = a. Este
valor critico es el umbral de decisién y, por lo tanto, la especificidad del modelo frente
a la clase A (hipétesis alternativa) viene dado por P(Yy < y,), que se calcula con la

funcidon de distribucion acumulativa de Da.

1.3.1. CURVA OPERATIVA DE DIAGNOSTICO (ROC)

Una manera de representar las caracteristicas de un modelo de clase es la llamada

curva ROC (Receiver Operating Characteristic), que representa la relacidn entre la tasa
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de aciertos o verdaderos positivos 1 — « frente a la tasa de falsos positivos  [43]. En el
caso particular de PLS-CM, dicha curva queda definida al variar el umbral de decision y,
y en ese contexto, la tasa de falsos positivos es 1-especificidad del modelo de clase,

mientras que la tasa de verdaderos positivos es la sensibilidad.
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Figura 1-4: Ejemplo de curva ROC

Si se estima la sensibilidad y |la especificidad para distintos clasificadores, se obtiene
la curva ROC, tal y como se representa en la Figura 1-4. En este caso, la curva se inicia
en algun lugar a lo largo del eje de ordenadas colocando el umbral lo suficientemente
grande, de modo que no haya falsos positivos (aunque eso implicaria, en general, que
no se logra la total sensibilidad para la clase B). A partir de ahi, los puntos avanzan hacia
la derecha a medida que se baja el valor umbral, mejorando asi la sensibilidad a costa
de empeorar la especificidad ilustrando el funcionamiento alcanzado por el método.

Cuando se utilizan las distribuciones ajustadas a los valores respuesta obtenidos
por PLS-CM se puede dibujar una curva continua con esa misma interpretacién. Si se
estima la sensibilidad y especificidad solo con los objetos del conjunto de

entrenamiento, la curva ROC se reduce a un conjunto de puntos aislados.

El punto utopia de clasificacion perfecta se situaria en el vértice superior izquierdo
del cuadrado [0,1] % [0,1], lo que significaria un funcionamiento perfecto y tendria un
area bajo la curva igual a uno. A medida que la curva se separa de esa esquina, el
rendimiento empeora. Un modelo inutil tendria una curva ROC en la diagonal de esquina
inferior izquierda a superior derecha con un area bajo la curva igual a 0.5. En cualquier
caso, la curva ROC muestra los valores de compromiso que se pueden alcanzar

simultaneamente entre verdaderos positivos y falsos positivos.
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1.4. FRENTE PARETO OPTIMO

A menudo se da la situacidn en la que hay que optimizar un modelo que tiene varias
respuestas definiendo asi un objetivo multidimensional. Entre las posibles alternativas
gue existen para solucionar este problema de optimizacion, se puede, o bien ponderar
las respuestas y crear una funcion de deseabilidad para llevar el problema a un espacio
unidimensional (respuesta Unica), o bien seguir en el espacio multidimensional
definiendo un orden de dominancia y buscando valores de las variables de entrada que

describan el alcance del compromiso entre las diferentes respuestas [44].

La diferencia esencial entre la optimizacion de una o varias respuestas es que, en el
segundo caso, cuando dos (0o mas) respuestas experimentales estan en conflicto, se
tiene un conjunto de soluciones de compromiso donde una ganancia en una respuesta
requiere una pérdida en otra de las respuestas. La cuestion principal es que ninguna de
estas soluciones de compromiso es la mejor para ambas respuestas. Las soluciones son
todas éptimas y sin otra informacion adicional, no se puede decir que cualquiera de esas

soluciones 6ptimas sea mejor que ninguna otra.

En términos econdémicos, el italiano Vilfredo Pareto (1848-1923) definié el dptimo
de Pareto como aquella situacion estable en la que no se puede beneficiar una persona

sin perjudicar al préjimo.

En un problema de optimizacidn, al no tener un orden total en R", un orden parcial

util es el orden de Pareto [45] que se define para dos vectores g-dimensionales como:
(1-11) (dy,dy, ... dg) < (dy',dy), ..., dy') sid; <dj Yi=12,..,q

De manera que no todos los pares de vectores son necesariamente comparables
con esta relacidon. En caso de serlo, la solucion preferida para un problema de
minimizacion es (dl, d,, ..., dq) que proporciona los valores mas pequefios en todas las

coordenadas.

Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que se tiene un problema de

minimizacion para el cual se define “dominancia” como:
(1-12) (dy, ds, ..., dq) dominaa (d,’,d,’, ..., dq’) si se cumple:
di<d; Vi=1.2,..,q y dk / d, < d;’

Para ilustrar esta idea, se observa en la Figura 1-5 un ejemplo en dos variables en el

cual los puntos P1y P3 son soluciones no dominadas estando P2 dominada por P1.
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Figura 1-5: llustracion de la definicion de dominancia.

Para un conjunto finito de puntos, las soluciones no dominadas son las soluciones
de interés. El frente Pareto es, por definicidn, el conjunto de soluciones no dominadas

del dominio de definicion.

En un contexto de optimizacion multicriterio, el frente Pareto éptimo contiene por
lo tanto las soluciones de Pareto dptimas para cada criterio dado, es decir, al moverse a
lo largo del frente, necesariamente se mejora uno de los criterios y otro al menos se
empeora. En particular, contiene las soluciones que proporcionan el valor minimo

alcanzable en cada criterio individual.

Para generar el frente Pareto 6ptimo en los casos de estudio de esta tesis doctoral,
se utilizard un enfoque computacional, usando algoritmos evolutivos como motor de
optimizacidn porque permiten mantener una poblacién de soluciones. Contrariamente
a la necesidad habitual de convergencia de todos los miembros de una poblacidn hacia
un solo valor dptimo, en este caso, hay que estimar todo el frente Pareto éptimo de
modo que la poblacidn tiene que converger a diferentes soluciones que estén repartidas
a lo largo de este frente manteniendo la diversidad, por lo que las dos caracteristicas
principales para tener en cuenta a lo largo de la evolucidén son la no dominancia entre

soluciones y el mantenimiento de su dispersion.

En cada generacion de la evolucion se crea una nueva poblacién, habitualmente por
los operadores basicos de “seleccién, entrecruzamiento y mutacién”. Mediante la
seleccidon se toman aleatoriamente pares de individuos de la poblacién actual, pero
dando a los individuos una probabilidad de ser seleccionado relacionada con su bondad.
Es decir, aquellos individuos mas aptos tienen mayor probabilidad de ser seleccionados
y tienen mayor oportunidad de aparearse para generar la proxima poblacién. El
cruzamiento es el operador genético que empareja cromosomas para producir

descendientes que puedan mejorar a los padres. Y, por ultimo, la mutacién es el
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operador genético que altera aleatoriamente uno o mas valores en un cromosoma

desde su estado inicial dotando al algoritmo de nuevas capacidades de busqueda.

Por lo tanto, considerando la poblacién ampliada formada por la unién de la
poblacién actual de padres y los nuevos hijos generados, la actualizacion se hace, en
primer lugar, ordenando todos ellos en niveles secuenciales de no dominancia y
seleccionando entre estos niveles en orden hasta la finalizacién de la nueva poblacidn.
Si en el dltimo nivel al llenar la poblacidn, hay mas soluciones de las necesarias, solo se
seleccionan las mas dispersas de acuerdo con la distancia crowding. Es decir, se eliminan

los elementos que distan menos entre si dentro de su mismo nivel.
Adaptando un algoritmo genético de [46], el pseudocddigo es el siguiente:

1. Generacion de una poblacidén inicial de tamafio fijo tomada al azar del dominio
experimental.

2. Seleccion de algunas condiciones experimentales de la poblacion.

w

Cruzamiento y mutacion de estas soluciones seleccionadas, evitando que salgan
del dominio experimental y que ya estén en la poblacion.

Combinacién de la poblacidén actual y las nuevas soluciones generadas.
Evaluacion de la adecuacion de las soluciones para el problema de optimizacidn.

Ordenar las soluciones en términos de la relacion de dominancia.

N o u &

Seleccion de las soluciones actuales no dominadas para estar en la siguiente
poblacién.

8. Excluyendo los previamente seleccionados, nueva seleccion de las soluciones no
dominadas (segundo nivel de dominancia) y asi sucesivamente hasta que se llene
la nueva poblacion. Si hay mas soluciones de las necesarias en un nivel dado, se
incluyen las mas dispersas de acuerdo con la distancia crowding.

9. Ir a paso 2 hasta concluir el niUmero de iteraciones.

Las propiedades de convergencia del algoritmo genético no garantizan que el
conjunto final de soluciones no dominadas sea el frente Pareto 6ptimo, pero es una

estimacion que estara cerca de él.

Dentro del contexto del disefio experimental, se pueden encontrar mas detalles
sobre la implementacion del algoritmo en [45]. En este campo, una metodologia similar

permitio el calculo de disefnos experimentales ad hoc con criterios en conflicto [47, 48].
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1.4.1. GRAFICA EN COORDENADAS PARALELAS

La representacion cartesiana habitual de puntos multidimensionales se limita a tres
variables. Las extensiones para visualizar datos en una dimensidn mayor incluyen el
diagrama matricial, que consiste en un conjunto de todos los posibles diagramas
cartesianos que representan las variables de dos en dos.

Otra posibilidad es el Grafico en Coordenadas Paralelas (PCP) [49] que ayuda a
describir el comportamiento conjunto de las variables (las “coordenadas” de los puntos).
El valor de cada coordenada se traza como la altura en el eje de ordenadas, de acuerdo
con su posicidn en el vector. Por lo tanto, el eje de abscisas tiene tantas divisiones como
coordenadas tiene el punto. Aunque con esta disposicion no hay limite para la
dimension de los puntos representados con PCP, la visualizacidn se vuelve mas confusa

al aumentar el nimero de coordenadas.

1.5. SOFTWARE

El software utilizado para las principales rutinas que implementan el algoritmo
evolutivo para estimar el frente Pareto, son programas propios escritos en Matlab® (The
Mathworks, Inc., Natick, MA, USA). El PLS_Toolbox (Eigenvector Research, Inc., Manson,
WA, EE.UU.) para Matlab se ha utilizado para todos los cdlculos con modelos PLS y PLS2.
También se ha utilizado ocasionalmente Statgraphics Centurion XVII (Statpoint
Technologies Inc., The Plains, VA, EE.UU.) y NEMRODW para el disefio experimental

combinado del 0.
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CAPITULO 2. UNA PROPUESTA COMPUTACIONAL EN LA INVERSION
DEL MODELO DE MINIMOS CUADRADOS PARCIALES

EN EL MARCO DE INICIATIVAS DE LA TECNOLOGIA
ANALITICA DE PROCESOS Y DE CALIDAD DISENADA

RESUMEN

En el contexto de los modelos que fundamentan las iniciativas de Calidad Disefiada
(QbD) y de Tecnologia Analitica de Procesos (PAT), este estudio presenta una propuesta
computacional para apoyar el proceso de toma de decisiones sobre la factibilidad de un
producto determinado que esta definido con algunas caracteristicas de calidad definidas

a priori.

Para ello, se necesita un modelo de predicciéon que serd una funcién vectorial de
varias variables. Las de entrada se corresponden con variables de proceso,
caracteristicas de materiales, variables ambientales, etc., cualquier propiedad medible
que incida en el proceso. Las variables de salida sera caracteristicas medibles que

representen la calidad del producto. El modelo elegido es PLS.

El enfoque se basa en el calculo del frente Pareto éptimo que se obtiene al
minimizar simultdneamente las diferencias esperadas entre las caracteristicas predichas
y las deseadas. De esta manera se aborda la factibilidad del producto como un problema
de optimizacion con la novedad de hacerlo simultaneamente para todas las
caracteristicas, preservando la estructura de correlaciéon, pero manejando cada
caracteristica individual por separado. Por lo tanto, las soluciones encontradas formaran
parte del Espacio de Disefio para las caracteristicas de calidad objetivo del producto y
sin la necesidad de invertir explicitamente el modelo de prediccidén PLS ajustado para el

proceso.

Para ilustrar el procedimiento se usaran, en el presente capitulo, unos datos que
provienen de un proceso de produccién de polietileno de baja densidad (LDPE), con
catorce variables de proceso (variables de entrada predictoras) y cinco caracteristicas

de calidad medidas del polietileno final (variables de salida respuesta).
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2.1. INTRODUCCION

La industria farmacéutica se ha visto obligada a crear formalmente propuestas para
el desarrollo de procesos y productos [50] con el objetivo de garantizar la calidad y el
valor de estos mediante iniciativas de QbD, pero el concepto puede extenderse a

cualquier proceso industrial, en particular, a procesos quimicos.

En cualquier caso, laimplementacion de estos conceptos requiere la caracterizacion
cuantitativa del proceso y de las caracteristicas de calidad del producto y también
algunas técnicas de modelado que apoyen la toma de decisiones, generalmente
modelos multivariantes que relacionen las variables de entrada (variables del proceso,
propiedades del material, etc.) y la calidad del producto (caracteristicas medidas del
producto final), que es el marco de la PAT. De hecho, en [51] se afirma que la
identificacidn de las condiciones operativas éptimas para procesos quimicos complejos
se realizard utilizando herramientas matematicas avanzadas ampliamente desarrolladas

por la comunidad de ingenieros de sistemas de procesos.

Estos modelos de prediccion suelen ser ajustados mediante técnicas de modelado
de variables latentes utilizando bases de datos histéricas que contienen medidas de
procesos de fabricacidn actuales o anteriores. La relevancia del modelo, en las palabras
de Ottavian y otros [52], es que el acoplamiento de la informacion proporcionada por el
modelo a los conocimientos de ingenieria sobre el proceso representa una formidable
herramienta para avanzar en el conocimiento sobre el fendmeno fisico y quimico
subyacente que ocurre en el proceso, contribuyendo significativamente a mejorar la

comprensién general del mismo.

Por otra parte, estos modelos de variables latentes, en concreto un modelo PLS
ademas de evitar el efecto de la multicolinealidad en las estimaciones, persiguen el
objetivo de predecir las variables de salida, denominadas en este contexto
caracteristicas de calidad, a la vez que es capaz de capturar tanto la correlacion entre
estas caracteristicas de calidad como la correlacion de éstas con las variables de entrada.
Una ventaja adicional es que se pueden usar los estadisticos Q-residual y T ? de Hotelling
para evaluar si el modelo es adecuado para una muestra antes de predecir sus

caracteristicas de calidad esperadas.

Asi pues, se tienen por un lado, variables de entrada o predictoras (factores
controlables y otros factores que influyen en el proceso tales como propiedades de la
materia prima, parametros del proceso, etc., que pueden no ser directamente

controlables, pero que en general son medibles), por otro lado, variables de salida o
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respuesta (caracteristicas de calidad) y un modelo PLS que las vincula. Una vez validado
el modelo, con él se predicen las caracteristicas del producto para unas variables de
entrada, pero para unas caracteristicas de calidad deseadas que definen un producto
objetivo, el problema que se plantea es revertir de alguna manera el modelo para
obtener las variables de entrada necesarias, si las hubiera, que producirian el producto
objetivo. Esto es lo que se conoce como Inversiéon de Modelos en Variables Latentes
(LVMI).

Gran parte del esfuerzo invertido en LVMI implica el estudio de la factibilidad de un
determinado producto analizando las condiciones para resolver matematicamente el
sistema cuyas soluciones dependen de la dimensién “efectiva” tanto del espacio latente
como del espacio de respuestas [53], y asegurar que la solucién escogida mantenga la
misma estructura de correlacidon que la existente entre las caracteristicas de calidad
[54]. Un buen resumen de procedimientos y ejemplos en el campo farmacéutico se
puede encontrar en [52] y una revisidn bibliografica comentada (hasta 2012) en el

material suplementario de [55].

En el escenario matematico de la inversidn directa de matrices, no es posible afadir
restricciones en las caracteristicas de calidad deseadas. Con ese propdsito, el problema
puede ser redefinido como un problema de optimizacion, por ejemplo, buscando los
scores que minimizan el cuadrado de la diferencia ponderada entre las caracteristicas
deseadas y las predichas, siempre que no se supere el valor limite de la T ? de Hotelling
[56]. En [55] se propone un nuevo estadistico, andlogo a Q-residual, para comprobar la

capacidad del modelo en la reconstruccidn del vector de regresion.

En este entorno de optimizacién, la cuestién se plantea como un problema de
minimos cuadrados, lineal si los modelos predictivos son lineales como en Refs. [54, 57]
o no lineal como en Ref. [58], donde se usan los modelos no lineales de Programacién
Genética relacionados con vectores latentes para los bloques X e Y como modelos

predictivos, resolviendo también un problema de minimos cuadrados ponderados.

La propuesta presentada aqui plantea el estudio de la factibilidad de un producto
como un problema de optimizacion, pero buscando directamente las variables de
entrada que predicen las caracteristicas del producto final lo suficientemente cerca de
las deseadas. Esto se hace considerando todas las caracteristicas conjuntamente, ya que

el producto es Unico, pero se maneja cada caracteristica individual separadamente.

Ambos objetivos se pueden lograr al estimar el frente Pareto (ver por ejemplo [44])
gue contiene las mejores soluciones posibles para cada una de las variables y también

soluciones de compromiso o de compensacion (trade-off) entre caracteristicas cuando
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el producto no es factible. Como consecuencia, y esto se hace por primera vez, el modelo

de regresion PLS se invierte computacionalmente.

El procedimiento propuesto para la inversién teniendo en cuenta la estructura
vectorial de la Y se explica en la seccion 2.2., resumiendo los aspectos tedricos que ya
se han desarrollado en el capitulo anterior. La seccidn 2.3. muestra la utilidad de la
propuesta mediante la aplicacién de cuatro posibles situaciones distintas: los dos
primeros casos, secciones 2.3.1.y 2.3.2., abordan la inversion computacional desde el
espacio de las variables latentes y desde el espacio de las variables de entrada,
respectivamente. La seccion 2.3.3. aborda la factibilidad de un producto nuevo y para
terminar el capitulo, antes de las conclusiones, la seccion 2.3.4. muestra algunas otras
posibilidades de la metodologia en la medida en que se plantean como problemas de

optimizacidn, situacion que ya no es abordable mediante inversidon matricial.

Una vez ajustado un modelo PLS, su uso natural es predecir valores de y con unos
valores X de las variables predictoras. En el contexto de control de procesos con un
modelo PLS ajustado al proceso, eso significa predecir las caracteristicas de calidad del
producto producido con unos valores dados de las variables de proceso y demas

variables de entrada.

En general, la inversion del modelo tiene como objetivo encontrar los valores de las
variables de proceso que sirven para obtener los valores de las caracteristicas de calidad
que se desea lograr. Con una notacién mas precisa, dado y; (un valor Unico si solo hay
una caracteristica de calidad como respuesta o un vector de valores para multiples
respuestas), la inversién del modelo consiste en encontrar X tal que la prediccion PLS de
X seay;. En el caso de que tal X exista, significa entonces que y, es factible y por lo
general la solucién no es Unica. El conjunto de soluciones pertenece al denominado
Espacio de Disefo, el cual mide la holgura permitida en las variables de proceso sin

modificar la respuesta deseada.

2.2. PROCEDIMIENTO DE INVERSION

El procedimiento se plantea como una optimizacidon para buscar variables de
entrada que predigan un producto final con caracteristicas de calidad previamente
definidas. Para establecer claramente el procedimiento, se distinguen cuatro partes

necesarias [51]:
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1. Un modelo predictivo, esto es, una expresion matemdtica que relacione
cuantitativamente las variables de entrada con las caracteristicas del producto.
Generalmente, el modelo se ajusta con un conjunto de datos representativos del
proceso.

2. Una funciéon objetivo, que es una medida cuantitativa de la bondad de cada
solucion candidata para la consecucion del propdsito perseguido.

3. Un conjunto de restricciones que eviten soluciones poco practicas o inviables.
Las restricciones se aplican tanto con las variables de entrada como con las
caracteristicas del producto, principalmente las primeras.

4. Un motor de optimizacion para buscar, entre las soluciones candidatas, aquellas
O6ptimas segun la funcién objetivo definida respetando al mismo tiempo las
restricciones.

2.2.1. MODELO DE PREDICCION Y RESTRICCIONES

Como ya se ha establecido, Y es la matriz (nxg) que contiene el conjunto de g
variables respuesta (salida), es decir, g medidas de las propiedades del producto final
que definen sus caracteristicas de calidad, y X es la matriz (nxp) que recoge el conjunto
disponible de las p variables de entrada o variables predictoras, incluyendo variables de

proceso, atributos de los materiales, condiciones ambientales, etc.

Estas matrices de datos se utilizan para ajustar un modelo de prediccién
multivariante, que se denotara como f, para predecir Y a partir de X. Cabe sefialar que
es una aplicacion funcional entre un espacio p-dimensional y un espacio g-dimensional,
es decir, una funcion vectorial multivariante, definida en algun dominio D que viene

determinado por las restricciones impuestas en las variables de entrada controladas.

En cuanto al método de regresion, se utilizarda un modelo PLS2 ajustado entre X e
Y que afade restricciones para el problema de optimizacion ademas de la restriccion
obvia de considerar puntos X € D. Para verificar la consistencia con el espacio latente
definido por el modelo PLS2, se impondra un limite a los estadisticos Q-residual y T 2 los
cuales no pueden ser superados para ningun vector candidato X. Este limite sera el valor
correspondiente al 0.95 de nivel de confianza, que se mantendra a lo largo del presente

trabajo.

Dado un modelo PLS2 con K variables latentes, como ya se ha visto en el primer
capitulo de preliminares, la relacién entre el modelo y X a través de los loadings Pk y los

scores Tk se describe mediante la siguiente ecuacion.
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(2-1) X = TPl + Ry

Siri es la i-ésima fila de la matriz residual Ry, el estadistico Q = r;r! residual indica
el residuo o la diferencia entre el valor de la i-ésima muestra y su proyeccién en el
subespacio del modelo. Su valor critico con un nivel de significacion « se obtiene

mediante el método Jackson-Mudholkar [59].

El estadistico T 2 de Hotelling para la i-ésima muestra es la suma de los cuadrados
de los scores normalizados, definidos como T 2 = (t;t})/A; donde t; es la i-ésima fila
de T, y A; es el valor propio correspondiente a la i-ésima variable latente. T ? mide la
distancia de Mahalanobis de cada muestra al centroide, medida en el hiperplano de
proyeccion del modelo PLS2 considerado. Con un nivel de significaciéon a, el valor critico
se calcula como k(n — 1) /(n — k) Fy, i o donde Fy ,,_  €s el valor critico acumulado
de una distribucién F con k grados de libertad en el numerador y n — k en el

denominador.

2.2.2. MOTOR DE OPTIMIZACION Y FUNCION OBJETIVO

Para proceder a la inversidon del modelo PLS, dado un vector objetivo y: que describe
algunas caracteristicas deseadas, se trata de estudiar la existencia de algunas X factibles
tales que la prediccidn ¥ sea, en la practica, igual al yt dado. Un punto del dominio es
factible cuando verifica las restricciones sobre Q-residual y T 2impuestas en el apartado

anterior.

Contrariamente a la tactica habitual, el enfoque presentado aqui es computacional
y evita la necesidad de invertir algebraicamente el modelo de prediccién. La alternativa
consiste, dentro del contexto natural de optimizacion, en buscar x € D tal que su

prediccidn ¥ y el objetivo y; sean lo suficientemente parecidos.

Dado que se tiene mas de una caracteristica de calidad, la similitud entre los dos
vectores se calcula individualmente para cada coordenada, obteniendo diferencias di de

manera que el problema queda escrito como:
(2-2) mxin{dl-,i =1,..,q}= mxin{b’?i — yt,l-|,i =1,..,q}

La eq. (2-2) define la funcién objetivo a minimizar, que es vectorial ya que hay Q
diferencias (una por caracteristica o coordenada) que se minimizan simultdneamente.
En un contexto general, se dice que hay multiples objetivos individuales que cumplir en
el problema de optimizacién, o que se deben optimizar multiples criterios

simultaneamente, y como tal, un problema como este se conoce como un problema de
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minimizacion multiobjetivo o multicriterio. El espacio multidimensional de diferencias
individuales de la eq. (2-2) no estd bien ordenado, no hay una relacién de orden
establecida compatible con las operaciones vectoriales (véase por ejemplo [60]) vy, en
consecuencia, el problema de optimizacidn ya no esta bien definido en el sentido de
gue, en general, puede que no haya una solucién que proporcione simultdneamente los
valores minimos alcanzables para todos los objetivos a la vez (es decir,d; = 0 Vien la
eq. (2-2)).

A falta de un orden total, frente a la propuesta habitual de transformar los multiples
criterios en uno sélo como, por ejemplo, una suma ponderada y después proceder a la
optimizacidon con una relacion de orden total, el planteamiento aqui es la utilizacién
directa de un orden parcial sobre la funcién vectorial llamado orden de Pareto, el cual

se ha explicado en el Capitulo 1.

El motor de busqueda es un algoritmo evolutivo en el que la poblacion viene dada
por puntos del dominio de las variables de entrada D, y evoluciona moviendo estos
puntos dentro de D buscando los vectores no dominados (en el espacio g-dimensional)
segun los criterios a optimizar, que para este caso se han definido en la eq. (2-2), con el
orden parcial entre las diferencias. La poblacién evoluciona manteniendo la maxima

dispersion en las soluciones, tal y como se detalla en el capitulo anterior y en [44].

Como se ha obtenido una clara definicién de los resultados que se considerarian
aceptables para cada una de las respuestas de manera individual, si las caracteristicas
de calidad no son igualmente importantes, se pueden utilizar pesos definidos por el
usuario de acuerdo con la relevancia de cada respuesta y usar una funcidon de

deseabilidad para elegir entre las soluciones obtenidas con las ponderaciones definidas.

2.3. RESULTADOS Y DISCUSION

Para ilustrar la metodologia, se utilizan los datos obtenidos de [61, 62] de un
proceso de produccion de polietiieno de baja densidad (LDPE). Estos datos
corresponden a dos reactores tubulares conectados en serie, de manera que el proceso
depende de catorce variables de proceso. Se registran los datos de 50 productos, con
las correspondientes 14 variables de proceso y 5 caracteristicas medidas en cada

polietileno producido para calificarlo.

Los valores factibles de las variables de entrada del modelo son aquellos que

pertenecen simultdneamente al dominio de las variables de entrada D y a lo que se
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denomina PLS-box, que es la “caja” que esta geométricamente delimitada por el valor

de los estadisticos T 2y Q con un nivel de confianza determinado.

Tabla 2-1. Variables de proceso Xi,...,X14 y caracteristicas de calidad del producto Yi,...,Ys medidas para un
polietileno de baja densidad. Las dos ultimas columnas contienen la media, la desviacion tipica, el minimo y el

maximo de cada variable.

Variable Explicacion Media (Desv. tipica) Rango de variacion
X1 Temp. de entrada en la zona 1 del reactor 206.94 K (1.61) [204.13, 209.88]
X2 Temp. méx a lo largo de la zona 1 296.45 K (1.85) [292.96, 300.19]
X3 Temp. de salida de la zona 1 232.71K (4.20) [225.61, 240.25]
X4 Temp. méx a lo largo de la zona 2 284.21 K (2.24) [279.28, 288.74]
Xs Temp. de salida de la zona 2 242.44 K (2.76) [235.76, 246.76]
Xs Temp. del refrigerante de entrada a la zona 1 116.94 K (0.56) [115.91, 118.00]
X7 Temp. del refrigerante de entrada a la zona 2 117.82 K (0.499) [116.90, 118.58]
Xs Porcentaje a lo largo de la zona 1 en Tmax1 0.0295 % (0.0019) [0.026, 0.033]
Xo Porcentaje a lo largo de la zona 2 en Tmax2 0.5796 % (0.0053) [0.569, 0.592]
X10 Velocidad de flujo de iniciadores a la zona 1 0.4631 g s1(0.0269) [0.4089, 0.5053]
Xu Velocidad de flujo de iniciadores a la zona 2 0.4648 g s (0.0282) [0.4081, 0.5091]
X12 Velocidad de flujo del solvente a zona 1 [% de etileno] 665.77 % (6.14) [655.025, 676.97]
X13 Velocidad de flujo del solvente a zona 2 [% de etileno] 246.32 % (2.29) [242.07, 250.10]
X1a Presion en el reactor 3004 atm (19) [2970, 3033]

Y1 Conversién acumulada 0.1330 (0.00177) [0.1289, 0.1366]
Y2 Numero promedio de peso molecular 27320 (262) [26758, 27904]
Y3 Peso promedio del peso molecular 164055 (3063) [157505, 169964]
Y4 Ramificacién de cadena larga por 1000 dtomos de C 0.7964 (0.0173) [0.752, 0.829]
Ys Ramificacién de cadena corta por 1000 4tomos de C 26.11 (0.15) [25.84, 26.43]

La Tabla 2-1 describe las variables de proceso y las caracteristicas de calidad y
resume sus valores medios y sus desviaciones tipicas. También estan los minimos y
maximos que definen el dominio de busqueda D. Se observan unas diferencias notables
en magnitud y variabilidad tanto para las variables de proceso en X (50x14) como para
las caracteristicas del producto en Y (50x5).

Como la atencidn se centra en las caracteristicas de calidad del producto, en este
caso se definen en el espacio de cinco dimensiones. En este espacio, la variacidon de cada
variable en el conjunto de datos es pequefia (lo cual no es sorprendente para un proceso
controlado), los valores maximos y minimos de cada caracteristicaen Y (en la Tabla 2-1)
muestran que el rango de cada variable de respuesta no es mayor que 9.7 % de la media

correspondiente.

Ademas, algunas de ellas estan altamente correlacionadas como se puede observar
en la parte triangular inferior de las matrices de correlacion de la Tabla 2-2. Se espera
un comportamiento opuesto de Y2 con respecto a Yae Ysdebido a los altos coeficientes
de correlacion negativos, -0.80 y -0.92 respectivamente, que aparecen en la segunda
columna de la Tabla 2-2, contrariamente a la situacién con Y1 que esta positivamente
correlacionado con ellas (0.88 y 0.74 son sus respectivos coeficientes de correlacién) y,

por lo tanto, negativamente correlacionada con Y2, -0.71.
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Tabla 2-2. Coeficientes de correlacion de Pearson para las variables en Y, parte triangular inferior; y parala Y
predicha en la seccién 2.3.4. parte triangular superior. Se han omitido los coeficientes de correlaciéon de valor 1
entre cada variable y ella misma.

Y1 Y2 Y3 Ya Ys

Y1 -094 020 098 0.91
Y2 | -0.71 0.10 -0.91 -0.98
Ys 0.37 0.8 032 -0.22
Y4 0.88 -0.80 0.42 0.83

Ys 074 -092 -0.14 071

Esta misma informacién se puede ilustrar mediante un PCP (grafico en coordenadas
paralelas), Figura 2-1, en la que la estructura de correlacion entre las caracteristicas del
producto se describe siguiendo las lineas que representan cada uno de los puntos. Se
observa que los valores grandes de Y1 estdn vinculados con valores pequefios de Y2,
valores medios de Y3 y valores grandes de Y4 e Ys; mientras que los valores mas
pequefios de Y1 estan vinculados a los valores mas grandes de Y2, medios de Y3y

pequeiios de Yse Ys.

0.1366 27904 169964 0.829 26.43

e

RELRL,
LR

Figura 2-1. PCP de valores en Y escalados en rango.

Es claro que las lineas que unen la primera y segunda coordenada se cruzan
principalmente en el centro, lo que implica que Y1 e Y2 estan correlacionadas
negativamente a diferencia de Yse Ys cuyas lineas que las unen son casi paralelas, lo
gue significa que estan correlacionadas positivamente (ademas de con Y1) mientras que
Y2 e Y3 no muestran una fuerte correlacidon. También, los valores mas pequenos de Y2
estan vinculados a los valores mas grandes de Ya e Y5, lo que implica una alta correlacion
negativa entre Y2y estas ultimas variables. En resumen, la misma informacién que se

tiene en la Tabla 2-2.
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Para iniciar el procedimiento, se necesita un modelo de prediccidon que relacione las
variables de proceso en X con las caracteristicas del producto en Y. Se ajusta un modelo
PLS2 de variables regresoras X con valores autoescalados para predecir las cinco

respuestas en Y, también con valores autoescalados.

Utilizando el sistema de “persianas venecianas” como método de validacion
cruzada, con 7 lamas (split) y 2 muestras por lama, y teniendo en cuenta la varianza
explicada en X e Y la predicciéon de las cinco respuestas, se seleccionaron cuatro

variables latentes como se muestra en la Tabla 2-3.

Tabla 2-3. Caracteristicas del modelo PLS ajustado.

#LV (a) Varianza acumulada Varianza acumulada
explicada en X (%) explicadaenY (%)
1 27.73 63.47
2 44.20 84.12
3 55.91 89.94
4 65.97 92.63

Las cuatro variables latentes del modelo PLS2 explican el 65.97 % de la varianza en

los regresores (bloque X) y el 92.63 % de la varianza en las respuestas en el bloque Y.

El modelo PLS2 ajustado proporciona valores de R? en ajuste igual a 0.92, 0.97, 0.77,
0.98 y 0.99; y en validacién cruzada igual a 0.88, 0.94, 0.65, 0.95 y 0.98 para las variables
de respuesta Y1, Y2, Y3, Ys e Ysrespectivamente. La estabilidad del modelo es notable
ya que los valores de ajuste y validacién cruzada son muy similares, a pesar de que Y3

no estd tan bien modelada como el resto.

Ademas, el modelo PLS2 se ha evaluado realizando un test de permutacion aleatoria
en el bloque Y, lo que permite calcular la probabilidad de que los resultados obtenidos
con el bloque Y no permutado sean significativos o no. Los residuos obtenidos y
crosvalidados de cada permutacién se comparan con los residuos originales utilizando
el test de los rangos con signo de Wilcoxon. Los contrastes (en ajuste y en validacion
cruzada) aseguran que el modelo sea significativo con un nivel de confianza mayor al

99.5 % para cada una de las cinco variables.

2.3.1. PRODUCIENDO UN PRODUCTO CON CALIDAD MEDIA

Este primer caso sirve para introducir el procedimiento propuesto detallando los
pasos a dar cuando se buscan los valores de las variables de proceso que garantizan un
producto determinado. Para ello, se va a definir como vector objetivo, el valor medio de

todas las caracteristicas de calidad en Y entendiendo que ese es el producto que se esta
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produciendo en el proceso. Conforme a la Tabla 2-1, el producto “medio”, que es ahora

el vector objetivo o deseado que contiene las caracteristicas requeridas, es

(2-3) y; = media(Y) = (0.1330,27320.4,164054.9,0.796, 26.11) =
= ()’t,p}’t,z')’t,3;}’t,4'Yt,5)

Como el modelo PLS2 se ajustd al proceso con X e Y autoescalados, el valor de X
se proyecta en el origen del espacio latente y, en consecuencia, el modelo PLS2 predice
respuestas nulas que corresponden al valor medio de Y. De esta forma, se tiene la
seguridad de que hay al menos un vector en el espacio de variables de proceso que

garantiza las caracteristicas de calidad buscadas.

Para dar con las variables de proceso que logren las caracteristicas y;, el
procedimiento se aplica con un tamafio de poblacidon de 150 vectores de dimensién 14
seleccionados dentro del hipercubo definido por el rango de las variables de proceso en
X, detalladas en la ultima columna de la Tabla 2-1, y que constituyen el espacio admitido
de las variables de proceso D. Los descendientes se generan mediante seleccidn
uniforme por pares entre los elementos de la poblacién actual, con cruzamiento simple
(seleccién uniforme del punto de cruce) y el 20 % de las coordenadas se modifican

aleatoriamente con probabilidad uniforme (es decir, la probabilidad de mutacién es 0.2).

Se generan asi nuevos miembros de la poblacidn, que seran soluciones potenciales
siempre que se les pueda aplicar el modelo PLS2, es decir, siempre que cumplan todas
las restricciones impuestas al problema de optimizacion. Para comprobar si los vectores
generados estan en el mismo espacio latente que el utilizado para ajustar al modelo, se
utilizan los estadisticos Q y T 2y se descartan directamente aquellos descendientes con
cualquiera de sus valores mayores que los valores criticos correspondientes al nivel de
confianza del 95 %. Con los vectores restantes se aplica el modelo PLS2 y se obtienen las
predicciones de las caracteristicas de calidad, que se comparan individualmente con las
caracteristicas objetivo. Después de 1000 generaciones, las soluciones no dominadas de
la poblacidn final constituyen la estimacién del frente Pareto, que en este caso consta

de 116 soluciones.

La primera observacion es que se podria haber pensado que el frente Pareto deberia
haber consistido en un Unico punto (ya se ha comentado que el problema tiene solucién
y no hay conflicto entre las cinco caracteristicas objetivo, por lo que el frente se reduce
a un solo punto) ya que el producto es factible. La variacién observada en el frente
estimado se debe al criterio de parada. Como ya se ha mencionado, una de las
caracteristicas que hace que los algoritmos evolutivos sean adecuados para este

problema, es el hecho de que se mantiene una poblacién de soluciones. Otra
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caracteristica es que la mutacién garantiza que se pueda alcanzar cada punto en D
durante la evolucién, aunque hay pocas posibilidades de elegir precisamente un valor
exacto, porque el espacio de busqueda es un conjunto infinito. EIl comportamiento
esperado del método es converger hacia este punto, pero en la practica, como cualquier
otro método iterativo, la evolucidn debe detenerse en alglin momento, por lo que se
utiliza el nimero de generaciones como criterio de parada. En este caso, eso ha llevado

a las 116 soluciones obtenidas.

En términos practicos, para tener en cuenta toda la variabilidad antes de decidir
sobre ellas, es necesario establecer a partir de qué valor di se puede considerar que la
diferencia es, en la practica, nula. Para explicar qué significa este criterio, podria
suponerse que las diferencias individuales por debajo, por ejemplo, del 20 % del rango
de Y son indistinguibles desde el punto de vista practico. Esto significa establecer un

valor umbral, que en este caso seria :
(2-4) d, = (0.0015,229,2492,0.015,0.12)

En la grafica en coordenadas paralelas de la Figura 2-2 se muestran las diferencias
en valor absoluto entre cada valor objetivo y su correspondiente valor predicho
obtenido en el frente Pareto con las variables de proceso. Para hacerlas comparables y
mejorar la visualizacidn, estas diferencias individualesd; (i = 1, ...,5), se han escalado
previamente en un rango comun aunque sus valores maximos respectivos se anotan en

la parte superior de cada coordenada paralela.

Figura 2-2. Seccion 2.3.1. PCP de las diferencias en valor absoluto escaladas, dj,...,ds, cuando y=media(Y), eq. (2-3).
Las lineas continuas azules marcan las soluciones aceptables y las lineas rojas discontinuas las desechadas en base
al umbral establecido en la eq. (2-4).
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A la hora de interpretar estos numeros, dadas las diferencias en la magnitud de las
cinco caracteristicas de calidad, hay que tener en cuenta que la diferencia maxima de
0.0018 en d; representa sdélo el 1.4 % del valor objetivo yi1; 243.6 es el 0.9 % de yi2;
3601.2 es el 2.2 % de yt3; 0.018 es el 2.3 % de yiay 0.12 es el 0.5 % de Y5, siendo los
valores objetivo los definidos en la eq. (2-3). Por lo tanto, globalmente, las caracteristicas

mas dificiles de aproximar parecen ser Yz e Ya.

Después de redondear los valores con la precisidon de las correspondientes unidades
e imponer el umbral de la eq. (2-4) (que es una restriccion adicional al problema de
optimizacidn), se descartan aquellas soluciones del frente que superan este umbral en
al menos una de las coordenadas. Quedan asi 82 soluciones que corresponden a

variables de proceso que producirian la caracteristica objetivo en el producto resultante.

Estos 82 vectores solucion del frente Pareto estan alojados y se pueden descargar
en https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-S0169743917304963-mmcl.xlsx del

material suplementario de [1], hoja “Caso 1” de una Excel que contiene las 14 variables

de proceso (primeras columnas) en el orden de la Tabla 2-1, junto con los valores

d; (i =1, ...,5) y algunas medidas globales.

Como el valor medio de X, x = (i;, X5, ..., X{4) constituye un conjunto de variables
1, X2 14
de proceso para alcanzar y;, una medida de lo que se alejan las soluciones calculadas

(x4, X5, ..., X14) €en el frente Pareto de esa solucidn tedrica, es:

(2-5) RSEy = /224, (%; — x;)2

Un célculo analogo en el espacio de respuestas (es decir, para las diferencias

esperadas di), seria:

N2
(2-6) RSE, =\/Z?=1(yt,i—yi) = JZiad

Estos valores, eq. (2-5) y (2-6), acompafian a las soluciones en la Tabla 2-4 y en |la

hoja Excel mencionada que, ademas, se ordenan en orden creciente de RSEy.
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Tabla 2-4. Intervalos de variacion de las soluciones en los frentes Pareto para las secciones 2.3.1. (primeras dos
columnas) y seccidn 2.3.3. (ultimas dos columnas). y; se define en la eq. (2-3) e Yqes en la eq. (2-7).

Seccién 2.3.1. Seccidn 2.3.3.

Minimo  Maximo Minimo Maximo Rango de X

X1 205.17 207.87 204.13 209.88 [204.13,209.88]
X2 293.27 298.63 292.96 300.19 [292.96, 300.19]
X3 227.97 240.25 225.81 240.25 [225.61, 240.25]
Xa 279.28 288.53 279.59 288.74 [279.28, 288.74]
Xs 235.76 246.08 236.53 246.69 [235.76, 246.76]
Xs 116.10 117.59 11591 118.00 [115.91, 118.00]
X7 116.90 118.49 117.01 118.58 [116.90, 118.58]
Xs 0.026 0.031  0.026 0.033  [0.026, 0.033]

Xo 0.574 0.587 0.569 0.592 [0.569, 0.592]

X1  0.4268 0.4847 0.4089 0.5053 [0.4089, 0.5053]
X1 0.4269 0.5021 0.4243 0.5091 [0.4081, 0.5091]
X12 656.24 674.86 658.78 676.97 [655.025,676.97]
X1z 242.07 249.21 242.07 247.52 [242.07,250.10]

Xi4 2977 3033 2970 3010 [2970, 3033]
RSEx 4.8234 29.4062

di 0 0.0014 0 0.0156

d2 0 203 0 945

ds 0 2489 0 11516

da 0 0.014 0 0.066

ds 0 0.11 0 0.48

RSEy 29.6626 2490.8930

En cualquier caso, estos indices RSEx y RSEy son una reducciéon de todas las
diferencias a un solo numero, pero son las diferencias individuales al comparar las
respuestas previstas y las respuestas objetivo las que califican el rendimiento de cada

solucion en términos de optimizacion en el sentido de Pareto.

A modo de resumen de los valores calculados, las primeras dos columnas en la Tabla
2-4 muestran el minimo y el maximo de cada columna en los datos de la Hoja “Caso1”
en https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-S0169743917304963-mmc1.xlsx.

Globalmente, RSEx varia en [4.82,29.41] y RSEy en [29.66,2490.89], por lo que
ninguna de las soluciones calculadas coincide ni con media(X) ni con media(Y). Mas
interesante es observar que en las ultimas filas, los valores minimos de las diferencias di
son cero, lo que significa que hay valores para las variables de proceso que garantizan
el valor exacto de, al menos, cada caracteristica individualmente (cada coordenada de
yt). Estas soluciones tienen interés ya que son de alguna manera los "extremos" del

frente Pareto, aunque ahora no dejan de ser propiedades tedricas, porque en el
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contexto establecido con do, se ve que todos los maximos estan por debajo del umbral,

lo que significa que todos los valores predichos son, en la practica, iguales a y:.

En la Tabla 2-5 se muestran las diferencias y la RSEy de tres de las soluciones en el
frente Pareto. A pesar de que la RSEy de la segunda fila es el doble que el de la primera,
en general, la segunda es mejor solucion para todas las respuestas, exceptuando Ys. La
RSEy en la tercera fila es casi 35 veces mayor que la de la segunda y 75 veces mayor
qgue el valor de la primera, pero nuevamente solo es una consecuencia del valor
alcanzable para Y3 porque esta ultima solucién es mucho mejor para Y1 e Y2 y algo

mejor para Ys.

Tabla 2-5. Seccién 2.3.1. Valores de ajuste (d1 a ds) para tres soluciones en el frente Pareto. La ultima columna se
refiere a RSEy cuando se comparan las caracteristicas predichas y las objetivo.

di d> ds ds ds RSEy
0.00081 29.0 16.9 0.0028 0.057 33.5650
0.00028 27.6 67.9 0.0009 0.000 73.2950
0.00001 3.4 2484.5 0.0080 0.048 2484.5023

Se ilustra asi el tipo de informacién que proporciona el frente Pareto, al pasar de la
primera a la segunda fila en la Tabla 2-5, es necesario dejar que Y3 se separe (no mucho)
de su valor deseado para tener las otras cuatro caracteristicas mas cerca de sus valores
deseados. Hay que tener en cuenta que las diferencias se reducen al menos en un 30 %
en comparacion con las de la primera fila, a excepcion de d2 que vale practicamente lo
mismo. Al mirar la segunda fila, se puede lograr el valor objetivo para Ys (ds=0) al mismo
tiempo que se reduce ds, siempre y cuando se permita que Y3 se aleje de los valores

deseados.

Es también interesante comparar los intervalos en los que varia cada variable de
proceso de las soluciones del frente, las 14 primeras filas de la Tabla 2-4 donde se han
afiadido los rangos de variacion de X de la Tabla 2-1, se observa que las soluciones
optimales de Pareto estdn, de hecho, alrededor del valor tedrico (la media) pero no se
extienden por todo el dominio, sino en intervalos mas cortos, claramente para X1, Xz, y

de Xg hasta X11y, en menor medida, X3y Xa.

En cualquier caso, se tiene mas interés en los vectores en su conjunto que en cada
coordenada por separado, y estos valores quieren decir que las soluciones del frente
Pareto se encuentran en una subregion dentro del dominio. En esta region, la
variabilidad de las variables de proceso no afecta a la calidad definida para el producto

yt. Por lo tanto, las soluciones del frente Pareto son elementos del espacio de disefio
para Vt.
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De todas formas, hay que matizar que la calidad de las soluciones encontradas con
el algoritmo evolutivo en el frente Pareto depende de la precisién de los modelos
subyacentes y de los datos disponibles. El comportamiento contradictorio observado en
la Figura 2-2 esta menos relacionado con el conflicto entre las caracteristicas y mds con

la variabilidad tanto del propio proceso como del ajuste a cada variable respuesta.

Consecuentemente, el analisis proporciona informacién sobre las dificultades para
lograr las diferentes caracteristicas: por ejemplo, para predecir con exactitud la
caracteristica objetivo para Y1 (di=0) necesariamente se deben asumir mayores
diferencias para Y2, hasta cerca de 200, o Y4 mayor que 0.01. Y3 e Y5 podrian lograrse
con las mismas variables de proceso ya que ds y ds son casi nulos. Por el contrario,
acercarse a Yt2 requiere separarse de Yi1 sin una relacion clara con las restantes

caracteristicas.

Aunque todos los valores en el frente Pareto son iguales en relacién con la calidad
deseada, pueden no serlo en términos de los valores de las variables del proceso. Para
describir estos valores en el frente Pareto, se realiza un anadlisis de componentes
principales (PCA) con las variables del proceso halladas. La Figura 2-3a) representa sus
scores en el plano formado por las dos primeras componentes principales. Se destacan
seis puntos, numerados de acuerdo con la fila que tienen en la hoja “Caso1” del archivo

descargable y, representativos del comportamiento del resto de los scores.

Para mostrar las diferencias entre estos valores para las variables de proceso, la
Tabla 2-6 identifica la solucion (entre estas seis) en la que se alcanzan los valores minimo
y maximo de cada variable de proceso. Por ejemplo, la solucién niumero 69 tiene los
valores maximos de X1, X2, X3, Xgy X9y el minimo de Xa, X5, X7, X12 y X13, mientras
qgue el maximo de Xa y X12 se logran en la solucidn 52 junto con el minimo de X2, X3,
X, X11 y X14. También la Tabla 2-6 muestra que los seis vectores contienen valores que
son maximos o minimos en al menos una variable de proceso y que es diferente para
cada una. La ultima columna de esa misma tabla es el porcentaje del rango de estas seis
soluciones en comparacion con todo el rango en X (Tabla 2-1). Por ejemplo, el rango de
X1 entre los seis puntos resaltados (el maximo alcanzado en la solucién 69 menos el
minimo en la solucién 22) es el 29 % del rango que esta variable tiene en los datos
historicos en X. Excepto en cuatro de las variables de proceso, este porcentaje es mayor
del 50 %, es decir, los seis valores resaltados para las variables de proceso no solo son
diferentes entre si, sino que estdn muy separados en el espacio de las variables de

proceso.
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Figura 2-3. Andlisis de componentes principales calculados con las soluciones del frente Pareto: a) scores de
variables de proceso b) biplot de caracteristicas de calidad. El numero que identifica a algunos puntos, es el nimero
que corresponde a su posicion en la hoja 'Caso 1' del archivo descargable).

Tabla 2-6. Seccidén 2.3.1. Comparacién de las soluciones de Pareto marcadas en la Figura 2-3. Ver texto para mas
detalles.

Variable Minimo Maximo % del rango

X1 22 69 29
X2 52 69 74
X3 52 69 77
X4 69 52 98
Xs 69 2y 36 55
Xe 52 2y 36 49
X7 36y 69 2 91
Xs 2 69 64
Xo 2 69 42
X10 22 36 57
X1 52 57 38
X12 69 52 60
X13 69 22 89
X4 52 22 60

Las caracteristicas de calidad correspondientes para los valores en el frente Pareto
se visualizan en el biplot en la Figura 2-3b), correspondiente a un nuevo PCA ahora en el
espacio de salida de 5 dimensiones. Los puntos resaltados son los correspondientes a
los seis valores en la Figura 2-3a) y la Tabla 2-6. Se observa cdmo las soluciones 22 y 52
maximizan Y2 e Y4, respectivamente, mientras que la solucién 57, a pesar de su posicién
central en la Figura 2-3a), maximiza Y3 e Y1. Finalmente, la solucidon 69 minimiza Y3 e
Yi.

En relacion con la solucidn tedrica en este caso (el valor medio de las variables de
proceso), en general se necesitarian evoluciones mas largas, generalmente combinadas
con poblaciones mas grandes, para adherirse a ella. En este caso, con una poblacién de

tres mil vectores de variables de proceso en D que evolucionan durante diez mil
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generaciones, la poblacién converge a un unico punto, la media en X que se

corresponde al cero en los espacios latentes (scores).

2.3.2. EXPLORANDO EN PROFUNDIDAD EL ESPACIO DE DISENO

En este apartado se escogen las caracteristicas de calidad de uno de los productos
contenido en la matriz Y, por ejemplo, el primero de modo que no hay duda de que el
producto es factible. Por otro lado, los correspondientes valores en X proporcionan una
solucion directa al problema, aunque hay cierta variabilidad tanto en las variables del

proceso como en las predicciones calculadas con el modelo PLS2.

Para explorar el efecto de esa variabilidad, se realizan un millar de generaciones con
una poblacién de 500 soluciones potenciales que evolucionan para obtener soluciones
dispersas y no dominadas, proporcionando una estimacion del frente Pareto de 477

puntos como poblacion final, de la que 318 son diferencias por debajo de do (eq. (2-4)).

Los valores de los miembros del frente que, en la practica, predicen las mismas
caracteristicas de calidad junto con las diferencias obtenidas (valores di1 a ds) estan en la
hoja “Caso 2” en https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-50169743917304963-

mmcl.xlsx. Al igual que en el caso anterior, los extremos (maximo y minimo) se anotan

en las primeras filas y también se incluyen los valores correspondientes de RSEx y
RSEv.

También en este caso, para explorar las soluciones optimales de Pareto, se calculd
un modelo PCA con las variables de proceso en el frente Pareto. La Figura 2-4a), que
representa los scores en las dos primeras componentes principales, muestra tres grupos
claros diferenciados por colores. Los mismos colores se mantienen para la Figura 2-4b)
gue es el biplot de un nuevo PCA hecho con las caracteristicas de calidad predichas para

ver el efecto de las variables de proceso correspondientes en la Figura 2-4a).

Los grupos en la Figura 2-4b) no son tan claros, aunque es identificable que las
variables de proceso representadas como cuadrados verdes en la Figura 2-4a) dan
valores mayores de Y4 y valores menores de Y2, pero siempre dentro del rango de
valores aceptables, de acuerdo con la eq. (2-4), que es la propiedad que permitird a los
operarios seleccionar estas soluciones oOptimas de acuerdo con sus necesidades

especificas.
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Figura 2-4. Andlisis de componentes principales calculados con las soluciones del frente Pareto separadamente para
a) variables de proceso y b) caracteristicas de calidad. Se utilizan diferentes simbolos para sincronizar las variables
de proceso en la a) con las caracteristicas de calidad esperadas en el biplot de la b).

Ademads, a excepcion de Y3, se observa la similitud entre las posiciones de las
variables Y| proyectadas en el biplot en la Figura 2-3b) (seccién 2.3.1. y su posicién en la
Figura 2-4b), ambas mostrando la relacién cuando se exploran soluciones Pareto. Esta
disposicion es diferente de la que se produce al descomponer la matriz Y, Figura 2-7a).

La Figura 2-5 es la grafica en coordenadas paralelas que como no tiene limitadas, al
menos tedricamente, las dimensiones de los vectores representados, permite dibujar
conjuntamente las variables de proceso y las diferencias esperadas correspondientes

para observar el efecto de la variacion en las variables de proceso sobre las diferencias
esperadas.

P

"y
T

Figura 2-5. Seccion 2.3.2. PCP de variables de proceso y valores de diferencias obtenidas. Las lineas azules continuas
(v la linea verde mds gruesa) son soluciones aceptables; las lineas rojas discontinuas (y la amarilla) son soluciones
descartadas.

49



Utilizando el valor umbral de do dado en la eq. (2-4) sobre las diferencias asumibles,
se descartan en la Figura 2-5 directamente las soluciones en rojo (también la de amarillo)
y algunas de esas soluciones descartadas corresponden a los valores minimos de X1
junto con los menores de X2 y también los valores mas pequefios de X12 y X14 con

valores extremos (grandes o pequefios) de X13 o valores mas grandes de Xs, Xs y Xio.

En las variables de proceso restantes se observa cierta confusion entre las lineas
rojas y azules. La distincion esta entre las diferencias alcanzables, por ejemplo, la linea
verde y la linea amarilla, parecen tener un comportamiento similar en las primeras
variables de proceso, pero comienzan a diferir ligeramente de X6 a X12 (exceptuando
Xog) y se comportan de manera opuesta para Xo, Xi13 y, especialmente, Xi4. Estas
variaciones causan diferencias medias aceptables para los cinco valores predichos en la
linea verde y enormes diferencias inaceptables en la amarilla para Y2 (d2) y Y4 (ds) que
son necesarias para disminuir la distancia esperada a los valores deseados en Y1y sobre
todo, Y3z e Ys. Es decir, forzar d3 y ds a reducirse al cero matematico, provoca el aumento

inaceptable de d2 y da.

2.3.3. FACTIBILIDAD DE UN PRODUCTO CON UNAS CARACTERISTICAS DADAS

En las secciones 2.3.1. y 2.3.2. no se abordd directamente la cuestion de la
factibilidad del producto porque se sabia que era factible, ya sea teéricamente mirando
el espacio de variables latentes en la seccidn 2.3.1. o un producto concreto en las propias
variables de proceso de la seccién 2.3.2. . Las dos situaciones ilustran de distinta manera
el uso de la metodologia para estimar la variabilidad que se deberia esperar y asi
explorar el Espacio de Disefio para unas caracteristicas dadas.

Se consideran ahora caracteristicas deseadas para un nuevo producto dado:
(2-7) Vaes = (0.13,26800,160000,0.82,25,9)

Todos ellos, individualmente, estan dentro de los valores ya alcanzados en la matriz
Y, segun la Tabla 2-1, pero con una estructura diferente, como se puede apreciar en la
Figura 2-6 que muestra en linea roja continua su posicidn en relacién con los valores en
Y (lineas discontinuas azules). La diferencia mas notable se encuentra en la variacion

conjunta de Yie Y2y también de Yse Ya.
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Figura 2-6. Seccion 2.3.3. PCP de Ydes en la eq. (2-7), linea roja continua mds gruesa, en relacién con los valores en Y,

lineas azules.

Otra forma de ver esta diferencia de estructura se muestra en la Figura 2-7, que
representa la proyeccidon de Ydes en el modelo PCA de dos componentes principales

construido con Y autoescalada. La Figura 2-7a) es el biplot y la Figura 2-7b) contiene los

valores de los estadisticos Qy T 2.
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Figura 2-7. Proyeccion de Ydes (eq. (2-7)) (cuadrado rojo), en el modelo de dos componentes principales calculado
para Y. a) biplot y b) valores de los estadisticos Q y T 2 donde las lineas punteadas marcan los limites a nivel de

confianza del 95 %.

Aunque Ydes se proyecta bien dentro del modelo, en términos de T2, se observa
que tiene un residuo Q muy grande, que esta muy por encima del limite al 95 % de nivel
de confianza (linea punteada en la Figura 2-7b). Esto, en si mismo, implica que el
producto es inviable [57] porque no respeta la estructura de las caracteristicas de

calidad.
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Este caso ilustra como se detecta esta situacion de no-factibilidad con la propuesta
que se estd desarrollando y sirve para explorar el alcance del conflicto entre las
propiedades deseadas. Para ello, se han llevado a cabo varias ejecuciones del algoritmo
para minimizar todas las diferencias en valor absoluto entre las caracteristicas de calidad
predichas y las nuevas caracteristicas objetivo definidas en la eq. (2-7). En las diferentes
ejecuciones, el tamafio de la poblacion y la probabilidad de mutacion se han variado con
tiempos de evoluciéon mas largos (mas generaciones) para estudiar la estabilidad del
frente Pareto estimado, sin representar esto de ninguna manera un estudio sistematico
sobre el efecto de los diferentes metaparametros del algoritmo evolutivo en el frente
Pareto estimado; las diferentes ejecuciones en diferentes condiciones (un par de
minutos cada una, mas o menos) que convergen a poblaciones finales similares se

tomaron como un signo de reproducibilidad y estabilidad de los frentes estimados.

Una de tales ejecuciones, después de redondear a las unidades correspondientes y
de extraer las soluciones no dominadas, proporciona 121 valores de variables de
proceso cuyos minimos y maximos en el frente Pareto se encuentran en las dos
columnas intermedias de la Tabla 2-4. A pesar de tener variables de proceso que
predicen exactamente cada caracteristica individual (la diferencia minima en todas las
coordenadas es 0, los extremos tedricos ya mencionados del frente Pareto), los valores
maximos en cada coordenada son mucho mas grandes que en las dos primeras columnas
de la Tabla 2-4 de tal manera que ninguna solucion verifica que todas las diferencias di
a ds estan por debajo del valor umbral establecido en do, eq. (2-4). De hecho, también
se ve que el rango de las variables de proceso es practicamente el mismo que el de X,
lo cual da otra indicacién de que el algoritmo explord todo el dominio tratando de
ajustar los valores deseados, pero 'fallé' al hacerlo. Eso significa que, en la practica, se
tendrian que cambiar algunas de las caracteristicas deseadas para obtener un conjunto
de variables de proceso viables; de lo contrario, como ya se sabe de la Figura 2-7, el

producto no es factible con el presente proceso.

Mas claramente, quizd, se aprecia en la Figura 2-8 que al tratar de buscar variables
de proceso que predicen las caracteristicas del producto indicado por Ydes, las
encontradas tienen una estructura de correlacion similar a la de la Figura 2-2 aunque
aqui el comportamiento opuesto entre di y d2 es mucho mas pronunciado. Como se ha
mencionado con la tabla, se observan también en la Figura 2-8 los extremos tedricos del
frente Pareto en las diferencias minimas (cero) que se alcanzan para cada caracteristica

individual.
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Figura 2-8. Seccion 2.3.3. PCP de las diferencias en valor absoluto, d1...ds en el frente Pareto al intentar acercarse a
Ydes en la eq. (2-7).

En cualquier caso, la Figura 2-8 sirve como ayuda para decidir qué caracteristicas
son mas dificiles de alcanzar, o cuanto se debe relajar alguna de las caracteristicas para
tener un producto factible y como afectara esta decisidn al resto de las caracteristicas
de calidad.

En otras palabras, la estimacion obtenida del frente Pareto ya es una descripcion de
las soluciones factibles cerca de la deseada y orienta, por tanto, sobre la forma en que

se pueden redefinir las caracteristicas objetivo, si fuera el caso.

De esta forma, la propuesta presentada aqui, de nuevo es diferente a la de la
situacion de invertir matematicamente la matriz del modelo, en la que posiblemente el
usuario tendria que iniciar un procedimiento secuencial probando diferentes
posibilidades o combinaciones de respuestas para garantizar los valores de una o varias
de las caracteristicas deseadas. En esta forma aqui presentada, la naturaleza propia del
frente Pareto establece las condiciones para alcanzar, al menos, cada valor individual de

las caracteristicas deseadas, limitado por los valores del resto.

Si los ceros individuales (analizandolos con el resto de los valores) no son lo
suficientemente buenos, entonces es posible iniciar un proceso de exploracion de otras
alternativas. Para ello, se vuelve a usar el algoritmo de optimizacién guidndolo de una
manera diferente sin mas que definir los criterios de optimizacién adecuados. Para

ilustrar esta propiedad, se ha llevado a cabo una nueva ejecucién en la que se explora la
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viabilidad de garantizar solo algunos de los valores deseados en Yges (al menos dos) sin

imponer los restantes.

Las 449 soluciones en el frente Pareto extraidas de la poblacién ampliada (la que
tiene las soluciones antiguas y las nuevas) se encuentran en la hoja “Caso 3” en
https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-S0169743917304963-mmc1.xlsx.

La Tabla 2-7 muestra el valor absoluto de las diferencias, frente a los valores en Ydes,

de cinco soluciones extraidas del frente.

Tabla 2-7. Seccién 2.3.3. Valores ajustados di al predecir los valores deseados en la eq. (2-7) sin imponer todos a la
vez.

Numero d1 d 2 d 3 d 4 d 5
1 0.00381 0 0 0.0052 0.419
2 0.00422 64 0 0 0.438
3 0 673.4 0 0.0465 0.073
4 0.00026 741.2 0 0.0472 0
5 0 876.4 2247 0.0518 0

La solucidn numero 1, cuyas diferencias en alcanzar Ydes estdn en la primera fila de
la Tabla 2-7, tiene ceros en las columnas correspondientes a las respuestas
(caracteristicas de calidad) Y2 e Y3, por lo que se tienen valores de las variables de

proceso para garantizar los valores deseados para Y2e Ya.

Manteniendo el valor deseado de Y3, y con mayores diferencias para Y1, Y5, y
especialmente Y2, los valores vinculados a la solucién nimero 2 garantizan también Y3;
habria que admitir mucha mayor distancia a Y2 para acercarse a Y5 y alcanzar el valor

deseado para Y1 en la solucién nimero 3 que también mantiene el valor deseado de Y.

Andlogamente, la solucidén numero 4, una distancia mucho mayor al valor deseado
de Y2, permite obtener el valor en Y5, manteniendo el valor de Y3, y a la misma distancia
de Y4; mientras que se necesita mas distancia en Y2 y mucha mas en Y3 para garantizar

los valores deseados para Y1 e Ys en la solucién numero 5.

Si, ademas, se tienen en cuenta las diferencias definidas por el umbral do, entonces
existen de hecho 122 valores posibles que alcanzan uno de los valores objetivo, es decir,
una de las coordenadas de Ydes, 257 para garantizar dos de las caracteristicas y 70 para
lograr simultaneamente tres de los valores deseados. No se encuentra ninguna solucién

que garantice mas de tres caracteristicas.

Dependiendo del objetivo perseguido, se pueden hacer estudios sistematicos
similares que, en todos los casos daran una idea de aquellas caracteristicas que se

pueden optimizar a expensas del resto.
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2.3.4. MAXIMIZAR TODAS LAS CARACTERISTICAS DE CALIDAD

En esta seccidn se extienden las posibilidades del método expuesto para manejar
problemas de optimizacién expresados en su forma habitual sin necesidad de definir
valores a los que aproximarse. Por ejemplo, cabe la pregunta de si es posible maximizar
todas las caracteristicas de calidad, o maximizar dos de ellas minimizando las otras tres,

o cualquier otra situacidn que el responsable del proceso quiera explorar.

A modo de ejemplo, se supone que se quiere estudiar si, con el proceso actual, hay
variables de proceso que maximizan al mismo tiempo todas las respuestas. En este caso
particular, se sabe que el problema no tiene una solucién Unica debido a la correlacién
entre las caracteristicas de calidad, la que se observa en la parte inferior de la Tabla 2-2
y que ya se ha mencionado: una fuerte correlacidn negativa de Y2 frente a las otras tres
(Y1, Y4 e Ys) evidencia su comportamiento opuesto, mientras que estas tres, por su
parte, muestran una correlacién positiva y pueden maximizarse simultaneamente. En
cualquier caso, los resultados calculados aun sirven para conocer el alcance del conflicto

y el valor maximo alcanzable para cada caracteristica individual.

Agui no hay especificado un vector objetivo como en las anteriores secciones
porque no se sabe cudnto se puede aumentar cada caracteristica de calidad
manteniendo las variables de proceso dentro de D y de la PLS-box. En otras palabras, la

inversion matricial directa no estd bien definida para un problema como este.

De forma precisa, ha de redefinirse la funcion objetivo en eq. (2-2) que ahora sera:
(2_8) max {}71';1' = 1; :q}

con las restricciones ya establecidas, es decir, manteniendo puntos en el dominio D
definido para las variables de proceso que ademas se proyecten en el espacio latente

definido por el modelo de prediccién PLS2.

En consecuencia, adaptando el nuevo marco y aplicando el algoritmo para 1000
generaciones con el tamafo de la poblacion 1000 y la probabilidad de mutacién de 0.15,
el frente Pareto resultante tiene 734 elementos; en la hoja “Caso 4” en https://ars.els-
cdn.com/content/image/1-s2.0-S0169743917304963-mmcl.xlsx, donde también se

escriben las caracteristicas de calidad esperadas.

Vale la pena recordar que ahora los valores a optimizar no son diferencias sino
directamente valores esperados de las caracteristicas de calidad. La correlacion entre

los valores predichos con las variables de proceso obtenidas se ha descrito en la parte
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triangular superior de la Tabla 2-2 y refleja que las soluciones logradas mantienen la
correlacién entre las caracteristicas de calidad y por construccién también su caracter

optimo.

En ese sentido, los extremos del frente Pareto corresponderian a los maximos
individuales alcanzables para cada caracteristica de calidad. Los intervalos de variacién
de las variables de proceso en el frente Pareto y las caracteristicas de calidad predichas
correspondientes se escriben en la Tabla 2-8, donde se puede ver que, de hecho, todas

las variables de proceso cubren todo el rango permitido en D (Tabla 2-1).

Tabla 2-8. Seccion 2.3.4. Valores maximos y minimos de las variables de proceso (Xi) y caracteristicas predichas
(¥;) obtenidas al maximizarlas.

Variable  minimo maximo
X1 204.13 209.88
Xa 292.96 300.19
X3 225.61 240.25
Xa 279.28 288.74
Xs 235.76 246.76
Xs 115.91 118
X7 116.90 118.58
Xs 0.026 0.033
Xo 0.569 0.592
X10 0.4089 0.5053
X1 0.4081 0.5091
X12 655.02 663.56
X1z 242.07 250.10
X14 2970 3033
A 0.1290 0.1386
¥, 26603 28163
A 160135 172930
A 0.7469 0.8515
Vs 25.64 26.55

Los valores de las soluciones que se encuentran en el frente se representan en
coordenadas paralelas en la Figura 2-9, de nuevo con valores escalados en rango. Los
maximos alcanzables individualmente, que son extremos del frente Pareto, se sefialan

en rojo.

El grafico de la Figura 2-9 refleja un comportamiento conflictivo entre los objetivos
y, de hecho, no es posible obtener los maximos valores para todas las caracteristicas de
calidad simultaneamente. El conflicto mas fuerte parece ser entre Y2 y el resto de las
variables. Es evidente que los valores mas grandes de Y1 estdn vinculados a los valores
mas pequefios de Y2 y viceversa, pero este comportamiento contrapuesto de Y2
también lo es cuando se mira Y4 e Y5, que, entre ellas, no muestran ningun conflicto y

se pueden maximizar simultaneamente.
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Figura 2-9. Seccion 2.3.4. PCP de los valores de ajuste en el frente Pareto cuando se trata de maximizar todas las
caracteristicas de calidad. Las lineas rojas marcan cada mdximo individual alcanzable.

Comparando los valores maximos en Y, Figura 2-1 y Tabla 2-1, cada Y individual se
puede mejorar ligeramente respecto del estado actual del proceso, pero a costa de
obtener los valores minimos ya alcanzados en Y para alguna otra caracteristica. Por
ejemplo, el caso de la linea roja mds gruesa en la Figura 2-9, muestra que para predecir
el valor maximo posible alcanzable para Y2 de 28161, deben asumirse los valores de
0.1294 para Y1, que es casi su valor minimo (Figura 2-1), 165935 para Y3, que son
valores medios entre los alcanzables , y de nuevo valores minimos de 0.753 para Ya vy
25.68 para Ys.

La situacion con Y3 es completamente diferente; su mayor valor se puede lograr
con pérdidas menores en las otras cuatro caracteristicas. Y1, Y4 e Y5 por su parte tienen
sus correspondientes maximos individuales alrededor de los mayores valores
alcanzables simultaneamente para las tres caracteristicas, pero vinculadas a valores

medios de Y3y entre los peores valores para Y2.

La Tabla 2-9 muestra el conjunto completo de caracteristicas de calidad alcanzables
simultaneamente para las soluciones "extremas" en el frente Pareto, es decir, las que
tienen el valor maximo en una caracteristica. Se identifican por el nimero de fila en la
hoja “Caso 4” en https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-50169743917304963-

mmcl.xlsx donde estan las soluciones completas.
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Tabla 2-9. Valores de las variables de calidad para las soluciones en el frente Pareto que alcanzan el maximo en
cada caracteristica individual (en negrita en la diagonal principal).

Fila hoja “Caso 4” Y1 Y2 Y3 Ya Ys
541 0.1386 26742 168070 0.845 26.47
16 0.1294 28163 166273 0.754 25.67
285 0.1357 27409 172930 0.824 26.05
601 0.1381 26679 167982 0.852 26.41
715 0.1375 26677 163387 0.830 26.55

Los comentarios precedentes sobre la Figura 2-9 se aplican exactamente igual,
ahora con los valores precisos. Por ejemplo, para predecir el valor maximo alcanzable
para Y2 (28163 en la segunda fila en la Tabla 2-9), se deben asumir valores de 0.1294
para Y1 que es casi su valor minimo (0.1289 en la Tabla 2-1), valores medios para Y3
(entre los alcanzables en el frente Pareto, de 160135 a 172930, Tabla 2-8), y de nuevo
casi los valores minimos en el frente Pareto de 0.754 para Yay 25.67 para Ys.

2.4. CONCLUSIONES

En el presente capitulo, se presenta una propuesta alternativa para inversiéon de
modelos PLS, mostrando sus posibilidades para ayudar en el proceso de toma de
decisiones y para abordar la factibilidad de un producto con caracteristicas finales
prefijadas. Esta propuesta es una alternativa a la inversién explicita del modelo
matematico de prediccion de caracteristicas de calidad en funcién de las variables del
proceso y que suele ser un modelo de variables latentes. Para ser precisos, aqui se

invierte computacionalmente un modelo PLS por primera vez.

Al plantear el problema abordado como un problema de optimizacién multicriterio,
el método propuesto ayuda en el estudio de un proceso en curso en el marco de QbD y
en la toma de decisiones. El procedimiento admite restricciones sobre las variables del

proceso, sobre las caracteristicas de calidad e incluso en el espacio de variables latentes.

El hecho de tener el frente Pareto para cada situacién planteada facilita el estudio
de la factibilidad de los productos, conjuntamente con las variables de proceso
necesarias y su variacion admisible. En ese sentido, permite la definicién del Espacio de
Disefio. Incluso si el producto no es factible, la estimacidn del frente Pareto sigue siendo
util para explorar el conflicto y decidir sobre posibles modificaciones de algunas de las

caracteristicas deseadas.

La flexibilidad del procedimiento propuesto se muestra como una alternativa para

estudiar la factibilidad o la no factibilidad de un producto con caracteristicas de calidad
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especificas y también como un medio para poder abordar otras situaciones, como la
posibilidad de optimizar (maximizar, minimizar, mantener un valor dado) una o varias

de las caracteristicas de calidad perseguidas.

Quedan preguntas abiertas para ser estudiadas mas a fondo. Una de ellas se refiere
a la precision de las conclusiones alcanzables que, como es habitual cuando se trabaja
con métodos de prediccidn, estan limitadas por la bondad del modelo de prediccion.
Ademas, el efecto en el espacio de disefio de esta incertidumbre, y del que se debe a la

proyeccion de X en el espacio latente, debe abordarse sistematicamente.
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CAPITULO 3. EL ESPACIO RESIDUAL EN LA INVERSION DE MODELOS
DE VARIABLES LATENTES Y SU IMPACTO EN EL

ESPACIO DE DISENO PARA UNAS CARACTERISTICAS
DE CALIDAD DADAS

RESUMEN

En el contexto ya establecido de uso e inversidn de modelos sobre variables latentes
en control de procesos, este capitulo contiene una discusion sobre los espacios nulos
asociados a los modelos lineales de prediccidn para el caso particular de los modelos de
regresion por minimos cuadrados parciales (PLS). En modelos lineales, la prediccién no
queda modificada cuando se suman vectores pertenecientes al nucleo de la aplicaciéon
lineal. No obstante, se han de considerar los dos nucleos o dos espacios nulos existentes:
el que estd en el espacio de las variables de entrada relacionado con la proyeccién en el
espacio latente y el que proviene del espacio de proyeccién correspondiente a la

aplicacion lineal que asigna respuestas predichas a los distintos scores.

Se explora también el impacto de esos espacios nulos en la definicién del espacio
de disefio para algunas soluciones factibles obtenidas invirtiendo el modelo de
prediccion, y ello a través de varios casos, tanto con datos simulados como con datos
reales obtenidos de la literatura. Mediante estos casos de estudio se ilustra la discusién
y la necesidad de considerar puntos en los dos espacios nulos mencionados y no solo en

el espacio nulo dentro del espacio latente.

Asimismo, en los casos de estudio expuestos, se muestra cdmo abordar el uso de
los vectores resultantes en el espacio de disefio para mantener una calidad deseada
modificando las variables de entrada que sean ajustables o manipulables para
compensar las variaciones debidas a otras variables caracteristicas que no son tan faciles

de controlar.

3.1. INTRODUCCION

El modelo de regresion de minimos cuadrados parciales (PLS), como ya se ha
mencionado, es una composicién matematica de dos aplicaciones lineales: primero se
reduce la dimensionalidad proyectando los puntos en un espacio de dimensidn inferior,

que es el espacio subyacente o de proyeccidn generado por las variables latentes
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seleccionadas y luego una regresion de los scores en el espacio de las respuestas. Se
tiene entonces variabilidad en los tres espacios. El presente estudio se centra
Unicamente en los dos primeros, el de entrada y el latente. Si se esta interesado en la
incertidumbre estadistica de las predicciones, se puede consultar las referencias [63, 64]
donde se calculan algunos intervalos de confianza para la respuesta predicha con

modelos PLS.

Ya se ha especificado que invertir un modelo es establecer un valor deseado de la
respuesta Ydes (calidad objetivo) y buscar los valores correspondientes de las variables
de entrada cuya prediccidn sea exactamente Ydes. Ademas, alrededor de estos valores,
cuando existan, es aconsejable determinar el espacio de disefio correspondiente, es
decir, la regidn en el espacio de entrada donde la respuesta predicha es la mismay, por

lo tanto, se mantiene la calidad objetivo esperada.

En modelos de prediccidn lineales de variables latentes, como PLS, este espacio de
disefio incluye el nucleo de la aplicacion lineal asociada, conocido también como espacio
nulo, que es el subespacio que contiene los puntos asignados al cero, es decir, aquellos

vectores que sumados a cualquier otro no modifican las predicciones.

Jaeckle y MacGregor [65] introdujeron por primera vez la idea de un espacio nulo
asociado a la inversion de un modelo PLS, pero su efecto solo se considera en el espacio
latente. Este espacio nulo también se tiene en cuenta en [66] cuando se retropropaga
el intervalo de confianza definido en [63] con diferentes procedimientos para calcular

una especie de regiones de confianza para acotar el espacio de disefio.

Sin embargo, en el modelo PLS ajustado hay una parte de la variacion reflejada en
el espacio de disefio que proviene de lo que se puede llamar el espacio "residual"
relacionado con las variables de entrada. Se ha llamado "residual" porque es la parte
que se descarta al seleccionar un nimero menor de variables latentes que de variables
de entrada, con lo que se supone que es la parte de X que no estd relacionada con las
caracteristicas de calidad predichas. En particular, la variabilidad en el espacio residual
relacionada con las variables de entrada (la parte del espacio de variables del proceso
que se descarta tras la descomposicidn) no tiene ninguin impacto en la calidad predicha.
Por lo tanto, refleja la parte del espacio donde las variables de entrada pueden
modificarse sin alterar la calidad del producto resultante, es decir, forma parte del

espacio de disefo.

En este capitulo, se intentard describir la “forma” de esta parte del espacio de
disefio en algunos procesos de produccion con una cierta calidad predefinida. Debido a

gue las caracteristicas de calidad del producto se mantienen fijas, técnicamente se
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requiere lainversion del modelo de regresion. Partiendo de una relacion lineal entre dos
espacios vectoriales, bajo ciertas condiciones sobre las dimensiones determinadas por
las variables de entrada, las variables latentes y las caracteristicas de calidad, PLS es un
modelo lineal que se puede invertir algebraicamente resolviendo sistemas matriciales
[52]. Como se vio en el segundo capitulo, publicado en [1], hay también algunas
alternativas computacionales que no dependen de las dimensiones mencionadas.
Independientemente de la solucién elegida, los espacios nulos relacionados con los
modelos lineales utilizados desempefian un importante papel en el espacio de disefio

correspondiente.

Ciertamente, para caracterizar el ndcleo no parece necesaria la division mencionada
y se puede usar su caracterizacion algebraica con los coeficientes de regresion del
modelo PLS ajustado. Sin embargo, no todos sus puntos pertenecen al espacio de
disefio, ya que también deben adecuarse al proceso que se estd modelando, es decir,
deben ser valores factibles para las variables de proceso y atributos de entrada que,

ademas, se proyecten en el espacio latente definido por el modelo PLS.

Aunque la notacién bdsica y algunos antecedentes tedricos se plantean en el
Capitulo 1 de esta tesis, se recuerdan brevemente en la seccion 3.2. y se plasman las
bases tedricas que se van a utilizar en el procedimiento. En la seccion 3.3. se analizan
diferentes casos de estudio para ilustrar las propiedades y la aplicabilidad practica y se

termina el capitulo con algunas conclusiones en la seccién 3.4.

3.2. PROPIEDADES TEORICAS

Sean Xnxp) € Y (nxq) las matrices de p variables de entrada y de sus correspondientes
g caracteristicas de calidad, respectivamente. Estas matrices suelen construirse con
datos histdricos de un proceso y se utilizan para ajustar un modelo PLS con la finalidad
de predecir caracteristicas de calidad dados unos ciertos valores de las variables de
entrada.

Como la Unica informacion utilizada para ajustar el modelo estd proporcionada por
las dos matrices, se supone que los datos son representativos del proceso en la toma de
decisiones. También se asume que p y ( son menores que N y que mediante el
procedimiento PLS se pueden obtener hasta p nuevas variables ortogonales en el
espacio latente. Tanto X como Y estan autoescaladas, es decir, cada columna se centra
restando su media y tiene varianza la unidad una vez que se divide por la desviacién

tipica.

63



Cuando se trate de un proceso bajo control, las variables de entrada y atributos de
los materiales estan acotadas vy, a falta de mds informacidén, se asume que su dominio
esta definido por el rango de los valores observados en X. Asi, el espacio de disefio
buscado debe estar dentro de este dominio configurado por las variables de entrada

que definen las soluciones factibles.

Deben ademas cumplirse las restricciones para emplear el modelo PLS que se aplica
correctamente solo a las muestras con valores de T2y Q por debajo de los valores
umbrales impuestos para ambos estadisticos. Este dominio acotado ya se definié en el
Capitulo 2, denominada PLS-box que incluye la parte del espacio latente que esta
limitada por T2 y la parte del espacio residual limitado por el umbral impuesto al

estadistico Q, con un 95 % de confianza en ambos casos.

Por tanto, las soluciones factibles son aquellas que pertenecen simultaneamente al

dominio de las variables de entrada y a la PLS-box.

Para los calculos vectoriales, se respeta la estructura en forma matricial. Por
ejemplo, un vector fila de p variables de entrada se escribe X" y del mismo modo, y' es
un vector fila que contiene las caracteristicas de calidad. Con esta notacidn, el vector X
gue contiene algunos valores de las variables de entrada se proyecta en el espacio
latente de PLS utilizando los pesos en Wyxa) de modo que el vector a-dimensional de
scores es t} = xTW. Para obtener las caracteristicas esperadas (predichas) es suficiente
con calcular §7 = t1Q”. En resumen, dados los valores de p variables de entrada en X,

el vector de ( caracteristicas de calidad predichas ¥ se calcula como:
(3-1) 97 =xTWQT =x’b

Se denotard como L a la aplicacion lineal, el modelo PLS de la eq. (3-1) entre el
espacio de entrada p-dimensional y el espacio de caracteristicas de calidad Q-

dimensional, cuya matriz asociada es bT(qxp).

El nucleo o espacio nulo asociado a la aplicacién lineal L es el subespacio vectorial
que contiene todos los vectores cuya imagen es el vector nulo. Como a <p, la
dimension de dicho subespacio ker (L) esd = p — rank(b) = max{p —a,p —q}y se
puede calcular una base Bnuipxd) para caracterizar ker (L). Esto significa que, para
cualquier vector d-dimensional v, el correspondiente vector X, = B,,,,;V pertenece al
ker (L).

En otras palabras, el espacio nulo contiene el conjunto de vectores X, que se

pueden sumar a cualquier otro X sin modificar la respuesta predicha, es decir:
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(3-2) 97 =x"b=L(x)=Lx+x,) =& +x3)b Vvx, € ker(L)

La verdadera relevancia de este espacio nulo se refleja al definir el espacio de disefio
para un conjunto dado de caracteristicas de calidad, porque representa la variacién
permitida en las variables de entrada que no modifica la respuesta predicha. En
consecuencia, el conjunto de puntos {x + x,/X, € ker(L)} estd contenido en el
espacio de disefio alrededor de X, pero solo para aquellos que estén en el dominioy en
la PLS-box.

Ahora el interés se centra en la inversién del modelo PLS para un Yqdes dado (valores
objetivo de las caracteristicas de calidad). Este problema se resuelve en el espacio

latente mediante la determinacién de los a scores £, eq. (1-9), tal que

(3'3) yges = ngT

Luego, para obtener las variables predictoras correspondientes, basta con usar los
loadings P, para “transformar” t, en una x p-dimensional independientemente de los

valores que puedan tener las variables descartadas, es decir: 87, = t5PZ.

Sin embargo, hay que tener presente que la solucién t, de la eq. (3-3) puede no ser
Unica. Cuando a > g, hay un espacio nulo, definido en [65], que es un subespacio dentro
del espacio latente que contiene a los vectores t, para los que la respuesta predicha es

cero, es decir:
(3'4) thT = Oq

que define el espacio nulo de la aplicacion lineal cuya matriz asociada es Q sia > g (de

lo contrario el nucleo se reduciria al vector nulo) y se denotara por ello espacio Q-nulo.

Por lo tanto, para cualquier t, del espacio Q-nulo, £, + t, es también solucién de
la eq. (3-3) y su imagen es y,.s, Y por lo tanto el problema de inversidn tiene infinitas
soluciones en el espacio latente. Al multiplicar por los loadings P, se generan infinitos
valores para las variables de entrada con la misma respuesta esperada, es decir, que

predicen las mismas caracteristicas de calidad, esto es:
(3-5) (&% + t)P] = thP] + t{P] = RGos + X

para cualquier solucién t% de la eq. (3-3) y t, del espacio Q-nulo, por eso X, € ker(L),

y todos los puntos generados asi tienen la misma respuesta predicha y ;.

No obstante, este procedimiento de calculo de valores de las variables de entrada

para obtener unas caracteristicas de calidad deseadas no cubre por completo el
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conjunto ker (L), ya que hay otro subespacio nulo, ortogonal al espacio latente, que se
ha ignorado como consecuencia de la reconstruccion de las variables de entrada con la
eg. (3-5). Este subespacio coincide precisamente con el generado por los loadings de las
variables latentes no consideradas en el modelo que, para el conjunto de entrenamiento

de la eq. (1-8), se puede también escribir:
(3-6) X = T,P + TP

donde r es el numero de las ultimas columnas de la matriz correspondiente. Para

cualquier punto s, r-dimensional, se tiene que:
(3-7) x!I = sTP!

es un vector p-dimensional en el espacio de las variables de entrada tal que x’b = 04,

es decir, pertenece a ker (L). De hecho, es:
TW —
(3-8) x,W=20,
que son scores nulos, es decir, cualquier X,. se proyecta en el origen del espacio latente.

Como consecuencia de esto, del maximo de p variables latentes que se pueden
calcular para la X p-dimensional, los loadings de las variables latentes descartadas son
una base del nucleo de la aplicacion lineal correspondiente a la proyeccién del espacio
de entrada en el espacio latente. A este espacio se le denotara como W-nulo,
relacionado con el espacio residual claramente diferenciado del espacio Q-nulo anterior

contenido en el espacio latente.

Con esta notacién y siempre dentro del nucleo global ker(L), se diferenciaran los
puntos Xx,. del espacio W-nulo calculados en la eq. (3-7) que son solucién de la eq. (3-8)
y los puntos X, que corresponderan a xg = tng, es decir, puntos reconstruidos a partir
de cualquier t, en el espacio Q-nulo definido en la eq. (3-4). Los vectores de estos dos
espacios nulos tienen propiedades adicionales que los diferencian: los X, tienen un valor
cero para el estadistico T 2ya que siempre se proyectan en el origen, y cualquier X, tiene

un valor cero para el estadistico Q-residual ya que se calcula desde el espacio latente.

En cualquier caso, hay que tener en cuenta tanto la variabilidad debida al espacio
W-nulo como la debida al Q-nulo, pues para lograr un y,.s, ambos aportan soluciones

del espacio de disefio alrededor de un determinado X ;..

Asi pues, se esta teniendo en cuenta la variabilidad en Rx, que ejercera su impacto

Unicamente en las variables de entrada (no en la respuesta predicha ni en el espacio
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latente) y no se considerara la variabilidad residual en Ry, que se reflejara en la
incertidumbre de la respuesta predicha por el modelo. En otras palabras, se tendra en

cuenta la variabilidad que solo se reflejara en el espacio de disefio.

En cualquiera de los casos discutidos, de acuerdo con las eq. (3-4) y (3-8), la
variacion alrededor de cualquier punto en el espacio de entrada, debida al espacio nulo,
no depende de los valores en estudio, tampoco de las variables X ni de las caracteristicas
de calidad predichas (o deseadas) en la y correspondiente. Sin embargo, en la practica,
esta propiedad puede resultar inutil porque hay restricciones adicionales que si
dependen de los puntos estudiados. Es decir, ademds de la propiedad tedrica de
pertenecer a ker (L), también se necesita caracterizar los puntos que pertenecen al
dominio donde las variables predictoras pueden variar y también que su proyeccién esté
dentro del espacio latente delimitado por el modelo PLS ajustado, que es lo que se ha
llamado PLS-box. De esta manera, los estadisticos Q-residual y T 2 son los pardmetros

gue se utilizan en un modelo para decidir cudndo un proceso estda bajo control.

3.3. RESULTADOS Y DISCUSION

Se presentan cuatro casos de estudio diferentes para ilustrar varias propiedades y
observar los resultados desde distintos enfoques. En general, se sigue considerando que
los datos de X se corresponden con valores de algunas variables de proceso y también
otras medidas o caracteristicas, tales como materias primas, factores ambientales, etc.,
mientras que Y contiene medidas cuantitativas de caracteristicas de calidad del
producto. De hecho, en lo que se sigue se supondra que es g = 1, es decir, una sola

caracteristica de calidad siendo Y entonces un vector.

Ademas del contexto de trabajo definido, también se puede considerar
simplemente que se dispone de una matriz X con variables predictoras o de entrada y

un vector Yy con la respuesta a modelar, ambas autoescaladas.

Independientemente del tipo de datos disponibles o del contexto que se establezca,
la discusidon en este capitulo esta relacionada con las propiedades del modelo PLS
ajustado y se daran algunas sugerencias sobre cémo utilizar estas propiedades en la
practica, por ejemplo, en el control de procesos.

Para cada conjunto de datos X-y, el procedimiento propuesto consta de los

siguientes pasos:
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Paso 1.

Paso 2.

Establecer el dominio de las variables de entrada mediante su rango de

variacion permitido (paralelepipedo rectangular).

Establecer el dominio del modelo PLS (PLS-box), que tiene a b de vector de

coeficientes. Para ello:

a) Ajustar un modelo PLS con las X-y autoescaladas.

b) Eliminar los puntos que tengan los valores de los estadisticos T 2y Q por encima

del valor umbral al 95 % de nivel de confianza.

c) Eliminar los objetos cuyo residuo estandarizado (diferencia entre y e

¥ predicho) esté fuera del intervalo [—2.5,2.5].

d) Volver a autoescalar los puntos restantes y repetir hasta que no haya ninguna

Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Paso 6.

Paso 7.

muestra fuera de la PLS-box.

Definir un valor deseado de y,.¢ (respuesta objetivo o caracteristica de calidad
deseada).

Buscar los scores t .5, de la solucidn de la eq. (3-3), siempre que queden dentro
del espacio latente. Si a > g, generar m puntos en el espacio Q-nulo, eq. (3-4),

y sumarlos a t .-

Calcular X405 con los loadings como en la eq. (3-5). Se tienen asi m
configuraciones de las variables predictoras o regresoras, todas ellas con la

propiedad de X z.sb = y4.5 0 un solo punto cuando a = q.

Generar puntos pertenecientes al espacio W-nulo, segun la eq. (3-8), y sumarlos

a todos los X ;. calculados.

Conservar solo las soluciones factibles, eliminando los puntos que queden fuera

de la PLS-box o fuera del dominio de entrada definido en el primer paso.

Los ultimos pasos del procedimiento resumidos en la Figura 3-1, se corresponden

con la inversion algebraica del modelo PLS sumando las soluciones teniendo en cuenta

los dos espacios nulos introducidos en la seccidn 3.2.
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Pasos 1 a 3. Fijar dominio, PLS-box y
valor objetivo de y .,

Paso 4. Encontrar scores in, eq. (3-3)

T~ i Sumar puntos en el
< a>1? > espacio Q-nulo, eq.
T~ (3-4)

Inu
‘ Paso 5. Calcular matriz X,_eq. (3-5)

Paso 6. Sumar puntos en el
espacio W-nulo, eq. (3-8)

Paso 7. Eliminar puntos que violen
cualquier restriccion

Figura 3-1. Diagrama de flujo que resume el procedimiento de sumar puntos de espacios nulos a la inversién de un
modelo PLS para predecir un valor dado y 4.

Una vez realizados los pasos anteriores, todos los puntos restantes y sus
combinaciones convexas (segmentos uniendo puntos del conjunto), son parte del
espacio de disefio correspondiente a la inversidon del modelo PLS ajustado para predecir
Y4es debido a su naturaleza lineal. Un conjunto de puntos es convexo si el segmento que
une dos cualesquiera de sus puntos esta completamente contenido en el conjunto, y la
envoltura convexa de un conjunto de puntos es el poligono convexo mas pequefio que

encierra todos los puntos del conjunto (los detalles se pueden encontrar en [67]).

3.3.1. RELACION LINEAL DE DATOS SIMULADOS ENTRE X E Y

El primero de los cuatro casos de estudio consiste en una relacion lineal con datos
simulados en una dimensién pequena para permitir que las representaciones
cartesianas habituales ilustren facilmente los diferentes espacios explicados en la
seccién 3.2. y su efecto en el espacio de disefo, es decir, la parte del dominio de las
variables de entrada que se puede modificar sin alterar la respuesta predicha. Con este
propdsito se consideran 3 variables de entrada (variables predictoras o regresoras) Xi,
X2, X3 y una sola respuesta Y. La relacién lineal se define en la eq. (3-9) que es

simplemente la suma de las variables mas un término independiente.
(3'9) Y:X1 +X2 +X3 - 1.5

Las tres subsecciones siguientes muestran el efecto de los datos generados para
ajustar el modelo PLS y estimar la parte del espacio de disefio con el modelo

69



correspondiente mediante tres ejemplos: los dos primeros modificando el nimero de
variables latentes para variables predictoras incorrelacionadas y un tercero con

variables predictoras correlacionadas.

En los tres ejemplos se ha simulado una matriz predictora X con 50 muestras y 3
variables y se calcula el vector respuesta y de acuerdo con la eq. (3-9). Al final de la

seccion se hace un resumen comparativo de las tres situaciones.

3.3.1.1. MODELO PLS CON UNA SOLA VARIABLE LATENTE. VARIABLES PREDICTORAS
INCORRELACIONADAS

En este caso, las 3 variables se generan independientemente con valores
uniformemente distribuidos en [0,1], de tal manera que no hay correlacién entre las tres
variables predictoras ni error experimental, solamente la relacién entre predictoras y

respuesta, que es una relacion lineal que se quiere modelar mediante PLS.

La Tabla 3-1 describe algunos aspectos de la descomposicién cuando se ajusta el
modelo PLS. Es suficiente con una variable latente para explicar el 98.96 % de la varianza

de la respuesta y con un 36.84 % de la varianza en X.

Tabla 3-1. Caracteristicas del modelo PLS ajustado a los datos simulados con predictoras incorrelacionadas.

Varianza acumulada Varianza acumulada
#LV(a) explicada en X (%) explicada enY (%) RMSECV
1 36.84 98.96 0.104
2 71.96 99.99 0.015

RMSECV: raiz cuadrada del error cuadratico medio en validacion cruzada

Segln la notacidn establecida en la seccidn anterior, para el modelo PLS ajustado se
tienep=3,a=1yq=1. Como a =gq, si se necesitara encontrar valores de las
variables de entrada simuladas para predecir, por ejemplo, y;.s = 0.31 (valor
intermedio entre los valores de respuesta autoescalados), hay una solucién Unica para
determinar el score correspondiente en la eq. (3-3), paso 4 de la Figura 3-1, es decir, £,
tal que £,Q = 0.31. Aplicando los loadings en P,, paso 5 de la Figura 3-1, se obtiene un

Unico 4.5 = (0.12,0.22,0.21) que predird la caracteristica deseada y ;.

Examinando directamente sus coordenadas, se verifica si la solucién pertenece al
dominio de las variables de entrada. También se comprueba si estd dentro de la PLS-
box, para lo cual, como el valor de Q-residual siempre es nulo, solo hay que verificar que
el valor de T 2 es menor que el limite umbral de 4.04 establecido para el modelo PLS
ajustado de una variable latente. En este caso, X ;.5 cumple con todas las restricciones,

definiendo asi una solucion factible.
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En la Figura 3-2 se representa en coordenadas cartesianas el espacio de entrada
tridimensional. El rango de X, en rombos verdes, define el dominio y se observa que

X 4es €l circulo rojo, esta dentro de él.

Figura 3-2. Espacio de entrada tridimensional en la seccion 3.3.1.1. Los rombos verdes representan las muestras de

’ . ~ . .
X, el circulo rojo x,¢, los puntos negros pertenecen al espacio W-nulo y en gris se representa su envoltura convexa.

Esta solucién calculada no es la Unica porque las dos dimensiones que se descartan
al ajustar el modelo PLS tienen impacto en el espacio de las variables de entrada, aunque
no en el espacio latente. Debido a la proyeccidn, hay un plano en el espacio de entrada
tridimensional donde se pueden mover los puntos sin modificar la respuesta predicha.
Este plano, queda definido mediante el espacio denominado W-nulo, relacionado con

el espacio residual, que a su vez es ortogonal al espacio latente.

Para explorar el efecto del espacio W-nulo asociado a y .5, se generanm = 1000
puntos uniformemente distribuidos dentro del rango definido por los scores
descartados T,, eq. (3-6), y se multiplican por P,.). Ya se ha dicho que todos los puntos
asi generados tienen un valor nulo del estadistico T 2. Seguidamente se suman estos
puntos a X 4.5, paso 6 de la Figura 3-1, que no modifica la respuesta predicha de acuerdo
con la eq. (3-8) pero si cambian los valores de Q y T 2. Por lo tanto, el Gltimo paso 7 de
la Figura 3-1, es eliminar los puntos resultantes fuera del dominio de las variables de
entrada o del espacio latente, en este caso, sélo si su valor Q-residual supera el valor
critico 5.68.

Los 726 objetos que quedan son los pequefios puntos negros de la Figura 3-2 y para
facilitar la visualizacion del plano en el que se encuentran, se ha dibujado en gris claro
la envoltura convexa que delimita el plano que contiene a los puntos en X .5, que

pertenecen al dominio definido para las variables de entrada y a la PLS-box.
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3.3.1.2. MODELO PLS CON DOS VARIABLES LATENTES. VARIABLES PREDICTORAS
INCORRELACIONADAS

Para ilustrar mejor las propiedades se va a suponer que se hubieran elegido 2 LV
para el nuevo modelo de prediccidn PLS con el mismo conjunto de datos X-y, explicando
el 99.99 % de la varianza en Yy y el 71.96 % de la varianza en X (Tabla 3-1). Como las
variables predictoras no estan correlacionadas, la segunda LV solo explica varianza en X

en un porcentaje similar a la primera.

La Figura 3-3 muestra, en rombos verdes, los scores de X en el espacio latente
bidimensional. Como a = 2, el espacio nulo (el Ilamado Q-nulo) es unidimensional en el
espacio latente y resulta de las infinitas soluciones de la eq. (3-3). Una de las soluciones
validas tiene el mismo score en la primera LV que en 3.3.1.1., es decir, fl y el score cero
en la segunda LV. De hecho, esta es la solucidn en el sentido de minimos cuadrados para

el sistema de la eq. (3-3), representado en la Figura 3-3 con un circulo rojo.

Los demas scores solucién de la eq. (3-3), siguen una linea recta representada en
cuadrados azules (equiespaciados) en la Figura 3-3 (segun el paso 4 de la Figura 3-1 con
a>1=gq). De hecho, esta recta se limita al segmento formado por los puntos
interiores a la PLS-box del espacio latente que graficamente es el segmento delimitado
por la elipse de la Figura 3-3. Esos puntos tienen valores del estadistico T ? inferiores al
valor critico establecido al ajustar el modelo (en este caso, 6.51 con un 95 % de nivel de
confianza). Debido a la falta de correlacién entre las variables predictoras, la elipse

representada es casi una circunferencia.

Usando los loadings de P,, el espacio Q-nulo se expresa (paso 5 en la Figura 3-1) en
el espacio de entrada también como una recta en el espacio tridimensional. Esta linea
estd definida por los 18 cuadrados azules de la Figura 3-4 correspondientes a su vez a
los cuadrados azules de la Figura 3-3 cuyas variables predictoras reconstruidas son
soluciones factibles, es decir, pertenecen tanto a la PLS-box como al dominio de entrada.
Los valores del estadistico Q-residual siempre son nulos pues los puntos se calculan en
el espacio latente y se reconstruyen mediante sus loadings. Como en la seccién 3.3.1.1.

, la posicién del centro esta ocupada por el circulo rojo, que es exactamente X ;..
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Scores on LV 2 (35.11 %)

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Scores on LV 1 (36.84 %)

Figura 3-3. Espacio de variables latentes. Los rombos verdes son los scores de X, el circulo rojo es la solucion
minimos cuadrados y los cuadrados azules siguen la linea a lo largo de la cual se obtiene la misma respuesta
predicha. La elipse delimita la regién de confianza al 95 % para el estadistico T 2.

Como en el caso anterior, ademds de considerar el espacio Q-nulo definido en el
espacio latente, se debe tener en cuenta otra variacién adicional en el espacio de
entrada. Esto hace referencia al espacio W-nulo, que en este caso es un espacio nulo

unidimensional relacionado con la proyeccién en el espacio latente y ortogonal a él.

Con la eq. (3-8) se generan 50 puntos en el espacio W-nulo, que se suman a cada
una de las 19 soluciones ya encontradas (los 18 cuadrados azules y el circulo rojo de la

Figura 3-4). Finalmente, paso 7, se mantienen las 760 soluciones factibles.

R
2 4 y
an ?%\‘\\>\g\\g
S e

Figura 3-4. Espacio tridimensional de las variables de entrada. Los rombos verdes representan las muestras de X, el

~
circulo rojo x4, los cuadrados azules son las variables predictoras que se relacionan con el espacio Q-nulo, los
pequefios puntos negros resultan de afiadir puntos del espacio W-nulo y en gris, su envoltura convexa.
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Las soluciones factibles son los puntos negros que componen las lineas paralelas de
la Figura 3-4 donde se muestra claramente la ortogonalidad entre las direcciones
determinadas por esos puntos negros consecuencia del espacio W-nulo y la direccién
de la recta definida anteriormente por las soluciones, en cuadrados azules,
consecuencia del espacio Q-nulo. Estas dos direcciones juntas definen un plano, del
cual, solo una parte contiene valores factibles de las variables predictoras. Es decir, solo
la envoltura convexa, representada en la Figura 3-4 en gris claro, es parte del espacio de

disefio para predecir Y 5.

Las envolturas convexas de la Figura 3-2 y de la Figura 3-4 estan dentro de los planos
tedricos cuyos puntos tienen igual respuesta predicha y ambos ilustran que, si solo se
considera la parte de ker (L) que viene del espacio Q-nulo, el espacio de disefio

guedaria subestimado por no sumar los puntos del espacio W-nulo.

3.3.1.3. VARIABLES PREDICTORAS CORRELACIONADAS

Aunque pueda parecer que las restricciones impuestas a la hora de definir la PLS-
box tienen un cierto grado de arbitrariedad, son la clave del control de un proceso

cuando se usa el modelo ajustado.

En la misma situacién establecida anteriormente, esta vez se generan datos con
variables altamente correlacionadas simulando 50 nuevas muestras, pero el valor de la

respuesta Yy se sigue calculando mediante la eq. (3-9).

En la Tabla 3-2 se encuentran los nuevos pardmetros de la descomposicién del
modelo PLS ajustado para 1y 2 variables latentes. Uno de los puntos se elimind porque

estaba muy por encima de los limites del 95 % en los estadisticos Q-residual y T 2.

Tabla 3-2. Caracteristicas del modelo PLS ajustado a los datos simulados con predictoras correlacionadas.

Varianza acumulada Varianza acumulada
#LV(a) explicada en X (%) explicada enY (%) RMSECV
1 95.08 81.85 0.429
2 98.80 98.64 0.127

Si se compara con los modelos de la Tabla 3-1 para variables predictoras no
correlacionadas, en este caso, la primera variable latente se relaciona principalmente
con la correlacion entre las variables de X (95.08 % de la varianza de X) y la segunda es

necesaria para predecir la respuesta en Yy, hasta el 98.64 % de su varianza explicada.

En la Figura 3-5 se muestra el nuevo espacio latente con la misma codificacién que
en la Figura 3-3, los rombos verdes son proyecciones de los puntos de X, el circulo rojo

es la solucién por minimos cuadrados de la eq. (3-3) para y4.s = 0.28 (valor intermedio
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no nulo de Yy autoescalada) y los cuadrados azules son los puntos del segmento
consecuencia del espacio Q-nulo. El subespacio es de nuevo un segmento, pero con una
pendiente muy diferente a la de la Figura 3-3. Por ultimo, lejos de ser circular, se tiene

claramente una elipse que limita la region del espacio latente de la PLS-box.

Scores on LV 2 (3.73 %)

2+ ]

5 . . . . i . . . .
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Scores on LV 1 (95.07 %)

Figura 3-5. Espacio latente para los datos simulados con variables predictoras altamente correlacionadas. Los
rombos verdes son la proyeccion de los puntos, los cuadrados azules son puntos debidos al espacio nulo dentro del
espacio latente y el circulo rojo es la solucion minimos cuadrados de la eq. (3-3). La elipse marca el limite del
estadistico T 2 con un nivel de confianza del 95 %.

En la Figura 3-6 se representa, mediante la envoltura convexa de las soluciones
calculadas segun el procedimiento de la Figura 3-1, los valores de las variables
predictoras que son factibles dentro del espacio de disefio relacionado con y4.s.

Figura 3-6. Espacio de entrada con las variables predictoras correlacionadas. En amarillo, la region de soluciones
factibles dentro del espacio de disefio para Ydes. Los rombos verdes representan los puntos en X. Los cuadrados
azules provienen del espacio Q-nulo. Los puntos negros provienen del espacio W-nulo.
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Se evidencia la misma ortogonalidad entre las rectas definidas con los puntos
negros y la que contiene a los puntos azules, pero se nota una gran diferencia en la
envoltura convexa (en amarillo) respecto de la Figura 3-2 y Figura 3-4. Aqui se trata de
una estrecha banda que se extiende en la direcciéon del espacio Q-nulo (cuadrados
azules) con una anchura debido al espacio W-nulo (puntos negros) y acotada por el
umbral del estadistico Q-residual. No sorprende esa pequeiia variacion permitida
teniendo en cuenta que, al seleccionar dos variables latentes, solo queda cerca del 1 %

de la varianza en X en el espacio residual.

Como resumen de lo dicho hasta ahora, se tiene que, aunque la relacidn funcional
entre X e y es la misma en todos los casos (eq. (3-9)), las regiones estimadas dentro del
espacio de disefio, como consecuencia del espacio nulo, no lo son. De hecho, todos los
nucleos son diferentes. Para probarlo analiticamente, se han utilizado directamente los
coeficientes de la regresion correspondientes para obtener el espacio nulo

Ill

bidimensional “a la vez” sin hacer distincidn sobre la fuente de dicha variabilidad

(espacios Q- o W-nulos).

En el caso de una sola respuesta, el nucleo de la aplicacién lineal queda definido por
los coeficientes de la regresion b, (véase, por ejemplo, la pagina 137 en [67]), que es el
vector normal del plano buscado. Con esta propiedad, las ecuaciones analiticas de los

planos en las Figura 3-2, Figura 3-4 y Figura 3-6 son, respectivamente:

7, 10.45X, +0.63X, +0.63X, —0.33=0
(3-10) 7, :0.54X, +0.58X, +0.61X, —0.32 =0
7, :0.68X, +0.47X, +1.13X, —0.28 = 0

Los dos primeros planos de la eq. (3-10) r; y m, corresponden a la situacién de
variables predictoras incorrelacionadas y son muy similares entre si, la pequena
diferencia la aporta la incorporacién de la segunda variable latente, que apenas modifica
las predicciones calculadas con el modelo PLS de una sola variable latente (debido a la
independencia de las variables en X), pero que cambia los espacios residuales y latentes.
Estos espacios son completamente diferentes en el caso del tercer plano 3 obtenido
con un modelo PLS con 2 variables latentes generado con variables de entrada

correlacionadas.

Aunque han de imponerse las restricciones para asegurar puntos factibles, los
planos de la eq. (3-10) pueden ser Utiles para tomar decisiones en algunas situaciones
practicas. Por ejemplo, suponiendo que existiera una limitacion de X3 (un reactivo muy
costoso o con escasez de algin material), la ecuacion correspondiente impone las

condiciones en las otras dos variables para mantener la respuesta predicha y

76



proporciona alternativas para encontrar soluciones factibles después de aplicar las

restricciones.

La conclusidon es que la descomposicion del modelo depende de la informacién
proporcionada por los datos. La correlacién de las variables de entrada marca la forma
y orientacién de la PLS-box y, en consecuencia, también la estructura heredada

impuesta en el espacio de entrada donde se encuentra el espacio de disefo.

Por tanto, para un yg.s dado, el espacio de disefio debe definirse teniendo en
cuenta todas las variaciones posibles en torno a una solucién calculada mediante la
inversion. En la Figura 3-2, Figura 3-4 y Figura 3-6 se ilustra que si solo se considera la
parte del ker (L) que proviene del espacio Q-nulo, el espacio de disefio se subestimara,
y es necesario sumar los puntos del espacio W-nulo. Por otra parte, como se esperaba,
el espacio de disefio depende, ademas del valor de la respuesta deseada, también de la
estructura de X e y a través del modelo de prediccion.

Los limites de los estadisticos Q y T 2 cuando se usa un modelo PLS ayudan a definir
el dominio de aplicabilidad y a controlar el proceso. En particular, se trata de cuanto del
espacio residual esta afectando al modelo, es decir, esta dentro de la PLS-box o esta

controlado por el valor limite impuesto por el estadistico Q-residual.

En los casos discutidos en esta seccion, si solo se tiene en cuenta la capacidad de
prediccion del modelo PLS, la Tabla 3-1 y la Tabla 3-2 muestran que basta con una LV
para el caso de variables predictoras incorrelacionadas (eso explica el 98.96 % de la
varianza en y con menos del 37 % en X), y dos LV para el caso de variables
correlacionadas (explicando el 98.62 % de y y el 98.8 % de X). Hay casi un 65 % de la
varianza de X que no se tiene en cuenta en el primer caso, la cual se refleja en la regién
grande en la Figura 3-2, mientras que el espacio residual representard menos del 2 % de
lavarianza en X en el segundo caso, con una estrecha region relacionada con lainversién

en la Figura 3-6.

3.3.2. SUBPRODUCTO EN LA PRODUCCION DE ALUMINA

La tabla 2 en [68] contiene los datos de un estudio para optimizar las condiciones
tecnolégicas en un proceso de carbonizacion, datos que se utilizan como
representativos del proceso. Segun sus autores, el proceso de carbonizacion de una
linea de produccién de alimina consiste en separar el hidréxido de aluminio Al(OH)3 de
una solucién saturada de aluminato de sodio NaAlO2 como resultado de la reaccién con

diéxido de carbono COz. Desafortunadamente el diéxido de silicio SiO2 presente en el
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aluminato de sodio también se separa y se mezcla con el hidroxido de aluminio extraido

degradando su calidad.

El contenido de SiO2 en Al(OH)s es la caracteristica registrada como respuesta en
el conjunto de datos. Este consiste en 31 muestras del proceso de produccidn

caracterizadas por las siete variables descritas en la Tabla 3-3.

Tabla 3-3. Variables de proceso y atributos de los materiales para el proceso de fabricacién de alimina.

Variables Descripcion
Xi concentracioén alcalina total de la solucidn original
X2 concentracion de aluminio de la solucién original
X3 relacién entre las concentraciones de SiO2 y Al203
X4 concentracion alcalina total de la solucidn después de interrumpir la conexién de CO2
Xs velocidad de descomposicion
Xe tiempo de espera de la solucién antes de desconectar el CO2
X7 tiempo de conexion del CO2

Las siete variables presentadas funcionan como las variables predictoras para
modelar la cantidad del subproducto SiO2 cuyo valor debe ser lo mas bajo posible. Esta

cantidad varia en los datos experimentales entre [0.0302, 0.0653].

Después de autoescalar los datos de las matrices X31x7) € Y(31x1), se ajusta un
modelo PLS cuyas caracteristicas se muestran en la Tabla 3-4. Al observar los porcentajes
de varianza explicada al ir agregando variables latentes, se observa que, aunque la
quinta variable latente captura mas del 10 % de la varianza en X, no esta relacionada
con el contenido de SiO2 que se esta ajustando, lo cual no es sorprendente pues el
proceso no produce SiO2 sino alimina. Ademas, la validacion cruzada realizada con el
sistema de “persianas venecianas” muestra una disminucion sostenida de RMSECV
hasta la cuarta variable latente, luego no se observa mejoria al agregar mas variables

latentes.

Tabla 3-4. Varianza capturada por PLS al ir agregando variables latentes y su correspondiente RMSECV.

#Variables  Varianza capturada Varianza acum. Varianza capturada Varianza acum.

latentes en X (%) capturada en X (%) enY (%) capturadaenY (%) RMSECV
1 36.77 36.77 74.20 74.20 0.548
2 17.16 53.93 14.18 88.38 0.408
3 13.14 67.07 5.36 93.74 0.295
4 5.72 72.79 3.64 97.38 0.223
5 11.43 84.23 0.23 97.61 0.200
6 8.59 92.81 0.05 97.66 0.200
7 7.19 100.00 0.00 97.66 0.201

El modelo de prediccion PLS tiene cuatro variables latentes que explican el 72.79 %

de la varianza entre las variables de entrada y el 97.38 % de la varianza de la respuesta
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Y. Los valores criticos al 95 % de nivel de confianza para los estadisticos Qy T 2 son 5.26

y 12.12 respectivamente.

Con la notacion establecida en la seccion 3.2. se tienep =7, a=4yq =1,y se
deduce que, tanto el espacio W-nulo relacionado con el espacio residual descartado con
la proyeccién como el espacio Q-nulo contenido en el espacio latente, son subespacios

tridimensionales.

En este caso se explora mas profundamente el alcance de conocer la “forma” de las
variaciones permitidas alrededor de cualquier punto dado, como consecuencia del
espacio nulo, y si puede ser atil para una descripcion general del espacio de disefio. Ya
se ha dicho que la variabilidad en torno a un punto dado debido a los diferentes espacios
nulos no depende de los valores de Yges 0 de los £, 0 %4, calculados. Esto significa que
se pueden explorar los puntos que pertenecen a los diferentes espacios nulos sin la
necesidad de definir una calidad objetivo, lo que es lo mismo, considerando que el valor

objetivo es cero (el valor medio de las respuestas en la escala original).

Pensando entonces en el objetivo de describir el espacio de disefio y comenzando
por el espacio W-nulo (Paso 6 de la Figura 3-1), se toman aleatoriamente 100 puntos,
distribuidos uniformemente, dentro del hipercubo definido por los scores en las tres
variables descartadas, Tr en la eq. (3-6), para después, multiplicando por los loadings
Py, reconstruir las correspondientes variables X en la eq. (3-7). Asi, todas las filas de X
son vectores pertenecientes a ker (L) y representan variaciones alrededor de cualquier

punto en las variables de entrada que no modifican la respuesta predicha.

En el caso del espacio Q-nulo, se aplican los pasos de la Figura 3-1 para Y., =0y
se calculan los scores para predecir ese valor objetivo utilizando los loadings en Q de la
eq. (1-9). Independientemente del valor de Ydes, N0 existe una solucién Unica en la
inversién matematica del modelo, sino infinitos vectores que pertenecen al subespacio
vectorial de tres dimensiones Q-nulo dentro del espacio latente de cuatro dimensiones.
De la misma manera que antes, se explora este espacio generando m = 100 puntos
aleatorios dentro del rango de los scores Ta de la eq. (3-6). Se calculan después las

variables de entrada usando los loadings Pa para obtener Xo.

Tanto para Xo como para Xy, la restriccion de pertenencia al rango de valores dentro
de los scores correspondientes no garantiza que las soluciones obtenidas sean
realmente validas. Si se eliminan los objetos que estan fuera del dominio o fuera de la
PLS-box, Xo aun consta de 88 vectores (o puntos) del espacio Q-nulo y X; de otros 71

del espacio W-nulo.
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La Figura 3-7 es el grafico en coordenadas paralelas (PCP) de los puntos dados en la
escala utilizada con el modelo PLS, es decir, con valores autoescalados. Cada punto esta
representado por una linea quebrada de izquierda a derecha que corta a cada linea
vertical en su valor de coordenada correspondiente. Las lineas rojas discontinuas
corresponden a X como referencia del domino de las variables de entrada. Las lineas
azules continuas de la Figura 3-7(a) son puntos Xo del espacio Q-nulo y las de la Figura

3-7(b) son los puntos X del espacio W-nulo.

Standardized value
Standardized value

Variable Variable

Figura 3-7. PCP con los puntos de X en lineas rojas discontinuas. Las lineas adicionales en azul continuas son puntos
que provienen del espacio Q-nulo en (a) y del espacio W-nulo en (b).

A primera vista, la Figura 3-7 muestra que, en ambos subespacios, los puntos estan
alrededor del vector nulo (que siempre pertenece al espacio nulo) pero afectan de
manera diferente dependiendo de la variable que se esté observando, y a diferentes
variables dependiendo del espacio nulo en cuestién.

En la Figura 3-7(a), las lineas del espacio latente en el espacio Q-nulo evidencian un
rango mas corto de variacion permitida para X3 y X4 que para el resto, especialmente
Xs. En cambio, en la Figura 3-7(b) para las lineas del espacio W-nulo, se nota menos
variaciéon permitida para X2 y Xz, practicamente no la hay para Xs pero es mayor en X4
gue en la misma de la Figura 3-7(a). Claramente, los dos tipos de soluciones con
prediccién nula de la Figura 3-7, son diferentes y ejerceran un impacto distinto en el
espacio de diseio.

Por su estructura vectorial, toda combinacién lineal de los vectores de estos
subespacios nulos también pertenece al nucleo, de manera que se puede sumar a
cualquier conjunto de valores de las variables de entrada sin afectar a la respuesta
deseada, pero que si modifica los valores de los estadisticos Q y T 2, pudiendo provocar
incluso que esos nuevos puntos estén fuera del dominio. Por supuesto, se puede reducir
la magnitud de los valores en Xo y en Xy para que la region encerrada por los puntos con

prediccidn nula sea mas pequefia y, por lo tanto, constituya una mejor estimacion de la
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parte de ker (L) relacionada con la definicion de espacio de disefio correspondiente. A
pesar de ello, una vez que se tienen disponibles las soluciones validas de Xo y X, dentro
del dominio y de la PLS-box, es importante tener en cuenta que, aunque cualquier
combinacién lineal de elementos del ker (L) pertenece también al ker (L), solo las
combinaciones convexas (aquellas con coeficientes positivos cuya suma es uno) de

puntos en Xo y Xy resultan ser soluciones factibles para describir el espacio de diseio.

Para ilustrar el sentido practico de la anterior descripcién, se considera, por
ejemplo, una respuesta objetivo de 0.0302 (minimo real en el dominio definido) y se
buscan los valores de las variables de entrada que predicen con el modelo PLS esa

pequefia cantidad de subproducto de la reaccion.

Para la inversién algebraica, se buscan los scores tg, tales que cumplan yg.s =
t4.sQ7, donde y,.s es el valor autoescalado de la respuesta deseada 0.0302. La
resolucién de la ecuacion por minimos cuadrados proporciona Unicamente la solucién
con un score no nulo (t,0,0,0). Los valores reconstruidos de X: definen una solucién no
factible porque, aunque tiene un valor para Q-residual nulo y dentro de los limites de
confianza para T 2, x; esta fuera del dominio definido por el rango de X. Asi que se toma
otra solucion de la eq. (3-3) que sea factible al reconstruir las variables predictoras

correspondientes. La solucién serd denotada como X 4.

La fila 2 de la Tabla 3-5 contiene los valores de X, correspondientes después de
deshacer el escalado. Estos valores calculados en la inversidon del modelo no son muy
diferentes de los valores reales con los que se obtuvo 0.0302 de contenido de SiO2 en
AL(OH)s los cuales, para poder compararlos, se muestran en la fila 1. Ademads, en las
dos ultimas filas de la Tabla 3-5, estd el rango de cada variable de entrada que define el

dominio establecido en el problema.

Respetando las filas de las matrices representadas en la Figura 3-7, se puede agregar
cualquiera de ellas sin modificar los Ydes predichos. Sin embargo, una vez mas, incluso en
este caso en el que haya seguridad de que ambas matrices Xo y Xr estén dentro del
dominio y en la PLS-box, todavia no se tiene la seguridad de que la suma de estos puntos
a un X4, concreto (no nulo) proporcione soluciones factibles. Se insiste en que esta
suma solo significa que no se altera la respuesta predicha. En términos teodricos
algebraicos, la propiedad de estar dentro del ker (L), por si sola, no da ninguna
informacidn sobre la factibilidad de las soluciones obtenidas al sumarselo a uno de esos

puntos, independientemente de si pertenece al espacio W-nulo o proviene del Q-nulo.
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Tabla 3-5. Valores de las siete variables de entrada para obtener un contenido de 0.0302 de SiO>. La primera fila
contiene las condiciones experimentales en el conjunto de entrenamiento.

Ndmero de fila X1 X2 X3 X4 Xs Xe X7

1 108.8 89.6 627 117.6 77.6 2.00 1.60

2 110.1 85.3 626 117.1 81.8 2.37 2.33

3 107.0 83.8 577 118.5 81.7 1.60 1.52

4 109.2 87.9 623 118.2 79.3 2.06 1.62

5 106.7 81.0 570 116.8 83.9 1.77 2.38

6 111.5 86.8 636 119.9 81.2 2.32 1.34

7 110.7 83.4 623 117.8 83.7 2.44 2.32

8 113.7 90.8 645 120.6 77.4 1.48 2.27

9 107.8 89.8 640 117.4 77.9 2.04 1.54

10 103.4 89.2 611 118.3 77.4 2.45 1.34

11 117.1 90.2 635 117.8 77.4 1.32 2.12

12 115.2 90.0 645 116.3 77.8 1.47 1.85

13 113.8 88.6 611 113.3 77.5 1.77 1.36

14 114.6 90.0 632 117.7 77.4 1.53 1.96

Minimo 103.4 81.0 570 113.3 77.4 1.32 1.34
Maximo 117.1 90.8 645 120.6 83.9 2.45 2.38
Minimo en el dominio 94.5 78.8 193 104.6 77.3 0.20 1.31
Mdximo en el dominio 119.4 101.4 647 123.1 91.8 2.77 4.14

Una vez impuestas las restricciones para los valores obtenidos al afiadir filas de Xo
y Xry sumarselos a X, |as filas 3 a 14 de la Tabla 3-5 muestran algunos de los puntos
factibles resultantes que se espera que den un contenido de 0.0302 de SiOz. Las filas 15

y 16 muestran el rango de estas soluciones.

Al comparar el rango en las filas 15 y 16 con el rango permitido de las dos ultimas
filas, se observa que el espacio de disefio relacionado con el contenido minimo del
subproducto es una subregién del hipercubo definido como dominio de definicidn. Esta
region también es un hipercubo, puesto que cualquier combinacién convexa entre las
filas 2 a 14 de la Tabla 3-5, proporciona una solucion del problema de inversidon que se

esta abordando.

En el marco de la tecnologia analitica de procesos (PAT), la Tabla 3-5 puede ser util
para corregir las desviaciones en algunas variables de proceso o en algunos atributos de
los materiales, sobre todo en aquellas que son directamente controlables. Por ejemplo,
la relacidn entre las concentraciones de SiO2 y de Al2O3 (X3) disminuye de 623 a 570 de
la fila 4 a la 5. Siguiendo dichas filas, para obtener la misma respuesta, se puede
compensar la disminucién mencionada reduciendo tanto la concentracion alcalina total
(X1) hasta 106.7, como la concentracién de aluminio de la solucion original (X2) hasta
81.0, junto con una leve reduccion de la concentracion alcalina total de la solucidn
después de interrumpir la conexion de CO2 (X4) y menos tiempo de espera de la solucidn
antes de desconectar el CO2 (Xs). Al mismo tiempo la velocidad de descomposicion (Xs)

deberia aumentar hasta 83.9 y también hasta 2.38 el tiempo de conexion del CO2 (X7).
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Como, ademas, cualquier combinacidon convexa de soluciones también proporciona
una solucion factible, no es necesario que las variables de entrada tomen los valores
exactos de la Tabla 3-5. Siguiendo con el ejemplo, esto significa que se puede usar la
informacién de la Tabla 3-5 para cualquier valor de X3 entre 570 (minimo) y 645
(maximo), siempre que se mantenga la relacidn entre las filas. Por ejemplo, X3= 615 no
estd en la Tabla 3-5 y es el resultado de la combinacién convexa 570 - 0.4 + 645 - 0.6,
valores en las filas 5 y 8. Luego, con la misma combinaciéon convexa, las variables de
entrada restantes seran X1 =110.9, X2=86.9, X4=119.1, X5=80.0, Xs=1.60y X7=2.31
y se modifican las variables de proceso controlables para compensar la variabilidad en

las materias primas.

3.3.3. EXTRACCION CON DIOXIDO DE CARBONO SUPERCRITICO

Zhang y otros en [69] describen la optimizacion de un proceso de extraccion de
aceite utilizando didéxido de carbono supercritico. La tabla 1 en [69] muestra la
configuracion de tres variables de proceso y las respuestas correspondientes (resultados
experimentales) obtenidos al realizar un disefio de experimentos de Box-Behnken en un
dominio cubico para ajustar un modelo polindmico de segundo orden, en el contexto de
la bien conocida estrategia experimental Metodologia de Superficie de Respuesta
(RSM), ver por ejemplo [70].

El proceso depende de tres factores o variables de proceso que se describen en las
tres primeras filas de la Tabla 3-6, junto con los valores minimo y maximo de cada una
de ellas que definen el dominio experimental. La ultima fila corresponde a la respuesta,
porcentaje de rendimiento de aceite de la semilla de la planta Nepenthes Glandulifera.
La respuesta del modelo y su rango se muestran en la ultima fila, que es el porcentaje
de rendimiento de aceite obtenido con los experimentos tal y como se informa en el

documento original.

Tabla 3-6. Dominio experimental, respuesta y condiciones 6ptimas determinadas en la Ref. [69] para el proceso de
obtencion de rendimiento de aceite de N. Glandulifera.

Variable Factor/Respuesta Minimo Maximo Condiciones y maximo esperado de Y
X1 Presion (MPa) 22 35 30.84
Xz Temperatura (°C) 35 45 40.57
X3 Velocidad de flujo de CO, (L h'1) 18 22 22.00
y Rendimiento de aceite (%) 31.9 37.1 38.19

Con los datos experimentales, el rendimiento maximo de aceite obtenido es 37.1 %,
sin embargo, con la ayuda del modelo ajustado los autores estiman un rendimiento

maximo alcanzable de 38.19 % mostrado en la ultima columna de la Tabla 3-6. Los
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valores calculados estan en la frontera del dominio experimental porque se alcanzan

para el valor maximo de la velocidad de flujo de CO, 22 L ht.

Con fines comparativos, pero para evitar trabajar en la frontera, se establece el
valor objetivo de y; igual al 38 %, valor mayor que el mejor rendimiento de aceite

obtenido experimentalmente.

Para buscar las variables de proceso, se invierte el modelo PLS construido con los
mismos datos (disponibles en el propio documento). Se ajusta un modelo de grado 2
segun la eq. (3-11), lo que significa que no existe una relacién lineal entre las tres
variables de proceso y el rendimiento del aceite por lo que no es posible la inversién

algebraica. Se desarrolla esta idea a continuacion.

3 3 3
(3'11) y:ZﬁiXi+ZZﬂijxin
i=1 i=1 j=i
Como para ajustar un modelo de segundo orden utilizando un método lineal como
PLS no es suficiente considerar solo las 3 variables de proceso, se considera la matriz
predictora X formada por 9 columnas que se corresponden a los valores de las 3
variables de proceso y las afiadidas con cuadrados y productos cruzados, estas ultimas
de acuerdo con el segundo sumando de la eq. (3-11). Al estar tanto X como Yy
autoescaladas, no es necesario considerar un término independiente para el modelo de

prediccion.

Con estas matrices X-y, se ajusta un modelo PLS con 3 variables latentes que
explican el 33.95 % de la varianza en las variables predictoras y el 99.04 % de la varianza
en la respuesta. La Figura 3-8 representa el espacio latente tridimensional con los scores

de X representados con rombos verdes.

Asi pues, para el modelo PLS, esp =9,a = 3y q = 1, de modo que el espacio Q-
nulo dentro del espacio latente es bidimensional, es decir, un plano en el espacio latente

tridimensional.
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Figura 3-8. Espacio tridimensional de scores. Los rombos verdes son los scores de X, los puntos rojos simbolizan el
espacio Q-nulo donde los mds gruesos estdn dentro del espacio latente con valores de T 2 por debajo del nivel de
confianza al 95 %.

3.3.3.1. INVERSION ALGEBRAICA

Se comienza invirtiendo algebraicamente el modelo siguiendo el procedimiento
detallado al comienzo de la seccién 3.2. y resumido en la Figura 3-1, con los loadings de
y y el valor deseado y;. De manera que, sumando vectores del espacio Q-nulo (Paso 4
cuando a > 1) se obtienen los scores representados con puntos rojos en la Figura 3-8,
donde los mas gruesos son los estan dentro de la PLS-box. Es claro que los puntos rojos
comparten la propiedad de tener y, como respuesta predicha, por lo que el plano al que
todos pertenecen coincide con el espacio Q-nulo bidimensional ya mencionado
correspondiente a y;.

Al haber escogido y, fuera del rango de los valores alcanzados de Yy, no hay scores
de X en ese plano. Se trata de determinar si hay valores de las variables de proceso para
obtenery; y, en ese caso, describir el espacio de disefio a su alrededor. Este espacio de
disefo estara dentro del dominio experimental tridimensional representado en la Figura
3-9, donde nuevamente, los rombos verdes son los valores de los factores
experimentales en el disefio realizado.

Los circulos rojos de la Figura 3-9 representan los valores de los factores
experimentales correspondientes a los scores calculados con la eq. (3-5) en el Paso 5 de
la Figura 3-1, representados con el mismo color en la Figura 3-8 y que pertenecen tanto
al dominio experimental como a la PLS-box. La posicién extrema de los scores ya
mencionada en el espacio latente coloca sus correspondientes variables de proceso

cerca de la frontera del dominio, lo que explica los pocos valores obtenidos.
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El siguiente paso es explorar la variabilidad que generan los residuos de la
proyeccioén en el espacio latente, la cual no se tuvo en cuenta durante la inversién. Una
forma de describirla es considerando puntos en el espacio W-nulo definidos por la
proyeccion, por ejemplo, utilizando la base de los loadings descartados. A continuacién,
segun el Paso 6 de la Figura 3-1, se suman estos puntos a los calculados durante el
proceso de inversidn sin cambiar la respuesta predicha, aunque afaden dispersién al
espacio X. De esta manera, describen mejor el espacio de disefio asociado a un

rendimiento del 38 %, que es el definido.

Estos vectores quedan representados por pequefios puntos negros en la Figura 3-9,
después de eliminar las soluciones que se salen del dominio experimental o de la PLS-
box (Paso 7 de la Figura 3-1).
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Figura 3-9. Dominio experimental. Los rombos verdes son los experimentos realizados. Los circulos rojos
corresponden a los mismos en la Figura 3-8 (espacio Q-nulo). Los puntos negros estdn dentro del espacio W-nulo.
Los cuadrados rosas son los puntos encontrados en la inversion computacional para un rendimiento del 38 %. El
tridngulo azul marca la posicion obtenida con la inversion computacional cuando se maximiza el rendimiento.

Como se puede apreciar, estos puntos negros del espacio W-nulo se extienden en
lineas paralelas a la definida por los puntos del espacio Q-nulo (circulos rojos) en una
region mas amplia del dominio experimental. En cualquier caso, todas las soluciones

apuntan a que el tercer factor, velocidad de flujo de CO,, estd en un nivel muy alto.

3.3.3.2. INVERSION COMPUTACIONAL PARA EL OBJETIVO DE 38 %

No obstante, estos cdlculos en 3.3.3.1., no son del todo correctos debido a que la
inversion del modelo PLS proporciona valores para nueve coordenadas, calculadas sin
tener en cuenta la relacién precisa que existe entre las nueve columnas que componen

la matriz de prediccion X completamente determinada por las tres primeras columnas,
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siguiendo el modelo de la eq. (3-11). Esta relacion entre las seis Ultimas coordenadas
con las tres primeras no se mantiene al invertir la aplicacion lineal con el proceso de

inversion directa.

En realidad, para realizar la Figura 3-9 se han descartado las seis Ultimas
coordenadas de los puntos y solo se han representado las tres primeras, que son los
puntos negros y rojos. De hecho, si se consideran solo esas tres coordenadas y se aplica
el modelo PLS, el rendimiento de aceite predicho varia entre 33.6 y 38.1 %, es decir,
algunas predicciones quedan lejos del esperado 38 % y, ademads, con casi el mismo rango
de variacion que los propios valores experimentales que van del 31.9 al 37.1 % (Tabla
3-6).

Consecuentemente, como hay que mantener la relacidon entre las 3 primeras
columnas y las 6 ultimas, la inversidn algebraica en la forma descrita no es posible en

este caso.

Sin embargo, la inversion propuesta en el Capitulo 2 [1] sigue siendo viable, puesto
qgue funciona manteniendo el espacio tridimensional de busqueda definido en el
problema. En este caso, el dominio es el dominio experimental tridimensional donde
varian los factores o variables de proceso. Una vez que se define este dominio, el
procedimiento de inversion consiste en un algoritmo genético elitista que buscara
condiciones experimentales dentro del dominio definido e imponiendo las restricciones
dadas por los estadisticos Q y T 2, de manera que el algoritmo evoluciona siempre

usando soluciones validas para el proceso.

Aunque los detalles del algoritmo genético ya se han visto en el Capitulo 1, se
resumen aqui de manera breve para este caso de estudio. Se comienza con una
poblacidén inicial de elementos seleccionados al azar en el dominio de las tres variables
de proceso e imponiendo que estén dentro de la PLS-box, es decir, que las estimaciones
de los estadisticos Q-residual y T2 en los puntos, sean menores de 12.45 y 11.47
respectivamente, que son sus limites con un nivel de confianza del 95 %. A continuacién,
evoluciona durante un numero determinado de generaciones creando nuevas
soluciones potenciales, siempre dentro del dominio y de la PLS-box, y con porcentajes
crecientes del rendimiento de aceite predicho. En la poblacion inicial se puede incluir
cualquier solucién potencial deseada, como por ejemplo, soluciones ya conocidas
debido a ejecuciones previas o también condiciones de disefios realizados o puntos
generados a partir de la solucion algebraica de la eq. (3-3), etc. Al final, los mejores

sobreviviran al proceso de evolucién.
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En este caso concreto y para el valor escalado correspondiente al 38 % como valor
objetivo, se ejecuta el algoritmo para una poblacion de 100 individuos eligiendo la
poblacién inicial aleatoriamente dentro del dominio experimental. En cada generacién
posterior se generan 100 nuevos descendientes seleccionando secuencialmente (al azar
y con probabilidad uniforme) pares de soluciones de la poblacién y cruzamiento simple
(un punto) entre cada par, forzando a que los descendientes sean diferentes a sus

padres. El 10 por ciento de los descendientes resultantes se mutan dentro del dominio.

Se calcula la prediccion con el modelo PLS de las nuevas soluciones, y a partir de las
gue estadn dentro del dominio y de la PLS-box, la siguiente poblacién estara compuesta
por las 100 soluciones con valores predichos mas cercanos al valor deseado. Se detiene
la evolucién después de 300 generaciones resultando en una poblacion final en la que

todas las soluciones predicen el valor objetivo.

Los diferentes valores de las variables de proceso de la poblacién final se
representan como cuadrados rosas en la Figura 3-9, estimaciones discretas de
soluciones en el espacio de disefio para la respuesta objetivo. No estan lejos de los
circulos rojos, procedentes del espacio Q-nulo tedrico y estan cerca de la region de
posible dispersion de soluciones debido al espacio W-nulo relacionado con el espacio
residual del modelo PLS, marcado con los puntos negros. Sin embargo, ademas de
predecir el mismo rendimiento, los puntos rosas (soluciones verdaderas de la inversion)
no definen ninguna relacion matematica reconocible, ni siguen la direccion marcada por

los puntos rojos ni la de los puntos negros.

3.3.3.3. INVERSION COMPUTACIONAL PARA MAXIMIZAR EL RENDIMIENTO DE ACEITE

El proceso evolutivo buscando mejorar una propiedad determinada mediante
valores dentro del espacio experimental es la base del procedimiento computacional
explicado anteriormente. En la seccion 3.3.3.2. el objetivo era mejorar el porcentaje del
rendimiento de aceite dentro del dominio experimental bajo el criterio de acercarse al
38 %.

También se puede abordar directamente el problema, reconduciendo la evolucién,
de buscar el rendimiento maximo de aceite alcanzable en el dominio, invirtiendo el
mismo modelo PLS sin forzar un valor predicho definido a priori. Para ello, la
modificacion del criterio implica un pequefio cambio con respecto al proceso de
evolucidon ya explicado: la actualizacién de la poblacion en cada generacidn se realiza
seleccionando los puntos con mayor prediccion, que son los que perviven para la

préxima generacion.
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Cuando se utiliza el criterio de maximizar el rendimiento de aceite en este dominio,
la poblacion converge a una solucién Unica con un rendimiento de aceite estimado del
38.19 % con las mismas variables de proceso que en la ultima columna de la Tabla 3-6.
Estas condiciones experimentales se representan en la Figura 3-9 por un tridangulo azul,

gue se sitla alrededor de los cuadrados rosas, mas lejos de los circulos rojos.

3.3.4. PRESION DE VAPOR DE UNA TORRE DE DESTILACION

Es este caso, se trata de estudiar un proceso en dimensidon mas alta para ilustrar
gue el procedimiento es completamente generalizable, aunque la visualizacion resulta

mas dificil al aumentar la dimensién de los espacios en estudio.

Los datos de este caso se encuentran en https://openmv.net/info/distillation-tower

donde no se especifica la fuente industrial de donde proceden. Corresponden a 253
muestras medidas durante dos afios y medio conteniendo 26 variables de una columna
de destilacion. Ademas, los nombres de variables se codifican para que los detalles del
proceso no se divulguen. Los nombres proporcionados se encuentran en la Tabla 3-7
donde sélo se puede identificar el tipo de variables: hay temperaturas, flujos, diferentes
presiones, etc., condiciones del proceso cuando se tomaron las muestras. El rango de
estas variables también estd en la Tabla 3-7 que refleja el dominio definido para las
variables de proceso. La ultima fila, Presion de vapor, es una variable de calidad medida

en el laboratorio. Por lo tanto,p = 26 yq = 1.

Algunas variables de proceso estan bastante correlacionadas entre ellas con valor
de correlacion muy alto. Aproximadamente el 13 % de los coeficientes de correlacidon
son, en valor absoluto, mayores que 0.9, mientras que el 61 % son inferiores a 0.5 (de
nuevo, en valor absoluto). Para el ajuste de la variable respuesta de calidad predicha con
PLS, el RMSECV mantiene una lenta disminucién hasta siete variables latentes. A partir
de la tercera variable latente la varianza explicada por ellas es principalmente de X. En
cualquier caso, el modelo PLS seleccionado requiere siete variables latentes (a = 7),
después de eliminar 18 muestras debido a sus residuos estandarizados, que salen fuera
del intervalo [—3,3], o debido a sus altos valores en los estadisticos Q-residual o/y T 2.
El modelo resultante explica el 95.7 % de la varianza de X con el 97.3 % de la varianza
de Y, con un coeficiente de determinacion en validacién cruzada del 96.9 % estimado,

extrayendo muestras aleatorias con 15 divisiones y 5 iteraciones.
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Tabla 3-7. Variables de proceso con sus rangos para el caso estudio de la torre de destilacion. La ultima fila contiene
la variable de calidad (respuesta) Y.

Variable Minimo Maéximo
X1 Templ 111.03 168.04
Xz FlowC1 174.74 505.67
X3 Temp2 318.45 406.74
Xa TempC1l 75.59 132.20
Xs Temp3 420.78 528.08
Xe TempC2 419.02 526.39
X7 TempC3 119.21 229.41
Xs Temp4 124.60 235.62
Xy PressureCl 199.82 254.59
X10 Temp5 418.62 524.79
X11 Tempb6 419.30 525.31
X12 0oC1 1.86 8.50
X13 Temp7 890.11 1179.20
X1 Temp8 421.45 557.36
X1s TempC9 34.51 99.98
X16 FlowC2 61.14 83.59
X17 Temp9 400.32 507.31
X1s Templ0 432.45 547.13
X19 FlowC3 4.62 8.85
X0 FlowC4 5.85 10.76
X1 Templl 12.89 35.53
X22 Templ2 419.43 526.14
Xa3 InvTempl 1.90 2.38
X2a InvTemp2 2.46 3.14
X5 InvTemp3 1.97 2.50
X6 InvPressurel 3.71 4.66
4 Presidn de vapor 25.16 64.31

El espacio Q-nulo es por lo tanto un espacio de seis dimensiones en el espacio
latente, mientras que el espacio W-nulo estd en un espacio de 19 dimensiones. Al
estimar directamente los puntos de los espacios nulos, sin un valor de calidad objetivo,
se muestra en la Figura 3-10 la grafica de coordenadas paralelas para los puntos que ya
estan dentro del espacio de entrada (26 dimensiones) para matrices Xo en lineas
continuas azules y Xr en lineas punteadas rojas. Xo proviene del espacio Q-nulo
siguiendo la eq. (3-5) con scores objetivo nulos, mientras que X contiene puntos en el
espacio W-nulo, calculados en la eq. (3-7). En ambos casos, se quitaron los puntos que

guedaban fuera del dominio o fuera de la PLS-box.

Claramente, se ve que hay mucha mas variacion permitida alrededor de cualquier
variable al tomar puntos del espacio nulo procedente del espacio latente, lineas azules,
gue cuando los puntos se toman del espacio nulo en el espacio residual, en rojo, que en
cualquier caso, es claro que representan efectos distintos sobre el espacio de disefio.
Esto es consistente con la varianza de X que queda en el espacio residual, a pesar de ser
un subespacio de dimensién 19. Aun asi, sin modificar la respuesta predicha, la variacion
permitida alrededor de algunas variables es mayor debido al espacio W-nulo, en rojo,

como son las variables: Xs, Xe, X10, X11, X17, X22, X23y Xos.
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Figura 3-10. Espacio de variables de proceso para la seccion 3.3.4. Las coordenadas paralelas dibujan los puntos en
el nucleo del modelo PLS ajustado. Las lineas continuas azules son puntos en el espacio Q-nulo y las lineas
punteadas rojas son puntos en el espacio W-nulo.

3.4. CONCLUSIONES

Tratandose de modelos predictivos, cuando se trabaja con modelos lineales como
PLS, parte del espacio de disefio estimado esta relacionado con el nucleo definido por la
aplicacidn lineal. A través de algunos casos de estudio, se ha mostrado la necesidad de

tener en cuenta también la parte del nucleo debido al espacio residual ortogonal.

La primera seccidén 3.3.1. destaca la necesidad de tener en cuenta también lo que
se ha denominado espacio W-nulo y la estrecha relacion entre el conjunto de datos de

entrenamiento y el modelo PLS ajustado.

En la seccidn 3.3.2. se observa que, aunque se haga una descripcidon del nicleo
asociado al modelo PLS, bien directamente con los coeficientes de regresion, bien en
dos pasos explorando los espacios Q- y W-nulos, esto no ayuda a construir soluciones
factibles, porque, aunque el nucleo sea intrinseco a la aplicacion lineal, su impacto en el
espacio de disefio depende de la caracteristica de calidad deseada. También hay que
tener en cuenta que el marco de la PAT incluye el uso del proceso para compensar las
desviaciones en algunos valores de las variables de proceso o de atributos (sobre todo
para las variables que no pueden modificarse directamente). En este caso se da un

ejemplo de cdmo hacer esta compensacion con la informacién obtenida con los puntos
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del nucleo del correspondiente modelo PLS ajustado, para predecir el contenido de un

subproducto en el proceso de produccidn de hidréxido de aluminio AI(OH)s.

En la seccion 3.3.3. con un proceso de extraccion de aceite de N. Glandulifera, se
utiliza PLS para describir una relacion no lineal entre las variables de proceso vy las
caracteristicas de calidad. De manera que, al no haber una solucién algebraica para la
inversion, la solucion computacional proporcionada en el capitulo anterior aun permite

la exploracién del espacio de disefio.

La dltima seccidn 3.3.4. para un conjunto de datos grande (en una dimension
mayor), se ilustra con el mismo procedimiento de estimacién la misma situacion, pero
no es posible la visualizaciéon en coordenadas cartesianas del espacio convexo que esta

dentro del espacio de disefio en el que la respuesta predicha no cambia.
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CAPITULO 4. UTILIDAD DE LA INVERSION DE MODELOS DE
MINIMOS CUADRADOS PARCIALES PARA PROBLEMAS

DE MODELADO DE CLASES

RESUMEN

En este capitulo se utiliza PLS-CM (Minimos Cuadrados Parciales para Modelado de
Clases), y la inversion de modelos para problemas que no son propiamente de Control
de Procesos. Como ejemplos, se va a utilizar en la clasificacion de alimentos de alto valor
afadido, o para la deteccion temprana de tumores malignos.

Seleccionando el umbral de decisién para una sensibilidad 1 — a prefijada, y la
correspondiente especificidad 1 — 3, se buscan los valores de las variables predictoras
relacionadas con cada uno de los modelos construidos para describir las caracteristicas

de los objetos discriminantes.

La caracterizacion de los hiperplanos discriminantes en el espacio latente permite
definir direcciones, en funcién de S para pasar de una clase a otra. Las soluciones en el
espacio de entrada de la inversién del modelo de prediccion PLS, muestran cdmo
modificar las variables (siempre que sean manipulables) para salir de un modelo y pasar

a pertenecer a otro.

Ademas, mediante la construccion de un intervalo de tolerancia que contiene un
determinado porcentaje de la poblacién para un nivel de confianza dado, la inversién de

PLS-CM obtiene los objetos del dominio cuyas imdgenes pertenecen a dicho intervalo.

4.1. INTRODUCCION

Las técnicas de modelado de clases [71] se centran en la capacidad de los modelos
de clase construidos para reconocer sus propios objetos (sensibilidad del modelo de
clase calculado) y rechazar todos los demas (especificidad). Esta informacion que los
modelos proporcionan sobre las categorias modeladas es relevante, por ejemplo, en
aplicaciones recientes para caracterizar alimentos o bebidas con calidad reconocida,
tales como vinos o aceites con denominacidn de origen [72, 73, 74]; combinado con
técnicas espectroscdpicas y cromatograficas para caracterizar el té verde [75]; para la
verificacion de autenticidad alimentaria [76] o la deteccién de adulteraciones [77];
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roturas de la cadena de frio en el atun [78]; deteccion de vapores nitro-explosivos [79];

etc.

El método de minimos cuadrados parciales para modelado de clases (PLS-CM) [80]
es una técnica que trabaja definiendo implicitamente modelos de clase con valores
predefinidos de sensibilidad y especificidad, o al menos, los mds cercanos posibles a los
deseados con los datos disponibles. A diferencia de PLS para analisis discriminante
[81,82], que utiliza también un modelo de regresién PLS con respuesta binaria, PLS-CM
usa las funciones de densidad para cada clase, ajustadas a los valores predichos, para
definir un valor critico que actia como un limite de decisién, en lugar de definirlo frente

a las propias predicciones (distribuciones discretas).

Xu y otros [83], construyen modelos para una sola clase bajo el mismo acrénimo

PLS-CM, pero proponen un intervalo de confianza de la forma 1 — i, + z, 26, donde
2

[, 6, son estimaciones de la media y la desviacién tipica de los residuos de un modelo

PLS con respuesta constante (la matriz de respuesta Y es un vector de unos), y z, _a es
2

el valor critico de la distribucién normal estandar para un nivel de significacion de a. Las
nuevas muestras estardan dentro del modelo de clase si sus respuestas predichas J,,,

pertenecen al intervalo.

Algunos afios antes, Ortiz y otros [80] con problemas de dos clases y respuestas
binarias en Y, ya habian utilizado intervalos de confianza como modelos para las clases.
En este caso, el intervalo de confianza calculado es el que corresponde al valor medio
de las respuestas predichas en cada categoria, teniendo en cuenta la distribucién de
probabilidad de esas respuestas predichas en cada categoria por separado. En el afio
2006 [84], ya se calculan los diferentes modelos de clase que se pueden obtener
modificando el valor critico y se describen en forma de curvas de riesgo (errores de tipo
Il frente a tipo |) que representan las probabilidades de “falso incumplimiento” frente a
las de “falso cumplimiento”. Un procedimiento para estimar el comportamiento de los
diferentes modelos PLS-CM en prediccion (una curva de riesgo en validacion cruzada) se
encuentra en [85]. Dentro del contexto general de la curva ROC (Curva Operador-
Receptor), que representa tasas de verdaderos positivos frente a tasas de falsos
positivos, Brown y Davis 8 publicaron la manera de calcularla, en cédigo MATLAB, para

el caso de distribucién normal para ambas categorias.

En cualquier caso, para uno de esos umbrales de decisidn, las técnicas para invertir
un modelo PLS vistas en el Capitulo 2 de esta tesis y publicadas en [1], se pueden aplicar
para buscar los valores de las variables (en el espacio de las variables predictoras) que

representarian lo que se puede llamar el tipico objeto que pertenece a la “frontera” de
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separacion de los modelos de clase construidos para los valores de sensibilidad y

especificidad elegidos. La seccidon 4.2. ilustra el procedimiento con dos ejemplos.

4.2. RESULTADOS Y DISCUSION

Para ilustrar el método y diferentes posibilidades de utilizacion para tomar

decisiones, se usaran dos casos con datos reales de la literatura.

4.2.1. VINOS TINTOS DE LA RIOJA

En el primer caso, se va a utilizar un conjunto de datos de 128 vinos tintos jévenes
de la Denominacidon de Origen Calificada (DOC) Rioja [87]. Los vinos se caracterizan por
seis variables relacionadas con las medidas fisicoquimicas del color. Los catadores
expertos de la DOC clasifican cada vino “aceptable” o “no aceptable” en funcidén de su
color. Los vinos rechazados por los catadores no pueden llevar la etiqueta oficial de la

DOCy, por supuesto, no pueden comercializarse como vinos DOC Rioja.

Sin pérdida de generalidad se codifican como “1” a los vinos de la clase “aceptados”
y “-1” a los de “rechazados”. Por lo tanto, la matriz de prediccién X es de 128 filas por 6
columnas y la respuesta es un vector Y de valores binarios, -1 para vinos no validos y 1
para los validos. Se ajusta un modelo PLS, con X e Y autoescalados, de tres variables

latentes que explica el 91.01 % de la varianzaen Xy el 72.86 % de lade Y.

Las distribuciones de probabilidad ajustadas a las respuestas han sido una
distribucién beta altamente asimétrica (1.96, 0.85 parametros de forma y -0.67, 1.16
parametros de localizacién) para los vinos aceptados y una distribucion normal (de
media -0.95 y desviacidn tipica 0.45) para los no aceptados. Con estas distribuciones y
diferentes umbrales de decisién do se obtienen los distintos valores de sensibilidad y
especificidad para el modelo de la clase de vinos aceptables. Aunque en esta situaciéon
de dos clases, una vez definido el umbral, como cada vino se asigna a una de ellas, la
sensibilidad y la especificidad de la clase “aceptados” coinciden, respectivamente, con

la especificidad y la sensibilidad de la clase “rechazados”.

La curva ROC para los modelos de clase definidos cuando se mueve el umbral de
decisién esta (en linea rosa) en la Figura 4-1. Como referencia, se muestran las curvas
escalonadas obtenidas con PLS-DA que hace una estimacion discreta: en azul con el
conjunto de entrenamiento y en verde la estimacién en prediccién calculada mediante

validacion cruzada.
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Figura 4-1. Curvas ROC para los vinos “aceptados”: curvas discretas estimadas con PLSDA (azul el conjunto de
entrenamiento y verde en validacion cruzada) y curva tedrica obtenida con PLS-CM (rosa).

En la Figura 4-2, se representan las dos funciones de densidad superpuestas sobre
los histogramas de las distribuciones de frecuencias de los vinos aceptados en azul y los
vinos no aceptados en rojo. Se representa también el umbral de decision do que da los

mismos valores de sensibilidad y especificidad.

Figura 4-2: Funciones de densidad sobre los histogramas de frecuencias para los vinos aceptados en azul y los vinos
no aceptados en rojo. do es el umbral de decision que define un modelo con la misma sensibilidad que especificidad.

De los posibles modelos calculados con PLS-CM, se selecciona aquel para el cual se
esperan los mismos valores de sensibilidad y especificidad, 0.954 para este caso, lo que

se obtiene con dy = —0.196, es decir, si § = d,, el vino es aceptado.

Al utilizar d, como valor objetivo, la inversién del modelo PLS proporciona puntos
en el espacio de entrada (donde varian los objetos) cuya respuesta predicha serd
precisamente el umbral de decisidn d,. Se va a aplicar el procedimiento para tres valores
habituales de sensibilidad: 0.99, 0.95 y 0.90.
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La Figura 4-3 muestra las soluciones que predicen esos umbrales tanto en el espacio
de variables de entrada como en el espacio latente. En concreto, la Figura 4-3a)
representa las variables originales no autoescaladas en el espacio de entrada definido
por X, en forma de PCP (grafico en coordenadas paralelas), y la Figura 4-3b) muestra su
proyeccion (scores) en el espacio latente tridimensional. En ambos casos, las soluciones
en azul (lineas de puntos o rombos) son para el modelo de clase cuya sensibilidad es
0.99 que conlleva una especificidad 0.89; en rojo (lineas continuas o cuadrados) son para
el modelo de clase equilibrado con la misma sensibilidad y especificidad igual a 0.954 y,
por ultimo, en verde (lineas o tridangulos), son para el modelo de clase con sensibilidad
0.90 y especificidad 0.98.

Scores on LV3 (5.86%)
o

Scores on
LV2 (16.38%)

0.2 -0.05
Scores on LV1(68.77%)

Valores
Valores

Variables Variables

Figura 4-3.0bjetos discriminantes: a) en el espacio de variables de entrada, b) en el espacio latente. En azul para el
modelo de clase con sensibilidad 0.99 y especificidad 0.89; en rojo para el modelo de clase equilibrado con
sensibilidad y especificidad igual a 0.945; en verde para el modelo de clase con sensibilidad 0.90 y especificidad 0.98.

Al haber una sola respuesta, el subespacio Q-nulo es un hiperplano, en realidad, un
plano en el espacio latente de dimension tres. Consecuentemente, la proyeccion de las
soluciones calculadas en el espacio latente estara en el subespacio tridimensional

correspondiente, y la Figura 4-3b) muestra como se encuentran en diferentes planos del
espacio latente.

Como consecuencia del criterio usado, los objetos del espacio de las variables de
entrada X, en la Figura 4-3a), estan en la frontera de los distintos modelos de clase.

Aunque no parece percibirse la estructura, si es claro, por ejemplo, que los objetos
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discriminantes para el modelo de clase en lineas continuas rojas corresponden a valores
mas centrados en todas las variables, ademas de ocupar una posicién intermedia

también entre los scores.

Desde un punto de vista practico, es interesante notar que la probabilidad de estar
en el modelo de clase de vinos aceptados aumenta cuando, graficamente, en el espacio
latente los scores cercanos a los rombos azules se mueven hacia scores por encima del

plano que definen los puntos verdes.

Légicamente, cada vino se proyecta en una Unica posicidn y su aceptacion o rechazo
depende de la sensibilidad y especificidad del modelo con el que se toma la decisidn. Sin
embargo, para una sensibilidad fija, se pueden calcular los scores necesarios para
moverse en la direccién en que mejora el color del vino, hasta hacerlo aceptable, lo que

hace que disminuya £.

Como ejemplo, se considera el modelo de clase equilibrado (representado en rojo
con sensibilidad y especificidad iguales a 0.954) y se considera uno de los vinos
rechazados con el modelo (fuera del modelo de clase de los vinos aceptados, con una

probabilidad de 0.046 de ser rechazado erréneamente), x,.

La proyeccion de este punto en el espacio latente es el cuadrado en rojo de la Figura
4-4, donde el plano discriminante se representa en gris calculado como la envoltura
convexa de los puntos rojos en la Figura 4-3b) ilustrando la variabilidad debida al espacio
nulo. Como referencia, también se representan los scores del conjunto de
entrenamiento: cruces rojas para los vinos rechazados y puntos azules para los

aceptados.

Las flechas de la linea negra de la Figura 4-4 marcan la direccidén y sentido ideal que
apunta a la mejora del color del vino sobre la que se han tomado 10 puntos igualmente
espaciados a lo largo del segmento ortogonal al plano y comenzando en x; .
Graficamente, esta claro que, en algin momento, el score calculado cruza el plano por

lo que ya se aceptaria el vino correspondiente.
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Figura 4-4. Espacio latente para los vinos de Rioja. Los puntos azules corresponden a los vinos aceptados, las cruces
rojas a los rechazados y el plano gris es el plano discriminante cuando la sensibilidad y la especificidad son iguales a
0.954. Los tridngulos negros recorren la direccion ortogonal al plano.

Los objetos del espacio de entrada cuyas proyecciones son los diez scores a lo largo
de la linea negra se representan en lineas rojas y azules en el PCP de la Figura 4-5 desde
la linea roja continua (el vino rechazado x,) y las dos lineas rojas discontinuas (que
serian “vinos” simulados todavia rechazados), hasta las lineas azules que representan

“vinos” que se aceptarian con el modelo de clase definido.

En la direccion de la linea negra, las tasas reales de falsos positivos (valores de f)
para estos diez puntos serian: 0.327, 0.176 y 0.079 para los rechazados en rojo, y 0.029,
0.009, 0.002, 4.2 104, 6.6 10, 8.3 10°%, 8.4 107 para los aceptados en azul, como ya se

ha mencionado, moverse en la direccién y sentido especificados, disminuye £.

Los objetos simulados, lineas en color exceptuando la roja continua en la Figura 4-5,
muestran el efecto de moverse a lo largo de la linea negra de la Figura 4-4, y se observa
que esta relacionado con una variacion sistemdtica de las variables de entrada.
Siguiendo las diferentes lineas de la Figura 4-5, se percibe que, para mejorar en el color
del vino hacia su aceptacion, es necesario aumentar la variable ay b en menor medida,
disminuir L, aumentar también C, disminuir H y aumentar ligeramente S. Como
referencia, las lineas grises de fondo de la Figura 4-5, son los vinos del conjunto de
entrenamiento aceptados con el modelo de clase. Claramente, las lineas azules de los

objetos ideales calculados se encuentran entre los valores reales de los vinos aceptados.
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Coordinate Value

Figura 4-5. PCP de objetos en el espacio de entrada. En gris, se representan los vinos dentro del modelo de clase con
sensibilidad y especificidad igual a 0.954. La linea continua roja es xg, las lineas de color restantes representan a los
objetos simulados, rechazados en rojo y aceptados en azul.

4.2.2. DATOS DEL UCI’S BREAST CANCER WISCONSIN (DIAGNOSTICO)

Los datos utilizados en este caso estan en el repositorio Machine Learning UCI, en
la direcciéon web [88] donde se puede encontrar informacion adicional sobre las
caracteristicas individuales, asi como varios andlisis ya realizados con estos conjuntos de

datos.

El conjunto consta de 569 muestras de las que 357 corresponden a tejidos
tumorales benignos y 212 a malignos. Las variables son medidas que se calculan a partir
de una imagen digitalizada de un aspirado con aguja fina (FNA) de un bulto en el pecho,
gue describe las caracteristicas de los nucleos celulares presentes en las imagenes. Se
calculan diez mediciones en nimeros reales para cada nucleo celular y también, para
cada una de las imagenes, se halla la media, el error estdndar y la “peor” o mayor (media

de los tres valores mas grandes) de cada caso, resultando 30 caracteristicas medidas.

Se centra ahora la atencion en los tumores malignos (codificados como 1, es decir,
ser positivo) frente a los benignos (codificados como -1, es decir, ser negativo) y se ajusta
un modelo PLS con los datos, autoescalando todas las variables para evitar las
diferencias entre las distintas magnitudes. La matriz de respuesta Y con los cddigos
binarios también se autoescala. Mediante validacion cruzada con subconjuntos
aleatorios (10 divisiones de datos con 5 iteraciones) se seleccionan 6 variables latentes.
Al realizar el modelo, se retiran 17 muestras del conjunto de entrenamiento de la matriz
X, debido a sus valores en los estadisticos T ? y Q-residual, que superan ampliamente

los limites de nivel de confianza del 95 % o porque los residuos estandarizados en las
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respuestas son, en valor absoluto, mayores de 3. Nuevamente, con 6 variables latentes
calculadas con los datos restantes, el modelo explica el 84.3 % de la varianza en X con
el 76.36 % de la varianza en Y, y con un coeficiente de determinacién en validacién
cruzada RZ, = 0.747 .

Se comprueba que, con el modelo PLS de 6 variables latentes con los datos
autoescalados, los valores de las respuestas predichas se ajustan bien a dos
distribuciones de probabilidad normales: N(0.88,0.494) para los tumores malignos y

N(—0.57,0.333) para los tumores benignos.

En la Figura 4-6 se muestra la curva ROC calculada con PLS-CM variando los valores
de sensibilidad y calculando el valor de f correspondiente (probabilidad de falso
positivo) y se han reducido los ejes para mejorar la visualizacién. Se espera que todos
los modelos de clase representados funcionen bien, ya que la curva esta muy cerca del
llamado punto utopia situado en la esquina superior izquierda.
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Figura 4-6. Curva ROC para los modelos de clase con datos de diagndstico de cdncer de mama de Wisconsin.

Se obtiene un modelo de clase equilibrado para el valor critico 0.02 que tiene una
sensibilidad y especificidad ambas iguales a 0.96. Sin embargo, es obvio que las
consecuencias de un falso positivo son diferentes a las de un falso negativo, en este caso
parece que sea mas importante reducir los falsos negativos, ya que estos impedirian que
la persona fuera tratada adecuadamente. Es decir, en el 4mbito del modelo de la clase

de los tumores malignos, se deberia priorizar la sensibilidad.

Entre los modelos construidos, los hay con una tasa muy pequefia de falsos
negativos, es decir, con muy alta sensibilidad, cuyas caracteristicas se encuentran en la
parte superior de la Figura 4-6. Con una sensibilidad de 0.999, la probabilidad de falso

positivo seria de 0.588 (aunque no se ve en la Figura 4-6), en otras palabras, para
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garantizar una alta sensibilidad, se debe asumir que se realizaran pruebas de diagndstico
adicionales a un promedio de aproximadamente el 60 % de los pacientes con tumores
benignos. Si se permitiera que la sensibilidad bajara hasta 0.99, entonces el porcentaje
de pacientes a los que se les realiza sin necesidad pruebas adicionales se reduce casi al
20 %. Este comportamiento no es simétrico, ya que por ejemplo, en el otro extremo de
la curva, si por alguna razén se disminuyera la probabilidad de falso positivo (cuyos
modelos estan en la parte izquierda de la Figura 4-6), por ejemplo f = 0.001, entonces
la sensibilidad caeria hasta 1 — a = 0.804, muy lejos del anterior 0.588 cuando la
sensibilidad se mantenia en 0.999.

Se va a proceder a continuacién a la exploracidn de la parte del espacio de disefio
resultante de la inversion del modelo PLS para un intervalo que se corresponderd en
este caso con el intervalo de tolerancia que se construye para la prediccion por el
modelo de los tumores malignos, teniendo en cuenta que su distribucién de
probabilidad se ajusta a una normal. La importancia de tomar este tipo de intervalos
frente a otros como por ejemplo el de confianza, centrado en el parametro media
poblacional, es porque se pretende recoger, con una determinada confianza, una

proporcién prefijada de la poblacién de tumores malignos.

Elintervalo de /—tolerancia de una muestra de datos con un nivel de confianza dado
del 100(1 — )%, es el intervalo dentro del cual esta la proporcién B de los datos de la

poblacién de la que proviene la muestra con el nivel de confianza dado.

Para este caso, a partir de las respuestas predichas con el modelo PLS, se busca el
intervalo de valores que garantice, con un nivel de confianza del 95 %, que se recogeran
el 98 % de los tumores malignos (poblacion de la que proviene la muestra estudiada).
Esto es lo que metodolégicamente se denomina intervalo de f-tolerancia. Para su
construccidn, se han necesitado condiciones de normalidad en la distribucion, y los
valores obtenidos han sido: 0.39 y 2.16. Es decir, con un nivel de confianza del 95 %, el
98 % de la poblacion de respuestas de la que proviene la muestra de tumores malignos,
estd entre 0.39y 2.16.

El la Figura 4-7 se representan en coordenadas paralelas los objetos en el espacio
de variables de entrada X: por un lado el conjunto de entrenamiento (lineas
discontinuas azules como tumores benignos y rojas como tumores malignos) y por otro
lado 200 objetos (en gris claro) generados a partir de 10000 scores por el método de
Montecarlo, calculando con la eq. (1-8) sus correspondientes coordenadas en X,
eligiendo de todos ellos los que estan dentro de la PLS-box y ademas que queden dentro

también del intervalo de tolerancia establecido.
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Figura 4-7. PCP de tumores benignos en azul y malignos en rojo y de 200 objetos dentro del intervalo de tolerancia,
en gris claro.

En la grafica en coordenadas paralelas, los puntos del conjunto de entrenamiento
se han identificado por colores: azul para los tumores benignos y rojo para los malignos.
Los puntos en gris son los tumores malignos estimados mediante la inversién que se
corresponden al intervalo de tolerancia del 98 % con una confianza del 95 % y quedan

mayoritariamente en la zona de los malignos mas alejados de los azules.

Podria pensarse que seria mds natural haber considerado un intervalo de tolerancia
unilateral por la izquierda. En ese caso, solo habria hecho falta invertir el modelo para
un punto, en lugar de invertir para los dos extremos del intervalo, teniendo en cuenta la

linealidad.

4.3. CONCLUSIONES

Los modelos PLS-CM se calculan estableciendo un umbral de decision en el espacio
de las respuestas predichas (respuesta binaria para codificar las categorias),

seleccionado en funcién de la sensibilidad y especificidad necesarias para decidir.

Para uno de los valores umbral, la inversién del modelo PLS ajustado con una sola
respuesta define hiperplanos discriminantes en el espacio latente que, cuando se
observan en el espacio de las variables de entrada, se corresponden de alguna manera
a un prototipo de objeto perteneciente a la frontera del modelo de clase que se esta

calculando.

En un primer caso de estudio sobre vinos de la Rioja, se ha visto la utilidad de esta
propiedad en el movimiento de los diferentes objetos discriminantes que aumenta la
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especificidad y proporciona informacién sobre las modificaciones correspondientes en

las variables de entrada para que el objeto definido pertenezca al modelo.

En un segundo caso de estudio sobre cancer de mama, las respuestas predichas
para un conjunto de tumores malignos se usan para construir un intervalo de tolerancia
de la distribucion de valores predichos por el modelo, que por inversidn del modelo,

caracteriza los valores de las variables de entrada que obtendrian esa prediccidn.
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CAPITULO 5. INVERSION DE MODELOS DE MINIMOS CUADRADOS

EN CALIDAD ANALITICA DISENADA

RESUMEN

En este O se muestra un procedimiento para seleccionar los parametros de control
del método (factores) para obtener un perfil analitico objetivo predicho en la
determinacién simultanea mediante cromatografia liquida de cinco bisfenoles (bisfenol-
A, bisfenol-S, bisfenol-F, bisfenol-Z y bisfenol-AF). Algunos de estos estan prohibidos o
tienen un limite de migracion especifico establecido por la normativa de la Unidén
Europea para materiales de contacto con alimentos, juguetes, cosméticos o papel
térmico. En concreto, el bisfenol-A se considera un disruptor endocrino que puede

migrar desde el embalaje de algunos utensilios de cocina a los alimentos.

El procedimiento desarrollado consiste en tres fases. La primera se trata de
construir un disefio combinado de experimentos D-6ptimo para los parametros de
control del método y se realizan los cromatogramas. En la segunda fase se ajusta un
modelo PLS2 para predecir seis respuestas analiticas, que son cuatro resoluciones
cromatograficas de pico a pico del cromatograma y el tiempo inicial y final de éste en
funcion de los pardmetros de control del método. Y por ultimo, en la tercera fase, se
invierte el modelo PLS2 para obtener las condiciones necesarias para llegar al perfil
analitico objetivo prefijado. Este perfil analitico objetivo establece que la resolucién
entre picos cromatograficos contiguos sea mayor que 1.1, el tiempo inicial del
cromatograma debe ser de al menos 2 min y un tiempo final corto de alrededor de 4

min.

Para proporcionar un conjunto éptimo de condiciones experimentales en la
determinaciéon cromatografica, se busca el frente Pareto en esas seis respuestas,
mediante la inversion computacional del modelo de prediccién PLS2. A partir de este
frente, se elige un 22 % de agua mezclado con un 58 % de metanol y un 20 % de
acetonitrilo, manteniendo la velocidad de flujo en 0.66 mL min! proporcionando unos
tiempos de retencién de 2.182, 2.456, 2.769, 3.256 y 3.784 minutos para BPS, BPF, BPA,
BPAF y BPZ respectivamente.

Por ultimo, se lleva a cabo la validacion del método analitico en las condiciones

experimentales seleccionadas. Para los cinco bisfenoles, la pendiente y el término
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independiente de la recta de veracidad (concentracién predicha frente a concentracién

verdadera) son significativamente iguales a (1,0), por tanto, el procedimiento es veraz.

5.1. INTRODUCCION

Conviene recordar aqui que la Tecnologia Analitica de Procesos (PAT) es un sistema
para disefiar, analizar y controlar la fabricacion de productos a partir de datos medidos
durante el proceso de produccion de las caracteristicas de las materias primas y los
parametros criticos y ambientales del proceso (que constituyen la matriz X) con el
objetivo de garantizar la calidad del producto final establecida por algunos valores de
los Atributos Criticos de Calidad (CQA) en la matriz Y. Actualmente, PAT es un estandar

para la acreditacion de procesos farmacéuticos, refs. [6, 9].

Como en muchas otras situaciones basadas en datos, se conocen los CQA y sus
valores perseguidos que se definiran mediante un vector y,.s, N0 necesariamente
dentro del conjunto de entrenamiento. El que se pueda conseguir y s (exista un
producto factible con estas caracteristicas) depende de la existencia de valores para los

Parametros de Control del Método (CMP) que puedan producir ese producto objetivo.

Para hacer viable la inversién de un modelo PLS2 y establecer los valores x;, que
han de tomar las variables predictoras para conseguir una calidad predicha y,.s, con las
restricciones necesarias garantizando la existencia de solucidn, ya se han comentado las
tres formas de proceder. La primera es la inversion directa usando las matrices de la
descomposicion de los espacios originales ya referenciada en [52, 55, 57]. En este caso
no se pueden imponer restricciones directamente a las caracteristicas de calidad. Una
segunda alternativa es redefinir la inversion del modelo como un problema de
optimizacion buscando, por ejemplo, los scores que minimizan la diferencia ponderada
al cuadrado entre las caracteristicas predichas y las deseadas, imponiendo un valor
umbral méaximo para T 2 [56]. Por tltimo, |a tercera via es el enfoque computacional para
la inversidn del modelo siguiendo la metodologia explicada en el Capitulo 2 y publicada
en [1].

En las dos primeras alternativas para la LVMI, la inversién se hace del espacio Y en
un subespacio T,PI de X (eq. (1-8)), generado por las variables latentes. Por lo tanto,
se asume implicitamente que ese subespacio recoge toda la correlacion de las X con las
Y y también que los espacios residuales Rx y Ry son incorrelacionados con X e Y
respectivamente, lo cual no es cierto en general, véase la seccidén 1.2.4. Para abordar

este problema se ha intentado en [36] el pretratamiento de las variables predictoras o
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bien se ha modificado el método PLS [89], sin que exista una solucidon aceptable para

obtener un subespacio de X cuyo complemento ortogonal sea independiente de Y.

Al aplicar el procedimiento de la tercera via, la inversién computacional, se pueden
incluir como predictoras para el modelo PLS2, no solo las variables de proceso, sino
también sus productos cruzados o cualquier otra transformacién posible necesaria para
modelar no linealidades, como se vio en el apartado 3.3.3.2. del 0. Alli también se
demostrd que en estas circunstancias la inversion directa usando las matrices ya no es
posible puesto que la matriz X usada para ajustar el modelo PLS2 ya no consta solo de
variables de proceso, sino que se han afadido las columnas correspondientes a esas

transformaciones necesarias.

Todo lo anterior es trasladable al laboratorio de analisis quimico donde las
“variables de proceso o de entrada" son aquellas que inciden en la preparacion de la
muestra asi como los factores instrumentales, mientras que las caracteristicas de calidad
son las sefiales analiticas y/o las figuras de mérito del procedimiento analitico en
relacién con su finalidad. En este contexto se utiliza la terminologia especifica de Calidad
Analitica Disefiada (AQbD) que es la version del concepto de QbD aplicada al desarrollo
de un método analitico. La AQbD ha despertado bastante interés y son interesantes las
revisiones dedicadas especificamente a este concepto en [90] y en [91], sin embargo,
no se han encontrado en la literatura referencias sobre la inversién de modelos PLS para

esta tarea.

La idea central en AQbD es desarrollar el método analitico de modo que se obtenga
una calidad deseada, llamada Perfil Analitico Objetivo (ATP) que depende de los
Parametros de Control del Método (CMP). En analogia con la QbD se construird un
modelo para predecir ATP a partir de los CMP. Después, invirtiendo el modelo PLS2
construido se podran obtener los valores de los CMP, x4.; para un ATP, Vges
predefinida.

El procedimiento propuesto en este capitulo para obtener un ATP mediante
inversion de un modelo PLS2 es completamente general. Se aplicard al caso de la
determinacién de cinco bisfenoles medidos por “cromatografia liquida de alta eficiencia
con detector de formacién de diodos” (HPLC-DAD). Los CMP considerados son: la
composicion de la fase moévil y una mezcla ternaria (porcentaje de agua, metanol y
acetonitrilo) junto con su velocidad de flujo. EI ATP elegido son las caracteristicas
analiticas del cromatograma definidas por medio de seis respuestas: las cuatro

resoluciones obtenidas entre picos cromatograficos contiguos (Ri2, R23, R3a y Ras), el
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tiempo inicial ti y el tiempo final t relacionados obviamente con el tiempo de ejecucién

del cromatograma.

Se ha utilizado PLS2 para predecir simultdneamente los seis ATP como funcién de
los cuatro CMP. El modelo captura la correlacion tanto en las CMP del procedimiento
cromatografico como la correlacion que hay entre las ATP del cromatograma obtenido;

modelando ademas la correlacién predictiva entre ambas.

El procedimiento propuesto se aplicara a la determinacién de cinco bisfenoles. El
caracter de disruptor endocrino del BPA, la alarma social generada por su uso, la
progresiva sustitucion por otros bisfenoles en la fabricacion de productos de
policarbonato de uso cotidiano, y la atencién prestada por los organismos de control, ha
generado la necesidad de disponer de métodos para la determinaciéon simultanea de

estos analitos y que sean rapidos y eficientes.

En 1999 la Unién Europea aprobd una estrategia Comunitaria para Disruptores
Endocrinos [92], en la que se propuso que la Unidn Europea presentara informes
periddicos sobre los avances efectuados en los campos de investigacion, cooperacién

internacional, informacion publica y medidas politicas apropiadas.

En afios sucesivos se han publicado los correspondientes informes sobre los
progresos realizados. En el primer informe emitido en 2001 [93], se elabord una lista
provisional de sustancias, la cual incluyé al BPA como sustancia con evidencia de
disruptor endocrino (potencial o efectivo) en categoria 1 y al BPF como sustancia con
insuficientes datos. Posteriormente, el BPF fue clasificado como sustancia con

insuficientes datos sobre los efectos disruptores endocrinos en categoria 3a y 3b. [94].

En 2019 se publicé un Dictamen de la Comisién Europea [95] en el que se exige la
prohibicion de los bisfenoles en todos los materiales en contacto con alimentos que ya
estaba prohibido desde 2011 en biberones policarbonatados. Ademas, sefiala que el
BPA se sustituye a menudo por otros bisfenoles, y sugiere que debe asumirse que las
sustancias con una estructura quimica similar tienen propiedades toxicoldgicas tan
nocivas como las de la sustancia mas toxica conocida del grupo. Entre las alternativas se
encuentran BPS, BPF, BPZ y BPAF y por esta razén se han escogido estos bisfenoles para
este trabajo.

A continuacién, se procede a extractar del articulo enviado a publicar [3] los
aspectos relativos al ajuste e inversién del modelo PLS2 para encontrar las condiciones

experimentales del método analitico que finalmente se puso a punto y se validé.
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5.2. PROCEDIMIENTO GENERAL

Dado un ATP, para obtener los CMP correspondientes, el procedimiento conlleva

los siguientes pasos:

1. Eleccidn de un disefio de experimentos adecuado para obtener el conjunto de
entrenamiento para el modelo PLS2. Incluye el establecimiento de los factores
CMP, su variacién para definir el dominio experimental, un disefio experimental
combinado y reducido, y la definicion precisa de las respuestas de interés (ATP).

2. Seleccion de las condiciones experimentales éptimas. Incluye el ajuste e
inversién de un modelo de regresién predictivo, PLS2 en este caso, la obtencién
y exploracion del frente Pareto para el ATP deseado y la seleccidn final de un
Unico conjunto de CMP (condiciones experimentales) para realizar la
determinacion cromatografica.

3. Validacién del método analitico con los CMP seleccionados. Incluye la validacion
experimental en las condiciones establecidas, asi como las figuras de mérito del
procedimiento analitico propuesto para determinar los cinco bisfenoles.

5.2.1. DISENO DE EXPERIMENTOS

Hay cuatro CMP (la composicidn ternaria de la fase moévil y su velocidad de flujo),

gue pueden variar y cuya variacion modifica el cromatograma resultante.

Tres de ellos definen la composicion de la fase mévil, es decir, los porcentajes de
agua (Z1), metanol (Z2) y acetonitrilo (Z3), con algunas restricciones: en el caso del agua,
por encima del 20 % y por debajo del 50 % y en el caso del metanol y el acetonitrilo, por

debajo del 70 % de la mezcla.

El cuarto factor, la velocidad de flujo de la fase mavil, es un factor continuo que
varia entre 0.6 y 1 mL min'’. En la Tabla 5-1 se resumen las condiciones de los cuatro
factores y sus restricciones. Desde el punto de vista del Disefio de Experimentos (DoE),
(Z,,Z,,Z3) constituyen los componentes de una mezcla, que varian en un simplex
restringido y U4 es un factor continuo que se codifica para variar en [—1, 1]. Como es
habitual, X4 se refiere a la variable codificada y Us al factor experimental.
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Tabla 5-1: Factores y sus limites de variacion.

. Limite Limite Paso de
Variables Factor . . . Centro L,
inferior superior variacion
71 Agua (%) 20 50
Z; Metanol (%) 0 70
Z3 Acetonitrilo (%) 0 70
Us Velocidad de flujo (mL min-1) 0.80 0.20

Para obtener un conjunto de entrenamiento representativo con el cual ajustar el
modelo PLS2, los experimentos realizados siguen un disefio experimental. Como hay
proporciones en una mezcla y un factor continuo, se realiza un disefio combinado (con
variables de mezcla y de proceso) en el dominio definido en la Tabla 5-1 y representado
en la Figura 5-1, que consiste en un simplex restringido para las mezclas extendido a lo
largo de los tres niveles de velocidad de flujo.

1.0 mL min?
-
Agua Metanal Acetonitrilo
Agua
. .
D - — L 50% .
. , 0.8 mL min-
- AN - 20% |
Metanol F0% 70% Acetonitrilo
Metanol Acetonitrilo
Agua
0.6 mL min
e .
.
L] -
‘l—‘—"
Metanol Acetonitrilo

Figura 5-1: Dominio experimental de la mezcla de las tres variables de proceso en los tres niveles de velocidad de
flujo.

Para este disefio, el modelo asumido para cada Y individual es cuadratico en la
variable continua (velocidad de flujo), segun la eq. (5-1):

(5-1) Y =vo 4 VaXs + VaaXy

donde y; incluye también una dependencia cuadratica en la composicion de la mezcla
(Z,,Z,,Z3). Por ejemplo, y, se expresa en la eq. (5-2):

(5-2) Ya = BarZy + BazZy + PazZs + Bar2Z1Z5 + Pa13Z123 + BazzZoZ3

Al sustituir todos los términos en los coeficientes de la eq. (5-1) el modelo final
consta de 18 coeficientes por cada nivel de Xa.
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(5-3) Y = 1Zy + BaZy + B3Zz + 122125 + Pr13Z1Z3 + Pr3lrZz +
BarXaZy + a2 XaZy + Pa3XaZ3 +
Ba12X4Z1Zy + Ba13XoZ1Z3 + Par3X4ZrZ3 +
Baar X5Z1 + PaazXiZo + PaasXiZs +
Baa12X371Z5 + Baar3XiZ1Z3 + PaazzXiZ2Z3

En principio, el disefio completo requeriria 19 experimentos por cada nivel de X,
pero 57 cromatogramas (tres niveles de velocidad de flujo) se consideran demasiados.
Con el fin de reducir la cantidad de disolventes (reduciendo también el impacto en el
medio ambiente y el tiempo de analisis), se debe seleccionar un subconjunto reducido
de experimentos, pero sin perder la calidad de la informaciéon extraida de ellos.
Aplicando el criterio D-6ptimo [70] hay una reduccién de 19 a 9 experimentos en cada
nivel de velocidad de flujo, manteniendo buenas propiedades en la prediccién porque
el maximo de la funcidon de varianza en el dominio experimental es 0.8. Estos 27

experimentos estan representados en negro en la Figura 5-1.

Se quiere explorar detalladamente el efecto de las mezclas ternarias de la fase
movil, por ello, se afiaden 10 experimentos representados en rojo en la Figura 5-1, que
se han elegido con la condicion de ser los mas alejados de los experimentos ya
existentes. Se distribuyen en los tres niveles de velocidad de flujo, ocho con una fase
movil ternaria y los otros dos son mezclas binarias colocadas en el punto medio del lado
correspondiente del simplex reducido. Por ultimo, se incluyeron dos réplicas adicionales
en el centroide del simplex para cada velocidad de flujo. Por lo tanto, la matriz X tiene
43 filas (27 + 10 + 6 ejecuciones cromatograficas) y 4 columnas correspondientes a sus
valores CMP.

Después de realizar cada cromatograma se calcularon los valores de seis
caracteristicas relacionadas con el ATP, que son la resolucion entre los picos
consecutivos Riz, R23, R3a y Ras, el tiempo inicial ti y el tiempo total (final) tr, ambos en
minutos. La resolucion R;i:1 entre los picos cromatograficos consecutivos i-ésimo y

(i+1)-ésimo se calcula como en la eq. (5-4):

(5-4) Rijs1 = 2.35(tri+1=tRi)

2(wosi+1+Wos,i)

Donde tg; es el tiempo de retencidn y wy 5 ; es la anchura a media altura del pico

cromatografico i-ésimo, segun se ilustra en la Figura 5-2 para los picos 1y 2.
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altura

05-1— ——-

tiempo

Wo.s5,1 Wo.5,2

Figura 5-2: Resolucion entre dos picos cromatogrdficos.

5.2.2. SELECCION DE CONDICIONES EXPERIMENTALES

Con la notacién establecida en la introduccion, X es la matriz que contiene los
valores de los CMP, es decir, las 43 condiciones experimentales seleccionadas con el
disefio experimental, mientras que Y es la matriz que contiene los seis valores
relacionados con el ATP calculados partir de los cromatogramas correspondientes.
Asumiendo que X esta libre de ruido, el procedimiento habitual en DoE es ajustar
modelos de regresion multilineal (MLR) independientes para cada respuesta. Aunque
los factores en el presente experimento estan controlados y se asume al menos que la
variabilidad en X es insignificante en comparacién con la de Y, se espera que la
correlacién entre las respuestas sea alta. Por lo tanto, se construye un solo modelo PLS2

para manejar esta correlacion al ajustar las seis respuestas a la vez.

Por otro lado, el modelo PLS2 construido contiene mas términos que los lineales
relacionados con las columnas en X, es decir, no depende exclusivamente de las
variables Z1,7Z,, Z3y X4 (factores principales que se pueden modificar dentro del dominio
experimental), sino también de varios términos cruzados. Esto es porque se esperan
interacciones entre factores, no solo entre las variables de la mezcla, sino también entre
la composicion de la mezcla y la velocidad de flujo de la fase mévil, ademas de posibles
efectos cuadraticos entre todos los factores en el disefio. Estas interacciones y efectos
no lineales se reflejardn en el modelo que se ajustara con PLS2, en el presente caso, el
modelo definido en la eq. (5-5) con 16 coeficientes.
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(5-5) Y = B1Z1 + B2Zy + P3Z3 + PuXy +
B1221Z5 + P13Z1Z3 + B23Z3Z3 + By XaZi + PazXaZy + BazXaZs +
Pa12X4Z1Z5 + Ba13XaZ1Z3 + Par3XaZyZ5 +

ﬁ441X4221 + ﬁ442X42Z2 + :8443X4-ZZ3

Esto significa que la matriz X de los CMP no es la matriz de predictoras utilizada
para ajustar el modelo. Por el contrario, de la misma manera que se construye la matriz
del modelo a partir de la matriz del disefio de experimentos, cada conjunto de
condiciones experimentales X debe ser ampliado en un nuevo vector Xg (en dimensidn
mayor) siguiendo los términos del modelo ajustado. Asi, el nuevo vector ampliado Xg,

tiene 16 coordenadas, tal y como se expresa en la eq. (5-6).
(5-6) xT = (24,25, 23,X4)
1) 42, 43, 24
Xg = (21, 23, Z3, X4, 2123, 21 23, Zp 23, XaZ1, X4 Z, X423, XaZ1 22, X4 Z1 23, X4 Zp Z3, X3 21, X4 22, X3 Z3)

Para no confundir aqui la notacion, el conjunto de entrenamiento para ajustar el
modelo PLS2 se denota como Xe reflejando el hecho de que X se amplia, porque el
modelo estd construido de hecho con vectores filas de Xg, de dimensidon 16 que se

proyectan en el espacio latente de menor dimensidn para predecir Y.

En términos mas precisos, se denotara mediante L al modelo PLS2 ajustado a los
datos X-Y en funcién de u, de modo que § = L(u) es la respuesta predicha (vector de
dimensién 6) para una U de dimensidn cuatro en el dominio experimental de la Figura
5-1.

Para aplicar L, cada u debe codificarse para obtener X y expandirse en el
correspondiente vector Xg de dimension 16 de acuerdo con la eq. (5-5). A continuacién,
se escala con el pretratamiento utilizado al ajustar el modelo PLS2, descartando
directamente los vectores resultantes cuyos valores de los estadisticos Q-residual y T ?

sean superiores a los limites de confianza del 95 %.

Por lo tanto, un punto valido serd cualquier u = (z4, z5, Z3, U, ) de dimension 4 para
el cual, el xg resultante (escalado adecuadamente), cumpla con las restricciones para
aplicar el modelo. Como el dominio esta en dimension 4 y el modelo esta ajustado en
dimensiéon 16, no se puede aplicar el método algebraico de inversién para modelos en

variables latentes que se sigue, por ejemplo en las Refs. [52, 53, 55, 56, 57].
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La alternativa propuesta aqui, desarrollada en el Capitulo 2 [1], funciona mediante

un algoritmo evolutivo moviendo puntos dentro del dominio experimental (de cuatro

dimensiones dentro de los CMP validos) para que los valores predichos de las respuestas

estén cada vez mas cerca de y,., que es el vector ideal con las caracteristicas deseadas

para el cromatograma.

Como pseudocddigo, a continuacion, se enumeran los pasos a seguir en la busqueda

del frente Pareto para las seis respuestas.

a)

b)

d)

e)
f)

g)

Comenzar con una poblacion de “ps” puntos validos (vectores u de dimensién
cuatro que cumplen con las restricciones).

Calculary = L(u).

Calcular la bondad de cada candidato, definida como el vector de dimensién 6
del valor absoluto de las diferencias individuales entre los valores predichos y los
valores objetivo.

Aplicar los operadores de seleccion, cruzamiento y mutacién para construir ps
nuevos CMP, los cuales también se evalian en términos de la bondad de ajuste
descrita en c).

Combinar la poblacién antigua y nueva.

Ordenar a los miembros de la poblacion ampliada de acuerdo con el orden de
Pareto para vectores multidimensionales [60] y seleccionar los supervivientes
para la proxima generacidon como soluciones no dominadas. Si hay mas de ps, se
seleccionan los puntos mas dispersos de acuerdo con la distancia crowding [46].

Repetir (a) — (f) para un numero determinado de generaciones.

La poblacion final se compone de CMP que se espera que proporcionen el valor mas

cercano al deseado en al menos una de las respuestas, y lo que es mas interesante, la

estimacion del frente Pareto describe las compensaciones o compromisos necesarios

entre las seis respuestas que se estan manejando. Como tal, se utiliza para decidir sobre

las condiciones experimentales necesarias para realizar la determinacion de los

bisfenoles.

5.3. RESULTADOS Y DISCUSION

Todos los cromatogramas necesarios para este capitulo se han llevado a cabo en el

laboratorio de Quimica Analitica de la Universidad de Burgos con el material y métodos

que se detallan en la Ref. [3].

114



5.3.1. DATOS EXPERIMENTALES

Una vez realizados los 43 experimentos, la matriz Y recoge los valores de las
respuestas calculadas a partir de los cromatogramas obtenidos. Como ya se ha
anticipado, sus variables estan altamente correlacionadas, como se puede observar en
la matriz de correlaciones por pares que muestra la Tabla 5-2. Las tres primeras
respuestas (valores de resolucion) estan altamente correlacionados positivamente entre
ellosy, por otro lado, altamente correlacionados negativamente con Rss. Esta resolucion
también se comporta de manera opuesta cuando se compara con el tiempo tanto inicial

como final, variables que a su vez estan correlacionados positivamente entre si.

Tabla 5-2: Matriz de correlacién de Y, variables que definen el ATP.

Ri Ra3 R34 Ras t;
Ras 0.9607
Rag 0.9497 0.9874
Ras -0.6376 -0.7013 -0.7605
ti 0.5152 0.4919 0.5050 -0.3764
tr 0.8400 0.8117 0.8456 -0.7173 0.5765

Respecto a los CMP, aunque la distribuciéon de sus valores se haya disenado,
también hay correlacién entre ellos. Como era de esperar, las correlaciones mas bajas
estan entre la velocidad de flujo de la fase mévil X4 y las proporciones de la mezcla
ternaria de la fase movil (Z4, Z,, Z), aunque hay una alta correlacién (-0.899) entre Z,
y Z3. Ademas, si se tienen en cuenta las 16 variables que se utilizan para ajustar el
modelo PLS2, variables que incluyen interacciones y posibles efectos no lineales, hay
120 coeficientes de correlacién, 59 de ellos son significativamente distintos de cero
(0.05 de nivel de significacién) y 40, de hecho, son mayores de 0.80 en valor absoluto.

5.3.2. MODELO PLS2

El modelo PLS2 estd ajustado con variables predictoras, autoescalando Xe(axis), Yy
con respuestas en Y 43xe). Ha sido necesario transformar las respuestas Ras y tf, en este
caso, Y, =2Rss e Y, = loglo(tf) . Con estas seis variables de respuesta, se
seleccionaron siete variables latentes con las caracteristicas de la Tabla 5-3. Las siete
variables explican en gran medida los datos del conjunto de entrenamiento: el 99.53 %

de varianza de Xey el 96.97 % de la varianza totalen Y.
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Tabla 5-3: Varianza capturada por PLS2 en las variables predictoras Xe y de respuesta Y cuando se aifiaden variables
latentes en el modelo.

#Variables  Varianza capturada Varianza acum. Varianza capturada Varianza acum.
latentes en Xe (%) capturada en Xe (%) enY (%) capturadaenY (%)
1 41.91 41.91 43.93 43.93
2 30.72 72.63 17.17 61.10
3 17.21 89.84 12.92 74.02
4 7.30 97.14 7.09 81.11
5 1.41 98.55 3.96 85.07
6 0.35 98.90 9.09 94.16
7 0.63 99.53 2.81 96.97

Las seis respuestas estan bien ajustadas, excepto Y4, como se puede observar en la
Tabla 5-4, que presenta los coeficientes de determinacion y coeficientes de
determinacién en prediccion mediante validacién cruzada con persianas venecianas con
diez lamas (una muestra por lama). La similitud de la varianza explicada en ajuste y
prediccién apunta a modelos altamente predictivos, exceptuando de nuevo Y4 para la

que se observan diferencias mayores.

Tabla 5-4: Coeficientes de determinacion y coeficientes de determinaciéon en prediccion (estimados mediante
validacion cruzada) para seis respuestas ajustadas con PLS2.

Y1 =Ry, Y, = Ry3 Y3 =R3, Y, = 2Ras s =t Yo = 10910(tj)
R? (%) 98.04 98.75 98.56 91.93 95.50 99.00
Rf,red (%) 96.73 97.41 96.21 81.60 92.26 97.17

También se realizaron test de permutacion para validar el modelo de siete variables
latentes. En términos generales, estas pruebas consisten en ajustar los modelos PLS a
permutaciones aleatorias de los valores de respuesta verdaderos. Cuando no hay
diferencias significativas entre el modelo que predice la Y “real” y el que predice
“cualquier otro” valor para las mismas condiciones Xg, es una indicacién de que el
modelo PLS ajustado originalmente es poco adecuado. Con las seis respuestas dadas y
con 50 iteraciones, la probabilidad de significacion del modelo frente a la significaciéon
con las muestras permutadas es inferior a 5+ 1073, por tanto, las diferencias son muy

significativas.

5.3.3. INVERSION DEL MODELO PLS2 PARA OBTENER UN CMP PARA UN ATP
DESEADO.

Una vez hecha la validacion, queda un modelo PLS2 de siete variables latentes que
depende de dieciséis variables de entrada y predice seis respuestas. Este es el modelo
utilizado para explorar la disponibilidad de las condiciones experimentales para que el

cromatograma obtenido tenga una resolucion entre picos consecutivos de 1.1, con
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tiempos inicial y final de 2 y 4 minutos respectivamente. De acuerdo con esas

respuestas, el vector (ATP) objetivo transformado es:

(5-7) Vaes = (1.1,1.1,1.1, 21, 2.0,l0g; (4.0))"
Por lo tanto, la funcién a minimizar es:

(5-8) fitness(u) = (|9, — L.11, 19, — L.11, 195 — L.1], 192 — 2", 195 — 21, 196 — log10(4.0)1)"

Si existiera uno de estos cromatogramas, la funcién anterior con las condiciones
experimentales correspondientes seria el vector nulo. Como vya se ha anticipado, debido

a las altas correlaciones en Y (Tabla 5-2), no va a ser el caso.

Con una seleccién uniforme de individuos ps = 50, cruzamiento uniforme de un
solo punto y probabilidad de mutacién de 0.1, la poblacion evoluciona durante 500
generaciones. De la poblacién final, la estimacion del frente de Pareto para las seis

respuestas al tratar de llegar a y ., la constituyen 45 elementos.

El hecho de que el frente no se reduzca a un solo punto, ya es una indicacién del
comportamiento conflictivo de las respuestas, algo que se nota también al observar la
ultima fila de la Tabla 5-5, que contiene el minimo individual de las diferencias, eq. (5-8),

para los 45 elementos.

Tabla 5-5: Condiciones experimentales para lograr al menos uno de los valores de respuesta deseados, con sus
valores predichos (en escalas originales para los factores y todas las respuestas).

Z; Z; Z3 U, Ri2 Ra3 Rsa Ras ti f
0.32 0.14 0.54 0.61 1.10* 2.28 4.15 3.08 2.21 4.51
0.33 0.03 0.64 0.95 0.05 1.14*  2.25%* 2.85 1.32 2.28
0.50 049 0.01 0.87 10.00 12.49 27.58 1.11% 241 59.07
0.41 0.06 0.53 0.74 1.98 3.99 7.74 2.70 2.00* 4.95
0.28 0.18 0.54 0.63 0.76 1.74 2.98 3.11 2.15 4.01*
*Min ajuste 2510° 4.410* 1.15 8.2107 4610°% 1.410*

El valor minimo es practicamente cero en todas las respuestas salvo en R34, de modo
que el objetivo perseguido se logra en todas las respuestas menos en una, aunque no
simultaneamente. En las filas restantes de la Tabla 5-5 se muestran las soluciones para
las que se ha alcanzado ese minimo en cada respuesta individual. Las primeras cuatro
columnas son las condiciones experimentales y las uUltimas seis columnas muestran
directamente las respuestas predichas, deshaciendo ademas las transformaciones para

facilitar la interpretacion.

Siguiendo con la Tabla 5-5, la primera fila significa que con una mezcla de 32 % de

agua, 14 % de metanol y 54 % de acetonitrilo, y velocidad de flujo de 0.61 mL min, se
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espera obtener el valor deseado de 1.1 para Ri;, manteniendo el resto de las
resoluciones por encima de 2.28, con 2.21 minutos de tiempo inicial y 4.5 de tiempo

final.

La segunda fila detalla que, disminuyendo Z, y aumentando tanto Zz como Xa, se
espera lograr un valor muy cercano a 1.1 en Rz3, y por encima de 1.1 en las dos siguientes
resoluciones. No obstante, en este caso, la resolucion entre los dos primeros picos Ri,
es practicamente nula, no admisible, y con alrededor de un minuto de tiempo inicial,

gue tampoco es admisible por ser menor a dos minutos.

Sin apenas acetonitrilo (Z; = 0.01), y una velocidad de flujo de 0.87 mL min, en
la tercera fila resulta un valor deseado de 1.11 en Rss pero tarda casi una hora en
finalizar el experimento. Ademas, los valores de las tres primeras respuestas estan muy

lejos de sus valores deseados.

En las dos ultimas filas, con el 41 % de agua (Z1) y el 6 % de metanol (Z2), se obtiene
el ti deseado a 2 minutos, mientras que reducir el tr a 4 minutos requiere aumentar Z; y

disminuir Z1, aunque en este caso Riz no seria admisible.

Aunque este andlisis pormenorizado realizado se reduce a los extremos tedricos del
frente (el mejor valor posible para cada respuesta individual), sirve para ilustrar el
comportamiento conflictivo entre las respuestas y muestra la utilidad de explorar el
frente Pareto. Como primera conclusion, se desprende que no se puede obtener un
cromatograma ideal tal como se define en el ATP, por lo que hay que llegar a un
compromiso para seleccionar las condiciones experimentales en la determinacion de los
bisfenoles. A este compromiso es mas facil llegar conociendo el grado del conflicto entre
las respuestas y las posibles soluciones factibles.

En este problema concreto, para simplificar la seleccidén, se descartan todas las
soluciones con cualquiera de las resoluciones menor que 1, tiempo inicial menor a 1.7
minutos o tiempo final superior a 5.5. La Figura 5-3 muestra las soluciones seleccionadas
en un grafico de coordenadas paralelas, primero las condiciones experimentales vy, a
continuacion, las respuestas predichas. Cada linea quebrada representa un Unico vector
en el grafico y como las diferentes escalas dificultan el seguimiento de los vectores, los
valores se han escalado en un rango comun. Como referencia, los valores minimo vy
maximo de cada coordenada se encuentran en la parte inferior y superior de cada linea

vertical correspondiente.

En el grafico se observa el comportamiento conflictivo antes mencionado: las tres

primeras resoluciones Riz, R23 y R3s (resolucidn por pares entre los primeros cuatro
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picos) aumentan o disminuyen simultdneamente, aunque en diferente proporcion,
guedando claro que su comportamiento se opone al de Rss que, a su vez, también se
opone al tiempo inicial ti. Los tiempos inicial y final, ti y t;, también se comportan de
manera opuesta. Esto parece una contradiccion debido a la correlacién positiva que se
observa en la Tabla 5-2, pero se justifica porque el cromatograma necesita mds tiempo
para finalizar cuanto mas tarde comienza. Sin embargo, el comportamiento mencionado
en las soluciones del frente Pareto indica que tratar de aumentar el tiempo inicial como

objetivo, se opone al objetivo de reducir el tiempo final.

048 0.58 0.59 0.88 3.02 6.08 1192 3.19 231 546

| Y
0.22 0.00 020 060 1.10
R

21 ZZ 23 U4 12

Figura 5-3: PCP del frente Pareto reducido, condiciones experimentales en las primeras cuatro coordenadas y
respuestas predichas en las ultimas seis coordenadas. Todos los valores estdn escalados en un mismo rango y los
minimos y los mdximos individuales quedan respectivamente reflejados en la parte inferior y superior de cada
coordenada.

Entre las soluciones representadas en la Figura 5-3 , interesan las de la parte inferior
de Ri2, R23 y Ras, que estdn alrededor de 2 y con Rss alrededor de 3. La linea azul continua
representa las condiciones elegidas y corresponde al cromatograma mads corto con un

tiempo final de 4 minutos y mas de dos minutos para el tiempo inicial.

En resumen, las condiciones experimentales dptimas para la determinacién
cromatografica de los cinco bisfenoles fueron el 22 % de agua, 58 % de metanol y 20 %
de acetonitrilo, manteniendo la velocidad de flujo en 0.66 mL min. La Figura 5-4a)
muestra el cromatograma obtenido con estos CMP. A efectos de comparacion, en la
Figura 5-4b) se muestran tres picos superpuestos cuando en la fase mévil la mezcla es
binaria de 30 % de agua y 70 % de acetonitrilo y una velocidad de flujo de 0.8 mL min!
y por ultimo, en la Figura 5-4c) los dos primeros picos se superponen con esa misma
velocidad de flujo pero con una mezcla ternaria (26 % de agua, 22 % de metanol y 52 %

de acetonitrilo).
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Figura 5-4: Cromatogramas obtenidos con distintos CMP.

5.3.4. VERIFICACION EXPERIMENTAL DEL CMP OBTENIDO.

Para validar el método analitico, se realizan diez determinaciones de una mezcla de
cada bisfenol con los CMP seleccionados en la fase de inversion del modelo de
prediccion. En la Tabla 5-6 se muestran los intervalos de confianza al 95 % para las
medias de las seis caracteristicas relacionadas con el ATP objetivo, en dos casos: de los

datos tedricos para la inversién del modelo PLS2 y de los datos experimentales del
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analisis HPLC-DAD. En cinco de las seis caracteristicas los datos cromatograficos reales
se incluyen dentro de los intervalos de confianza calculados con el modelo PLS2,

guedando fuera la resolucidn Ras que es la respuesta peor ajustada por el modelo.

Tabla 5-6: Intervalos de confianza para la media a un nivel de confianza del 95 % para los seis ATP: a) datos teéricos
para la inversion del modelo PLS y b) datos experimentales del analisis HPLC-DAD.

R Ra3 Rsa Ras ti tt
a) Limite inferior 1.015 1.498 0.701 2.823 1.974 3.074
Media 1.545 2.093 2.280 3.047 2.114 3.999
Limite superior 2.074 2.688 3.858 3.241 2.254 4.698
b) Limite inferior 1.870 2.121 2.638 2.670 2.099 4.055
Media 1.876 2.125 2.645 2.677 2.105 4.063

Limite superior 1.882 2.129 2.652 2.684 2.111 4.070

Después de confirmar experimentalmente que los CMP calculados proporcionan el
ATP esperado, se valida el procedimiento analitico en términos de veracidad, limite de
decision y capacidad de deteccidn para valores prefijados de los riesgos de falso positivo

y falso negativo. Todos los detalles estan en [3].

5.4. CONCLUSIONES

La metodologia desarrollada para la inversién de modelos PLS se integra en el
ambito de aplicacion de AQbD y permite el analisis del conflicto entre seis respuestas
correlacionadas que se utilizan para definir el ATP de una determinacién cromatografica

de cinco bisfenoles.

Un uso sistematico de DoE para un disefio combinado y su reduccién a través del
criterio D-6ptimo proporciona un conjunto de entrenamiento representativo para
construir un modelo PLS2. Tras el ajuste y validacién del modelo de prediccion, el
estudio de las soluciones dptimas (en el sentido de Pareto) proporcionadas por la
inversion permite la seleccién de los CMP para realizar la determinacion cromatografica

con las caracteristicas preestablecidas.

Con estos CMP, el procedimiento analitico implementado y validado representa una

mejora real respecto a otros trabajos similares.
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CONCLUSIONES GENERALES

Se ha disefiado un procedimiento computacional basado en algoritmos evolutivos

para invertir modelos predictivos de tipo PLS.

Este procedimiento permite la inversion incluso en aquellos casos en los que no es
posible la inversion algebraica, que es la Unica herramienta existente hasta ahora, por

lo que se trata de una aportacion significativa en el ambito de la PAT y la QbD.

Ademas de obtener los valores de las variables predictoras del modelo que se
corresponden a una respuesta prefijada, el procedimiento también permite obtener las

soluciones que conducen a respuestas éptimas.

Como novedad, se ha anadido también la inversién de un modelo para un intervalo

de valores de una respuesta.

Mediante varios casos de estudio, se ha mostrado la necesidad de considerar los
dos espacios nulos cuya unidon configura el espacio nulo en las variables predictoras de
un modelo PLS, dando lugar a una caracterizacion mas apropiada del espacio de disefio.

Se ha ampliado el uso de la metodologia al caso del modelado con PLS de variables
respuesta cualitativa, en particular, en el contexto del modelado de clases. Ello permite
un analisis detallado de la influencia de las variables predictoras sobre la sensibilidad y

especificidad de los modelos construidos.

Se ha mostrado también la utilidad de la metodologia desarrollada en el ambito de
la Calidad Analitica Disefiada en el caso concreto de la determinacion por HPLC-DAD de
cinco bisfenoles potencialmente peligrosos para la salud. Por inversién, se obtiene la
composicion ternaria y la velocidad de flujo de la fase mévil que conducen a unas

caracteristicas prefijadas del cromatograma.
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	INTRODUCCIÓN
	La presente memoria compendia el desarrollo de una metodología para la inversión de modelos de regresión que usan variables latentes. En ella se estudia el impacto que tiene sobre el dominio de definición la incertidumbre asociada al modelo invertido, así como la integración de herramientas para la resolución de distinto tipo de problemas.
	En un afán por dar entidad propia al estudio, se toma como marco general de referencia del trabajo el Control de Procesos, en el cual la Tecnología Analítica de Procesos (PAT) y la Calidad Diseñada (QbD) definen un contexto más allá del modelado matemático puro, en un ámbito natural donde las estrategias de decisión conocidas como “data-driven” tienen una utilidad y desarrollo propios.
	Este contexto se explicita en el Capítulo 1 en el ámbito en que nació que es el control y la acreditación de procesos farmacéuticos. El resto de los epígrafes del Capítulo 1, con la finalidad de establecer la notación que se seguirá, resumen métodos de regresión multivariantes: Regresión Lineal Múltiple (MLR), Regresión por Componentes Principales (PCR), Regresión por Mínimos Cuadrados Parciales (PLS) y esta última aplicada al Modelado de Clases (PLS-CM). Seguidamente, se resume el procedimiento de estimación del frente Pareto en problemas con múltiples objetivos en conflicto, como alternativa a la conocida función de deseabilidad.
	El Capítulo 2, publicado en [], presenta una alternativa para la inversión de modelos PLS, sus características y su uso para la resolución de distintas situaciones posibles en control de procesos. Con un conjunto de datos de proceso de la literatura, se explora la inversión del “producto promedio” que se está fabricando, se discute la factibilidad de otro producto con características predefinidas y las alternativas de redefinición de las propiedades deseadas, si el producto no es factible. Finalmente, se muestra la utilidad como método para optimizar las características del producto en estudio.
	El Capítulo 3, publicado en [], explora el impacto del espacio residual asociado a las variables predictoras sobre las soluciones obtenidas al invertir el modelo. Este espacio residual hace referencia al subespacio ortogonal al generado por las variables latentes. Se muestra la importancia de caracterizar correctamente el espacio nulo asociado al espacio residual y tenerlo en cuenta junto con el espacio nulo dentro del espacio de proyección, que se suele considerar de manera única. Finalmente, la inversión computacional es la única disponible cuando el modelo PLS que rige el proceso bajo control necesita contener potencias o cualquier otra transformación de las variables de proceso o atributos de los materiales, en cuyo caso la inversión algebraica no es aplicable ni, por tanto, la caracterización de los espacios nulos.
	El Capítulo 4, en fase final de redacción para su publicación, pero ya comunicado en julio de 2019 en el congreso internacional "X Colloquium Chemiometricum Mediterraneum", coloca el estudio en un contexto aparentemente muy distinto, como es el de modelado de clases. La inversión de modelos PLS-CM y la inclusión de la variabilidad debida a los espacios nulos permite encontrar los objetos “discriminantes prototipo” para valores fijados de sensibilidad o especificidad. Permite también definir direcciones teóricas sobre las que se deberían mover las variables de entrada para mejorar la especificidad, por ejemplo, para caracterizar por su color vinos de la DOC Rioja. La inversión del modelo para intervalos de tolerancia que contengan una cantidad prefijada de tumores malignos hace posible caracterizar los objetos correspondientes en el espacio de las variables medidas.
	El Capítulo 5, enviado a publicar [], sitúa las herramientas metodológicas en lo que se llama la Calidad Analítica Diseñada (QAbD) que es el concepto de calidad diseñada llevado al laboratorio químico, viendo los procedimientos de análisis como verdaderos procesos. En este caso, se trata de poner a punto y validar un procedimiento nuevo de determinación simultánea de cinco bisfenoles, algunos perjudiciales para la salud, por cromatografía (HPLC-DAD). Se detalla la construcción e inversión de un modelo PLS2 para ajustar lo que se denomina el perfil analítico objetivo que describe las seis condiciones que definen cómo debe ser el cromatograma resultante de la determinación instrumental, la cual depende de cuatro parámetros críticos del modelo. Comparando con determinaciones similares en la bibliografía, el método puesto a punto y validado en las condiciones halladas es el más eficiente en tiempo final del análisis, manteniendo la resolución de los picos presentes en el cromatograma.
	Dado que se ha respetado en cada capítulo la estructura correspondiente a la publicación a la que ha dado origen, todos incluyen unas conclusiones que resumen los resultados alcanzados. Con todo, la memoria finaliza con las conclusiones generales de esta investigación.
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	ACRÓNIMOS UTILIZADOS
	NOTACIÓN MATRICIAL
	En los modelos utilizados de esta tesis doctoral se fija una misma notación en las matrices utilizadas que se detalla a continuación:
	 X(nxp) por filas son n objetos o puntos del espacio euclídeo ℝ𝑝. Por columnas son p variables de proceso, atributos de los materiales, propiedades medioambientales, etc.
	 Y(nxq) por filas son n objetos o puntos del espacio euclídeo ℝ𝑞. Por columnas son q variables respuesta o características de calidad.
	 T(nxa) matriz de scores de X. Proyecciones o coordenadas de cada objeto en las a variables latentes.
	 P(pxa) matriz de loadings de X. Pesos de cada variable en las a variables latentes.
	 Q(qxa) matriz de loadings de Y.
	 RX(nxp) residuo de la descomposición de X después de sustraer a componentes
	 RY(nxp) residuo de la descomposición de Y después de sustraer a componentes
	 pxq matriz de coeficientes del modelo de regresión lineal de X en Y mediante PLS.
	 W(pxa) matriz que proyecta puntos de X en scores del espacio latente. Pseudoinversa de P.
	Capítulo 1. CONTEXTO Y MÉTODOS
	Se abre aquí un primer capítulo preliminar en el cual el lector va a encontrar las razones de esta tesis doctoral, la definición del contexto en el que se hacen los desarrollos y un resumen de los métodos usados, fundamentalmente, para fijar la notación.
	1.1.  SOBRE CONTROL DE PROCESOS, PAT Y QBD

	Según Kessler [], el análisis de procesos persigue definir estrategias para una producción inteligente. Al contrario que un análisis basado en partes de un proceso, se focaliza en la necesidad de una aproximación holística en la que lo multivariante será la clave de bóveda que soporte la producción de materiales inteligentes en fábricas inteligentes.
	Insiste en que la industria manufacturera debe tomar la iniciativa en el desarrollo de tecnologías y productos sostenibles, porque la disminución de los recursos y el crecimiento de la población entrañan un profundo riesgo en el futuro inmediato. La industria manufacturera es la mayor fuente de riqueza en Europa, proporcionando un 70 % de la misma aun cuando solo un tercio o menos de la población está empleada en ese sector. Además, la industria manufacturera financia el 90 % del desarrollo de la tecnología de la información, de la tecnología industrial y de la consultoría empresarial.
	La fabricación inteligente ha despertado un enorme interés en los últimos años, tanto desde la Unión Europea, que soporta la plataforma “Manufuture-EU” [], como de los EEUU por su Administración de Alimentos y Medicamentos  (FDA) [, ] con la Tecnología Analítica de Procesos y la Calidad Diseñada (PAT/QbD).
	La iniciativa PAT/QbD de la FDA aumentó el conocimiento de los procesos en la industria farmacéutica. En un futuro próximo, este enfoque también puede aplicarse en la industria médica, así como en la industria de alimentos y piensos. La presión de los costes, la globalización y la garantía de la calidad estimularán sin duda en el futuro una demanda significativa de una mayor automatización de la PAT en todas las demás industrias.
	Dado que se ha convertido en una referencia inexcusable, en lo que sigue se van a describir los conceptos básicos mediante las definiciones utilizadas por la FDA, en la directiva sobre PAT para la industria farmacéutica publicada en 2004 [6]. En este documento se detalla el marco que regula la implementación del desarrollo, fabricación y garantía de calidad en la innovación farmacéutica.
	La PAT es un sistema para diseñar, analizar y controlar la fabricación a partir de datos medidos durante el proceso de producción de las características de las materias primas y los parámetros críticos y ambientales del proceso con el objetivo de garantizar la calidad del producto final determinada mediante los atributos críticos de calidad. Estos atributos son propiedades físicas, químicas, biológicas o microbiológicas que han de estar dentro de un rango apropiado para garantizar una calidad deseada del producto. Un parámetro crítico de proceso es aquel cuya variabilidad tiene un impacto significativo en una o más variables de calidad.
	Una vez identificadas todas las variables (características de las materias primas, ambientales, parámetros críticos del proceso) junto con los atributos críticos de calidad, se trata de medirlas conjuntamente para establecer un modelo altamente predictivo entre las primeras y los segundos. El énfasis en incorporar la calidad a los productos permite que se preste más atención a las relaciones multivariantes relevantes entre el material, el proceso de fabricación, las variables ambientales y sus efectos sobre la calidad del producto resultante.
	De este modo puede “diseñarse” la calidad de un producto (QbD), en el sentido de que, en situaciones futuras, conocidas las características de las materias primas y el valor de las variables ambientales, se puedan utilizar en el modelo para modificar los parámetros del proceso de modo que se mantengan los atributos críticos de calidad en los rangos predefinidos. De esta manera no es preciso evaluarlos en el producto final o en etapas intermedias de su procesado, ya que están garantizados a través del diseño por el propio funcionamiento del proceso.
	Se entiende por espacio de diseño la región en el espacio de las variables predictoras (características de materias primas, parámetros críticos del proceso y ambientales) que conducen a un producto cuyos atributos críticos de calidad cumplen las especificaciones requeridas. Dicho de otro modo, variar las variables predictoras dentro del espacio de diseño mantiene la calidad deseada del producto final.
	Un proceso se considera generalmente que está controlado cuando se identifican y explican todas las fuentes críticas de variabilidad, la variabilidad es gestionada por el proceso, y los atributos de calidad del producto pueden predecirse de manera precisa y confiable sobre el espacio de diseño establecido para los materiales utilizados, los parámetros del proceso, la fabricación, el medio ambiente y otras condiciones.
	La capacidad de predecir refleja la posibilidad de un alto grado de control del proceso. Aunque los datos retrospectivos de capacidad de proceso, en el sentido de las estrategias clásicas del control de calidad, son indicativos de un estado de control, estos por sí solos pueden ser insuficientes para medir o comunicar el control del proceso ya que no establecen una relación formal entre las variables predictoras y los atributos críticos de calidad.
	1.1.1.  HERRAMIENTAS PAT

	Las herramientas dentro del marco de la PAT se pueden clasificar dentro de cuatro grupos y una adecuada combinación de ellas puede servir de aplicación a un proceso de fabricación y a su garantía de calidad.
	MÉTODOS MULTIVARIANTES PARA DISEÑO, ADQUISICIÓN Y ANÁLISIS DE DATOS.

	Es la comprensión científica de las relaciones multivariantes relevantes: formulación-proceso-atributos de calidad. Aquí entra en juego el diseño estadístico de experimentos, metodología de superficies de respuesta, simulación de procesos y reconocimiento de patrones.
	ANALIZADORES DE PROCESOS

	Existe una creciente apreciación por el valor de recopilar datos de proceso para mejorar el rendimiento de su análisis. Las mediciones pueden ser:
	 at-line: cuando la muestra se extrae del proceso, se aísla y se analiza en proximidad al flujo del procesado
	 on-line: cuando la muestra se desvía del proceso y puede volver al flujo del procesado
	 in-line: cuando la muestra no se retira del flujo del procesado (puede ser o no ser invasiva).
	Son necesarias metodologías multivariantes para extraer el conocimiento crítico del proceso que haga posible el control en tiempo real del mismo y garantice su calidad. A este respecto, debe tenerse en cuenta que el desarrollo de los sensores actuales, susceptibles de ser empleados en esta tarea, suele registrar señales inespecíficas, por lo que requiere un tratamiento de la señal y calibrados multivariantes (generalmente PLS). Estos calibrados se incorporan a la electrónica dentro del sensor, por lo que son conocidos como sensores inteligentes.
	HERRAMIENTAS DE CONTROL DE PROCESOS

	Es importante vincular el diseño del producto con el desarrollo del proceso para garantizar el control de los atributos críticos de calidad. En el marco de la PAT, el punto final de un proceso o de cualquiera de las etapas que lo integran no es un tiempo fijado, sino por el contrario, la consecución de las propiedades deseadas. Esto requiere utilizar modelos estadísticos rigurosos para decidir cuándo se alcanza la calidad deseada. Para ello, el control estadístico multivariante permite aprovechar todas las ventajas de disponer de datos en tiempo real para tomar decisiones.
	MEJORA CONTINUA Y GESTIÓN DEL CONOCIMIENTO.

	El aprendizaje mediante el análisis de datos contribuye a justificar propuestas de cambios durante el ciclo de vida de un producto.
	1.1.2.  ARMONIZACIÓN DE REQUISITOS TÉCNICOS PARA REGISTRO DE PRODUCTOS

	En 2009 la Unión Europea, Japón y Estados Unidos formaron un grupo de trabajo de expertos extraído de la Conferencia Internacional sobre armonización de requisitos técnicos para el registro de productos farmacéuticos de uso humano [], los cuales desarrollaron una guía de actuación que ha sido objeto de consulta por parte de los organismos reguladores conformes con dicha Conferencia. Esta guía comprende una serie de recomendaciones para el desarrollo de productos farmacéuticos a adoptar por las tres partes reguladoras.
	En ella, se propone una comprensión científica multivariante para respaldar el establecimiento del espacio de diseño. De modo que, cuando se trabaja fuera de él, se debe iniciar un nuevo procedimiento de acreditación del proceso desde el punto de vista regulatorio, pero no cuando el proceso de manufactura se mantiene en él. Es obvio que este punto de vista evita tener procesos “congelados” que impedirían incorporar modificaciones que, manteniéndose en el espacio de diseño, no modifican los atributos críticos de calidad.
	Se apela al “diseño de experimentos” formal como método estructurado y organizado para determinar la relación entre factores que afectan a un proceso y su salida. Se utiliza la PAT como sistema para diseñar, analizar y controlar la fabricación de productos a través de mediciones oportunas de las características de calidad y rendimiento de los materiales para garantizar la calidad del producto final.
	1.1.3.  DIRECTRICES EUROPEAS EN FABRICACIÓN DE MEDICAMENTOS

	En el año 2015, la Comisión Europea publicó la versión definitiva de la normativa europea de Normas de Correcta Fabricación en lo referente a requisitos para la cualificación y la validación en la fabricación de medicamentos []. Este ha sido el paso definitivo para actualizar las Prácticas de Validación a los conceptos de QbD y tener un estándar de referencia similar a nivel global.
	La Agencia Europea del Medicamento (EMA) [], define QbD como un enfoque que tiene como objetivo garantizar la calidad de los medicamentos mediante el empleo de metodología estadística, analítica y de gestión de riesgos en el diseño, desarrollo y fabricación de éstos.
	Cabe destacar el énfasis que se pone en hacer un enfoque de verificación continuo (incluso tradicional) en la Validación de Procesos demostrando que los procesos son robustos y aseguran una calidad del producto consistente antes de lanzarlo al mercado. La validación retrospectiva ya no es un enfoque aceptable. La verificación continua de los productos desarrollados con un enfoque de QbD proporciona un alto grado de garantía de calidad del producto por encima de la verificación tradicional.
	Las directrices sobre Tecnología Analítica de procesos, Análisis Estadístico Multivariante, Parámetros Críticos de Proceso, Atributos Críticos de Calidad, Espacio de Diseño, Validación de Procesos y Calidad Diseñada son las mismas que lo publicado en [6].
	Salvo ciertos matices de aplicabilidad, ya sea obligatoria o sea recomendada, los requisitos de Validación de Procesos tanto en la Unión Europea como en Estados Unidos están enfocados al ciclo de vida y los primeros se acercan cada vez más a los segundos en tanto en cuanto se aplique QbD en la fase del desarrollo del diseño.
	La Agencia estableció un equipo de PAT en 2003 como sistema de control de fabricación que revisa las implicaciones de la QbD para asegurar que la red regulatoria europea esté preparada para las evaluaciones de los productos. La QbD se centra en el uso de Análisis Multivariante para mejorar la identificación y comprensión de las variables de proceso y características críticas en la fabricación de productos.
	Por lo tanto, mejorar en QbD brinda oportunidades para mejorar en una regulación más flexible, como, por ejemplo:
	 Regulación basada en el riesgo (evaluación e inspecciones).
	 Cambios en el proceso de fabricación dentro del espacio de diseño aprobado sin forzar a una revisión regulatoria.
	 Reducción de envíos de aprobación posteriores.
	 Control de calidad en tiempo real, lo que supone una reducción de las pruebas de lanzamiento del producto final.
	Además, la EMA define el Espacio de Diseño como la combinación e interacción multidimensional de variables de entrada y parámetros de proceso que se ha demostrado que proporcionan garantía de calidad. Una vez que un Espacio de Diseño ha sido autorizado, los movimientos dentro de él no se consideran un cambio desde un punto de vista reglamentario (no se presentará ninguna variación), de manera que el Espacio de Diseño está incluido en la legislación de la UE y reconocido en el Reglamento de variaciones revisado.
	1.2.  MODELOS MULTIVARIANTES DE REGRESIÓN

	En el contexto de la relación 𝑌=𝑓𝑋, para tratar de medir la bondad de la estimación de cualquier parámetro, se utiliza la función de pérdida cuadrática que mide la diferencia al cuadrado entre el verdadero valor del parámetro y su cantidad estimada mediante datos experimentales.
	(11) 𝑃𝜃=𝜃−𝜃2
	Supuesto conocido el valor del parámetro  y repitiendo el experimento con distintos conjuntos de datos, se puede establecer una distribución de probabilidad con su valor medio esperado como descriptor de la bondad de estimación:
	𝐸𝜃−𝜃2 error cuadrático medio que se desea minimizar.
	Fácilmente, se demuestra que este error cuadrático medio es la suma del sesgo al cuadrado y la varianza del estimador.
	(12) 𝐸𝜃−𝜃2=𝜃−𝐸𝜃2+𝐸𝜃−𝐸𝜃2
	Según esta expresión se puede aceptar un aumento del sesgo a cambio de reducciones considerables de varianza, por lo que se pueden distinguir dos tipos de modelos de regresión: los denominados hard modeling, que emplean estimadores insesgados dando como fruto un modelo lineal que representa adecuadamente la realidad y son muy útiles cuando el estimador tiene significado físico; por otro lado, están los soft modeling, en los que se permiten estimadores sesgados para tener una predicción eficaz de la respuesta, donde hay un número alto de variables predictoras. Los hard modeling utilizan la Regresión Lineal Múltiple (MLR) y los soft modeling, la Regresión en Componentes Principales (PCR) o la Regresión por Mínimos Cuadrados Parciales (PLS).
	1.2.1.  REGRESIÓN LINEAL MÚLTIPLE (MLR)
	CON UNA VARIABLE DEPENDIENTE

	El modelo se construye como una relación lineal de una variable dependiente respecto de p factores 𝑦=𝑏1𝑥1+𝑏2𝑥2+…+𝑏𝑝𝑥𝑝+𝑒, para n muestras: 𝐲=𝐗𝛃+𝐞.
	Hay que distinguir tres casos:
	 Si 𝑝>𝑛 donde hay más variables que muestras, se tiene un número infinito de soluciones para .
	 Si 𝑝=𝑛 situación que se da pocas veces en la práctica, se tiene una solución única y los residuos son cero.
	  Si 𝑝<𝑛 se puede obtener una solución minimizando los residuos 𝐞=𝐲−𝐗𝛃 por el método de mínimos cuadrados cuya solución es 𝛃=𝐗𝑇𝐗−1𝐗𝑇𝐲.
	Cuando haya colinealidad en X, la singularidad de la matriz de covarianzas 𝐗𝑇𝐗 hace que el método de mínimos cuadrados no tenga solución. En la práctica, no se da la singularidad exacta, pero una casi-singularidad provocada por la casi-multicolinealidad implica mucha imprecisión en el cálculo de la inversa de la matriz de dispersión y la estimación de los coeficientes se vuelve muy inestable. Un análisis de componentes principales, detallado más adelante, sobre las variables predictoras es una herramienta para detectar la colinealidad.
	Relacionado con la colinealidad, para medir la precisión en la estimación de los coeficientes de la regresión, se utilizan los factores de inflación de la varianza (VIF), que tienen un valor mínimo de uno cuando la correlación es nula y aumentan con ella:
	(13) 𝑉𝐼𝐹𝑘=11−𝑅𝑘2 
	donde 𝑅𝑘 es el coeficiente de correlación entre xk y su predicción obtenida por regresión lineal con el resto de las variables predictoras. Aunque el ajuste sea estadísticamente significativo, si el VIF es mayor que tres, se considera el modelo como no válido.
	CON MÁS DE UNA VARIABLE DEPENDIENTE

	De manera natural se extiende a varias variables dependientes obteniendo el modelo general 𝐘=𝐗𝛃+𝐞 ilustrado en la Figura 11, donde se detallan las dimensiones de las matrices correspondientes.
	/
	Figura 11. Modelo de regresión lineal múltiple para varias respuestas
	La solución es la ya establecida, lo que implica claramente que se trata de q problemas de MLR, uno por cada respuesta individual. 
	1.2.2.  REGRESIÓN POR COMPONENTES PRINCIPALES (PCR)

	Para todos los modelos multivariantes que se describen a continuación, y los que se irán construyendo a lo largo de la memoria, se asume que se autoescalan los valores tanto para las variables predictoras como para las respuestas. Para ello, primero se centran los valores de cada variable en torno a la media de su conjunto de calibración y a continuación se divide a todas ellas por su desviación típica, de esta manera se elimina el efecto de las diferentes unidades de medida de las variables, de modo que sus varianzas son siempre uno.
	Antes de comenzar por el modelo de regresión, se da una breve descripción del Análisis de Componentes Principales.
	1.2.2.1.  ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES (PCA)

	Mediante el Análisis de Componentes Principales (PCA) se trata de describir la estructura latente de los datos provenientes de variables y objetos representativos. Estas variables y objetos son, en definitiva, las columnas y las filas de la matriz X con rango a que puede escribirse como suma de a matrices de rango 1.
	(14) 𝐗=𝐌𝟏+…+𝐌𝒂 o equivalentemente 𝐗=𝑡1𝑝1𝑇+…+𝑡𝑎𝑝𝑎𝑇=𝐓𝐏𝑻 
	donde cada matriz 𝐌𝒊 es un producto tensorial de un vector 𝒕𝑖 de scores (proyecciones de los objetos-filas de X sobre las nuevas componentes) con el vector 𝒑𝑖𝑇 de loadings (pesos de las nuevas componentes en las variables-columnas de X). Las nuevas componentes se denominan componentes principales, son incorrelacionadas y explican más o menos variabilidad de X en función del número de ellas considerado.
	La utilidad de esta técnica es doble: se pueden representar óptimamente las observaciones de dimensión p en un espacio de menor dimensión a, identificando así las posibles variables latentes y a la vez, transformar las variables originales, que normalmente están correlacionadas, en unas nuevas variables no correlacionadas, permitiendo que la interpretación de los datos sea más sencilla. Se presenta de una manera gráfica en la Figura 12.
	/
	Figura 12. Descomposición en componentes principales. Proyección por filas (scores) y por columnas (loadings).
	Las combinaciones lineales cuyos coeficientes son los loadings 𝒑𝑇 forman las componentes principales:
	(15) 𝑃𝐶𝑖=𝑝𝑖1𝑥1+…+𝑝𝑖𝑝𝑥𝑝   con   𝑖=1,…,𝑝 
	Cada loading 𝑝𝑖𝑗 indica la contribución de la variable xj en la i-ésima componente principal PCi y, por estar las variables autoescaladas, tiene el significado de coeficiente de correlación entre la componente principal y su variable respectiva: 𝑝𝑖𝑗=𝐶𝑜𝑟𝑟𝑃𝐶𝑖,𝑥𝑗. En esta nueva base de autovectores 𝑝𝑗𝑗=1,...,𝑎, los puntos muestrales (objetos) tendrán unas nuevas coordenadas 𝑡𝑖𝑗𝑗=1,...,𝑎 que se llaman scores. En la Figura 13 se ilustra gráficamente el cambio de ejes de tres variables predictoras a tres componentes principales.
	/
	Figura 13. Ilustración de las componentes principales.
	1.2.2.2.  DETERMINACIÓN DEL NÚMERO DE COMPONENTES

	Por la eq. (15), puede haber hasta min(n,p) componentes principales, pero lo normal es que se reduzcan a un número menor a, elegido en base a la varianza explicada por cada componente, y será la dimensión del nuevo espacio de representación de los objetos. Se asume que las 𝑝−𝑎 componentes no elegidas aportan una información irrelevante que no se tiene en cuenta. Entre los diferentes criterios de elección del número de componentes, el que más se utiliza es el que permite desechar aquellas componentes cuya varianza, que es su autovalor correspondiente, es menor que 1 en datos autoescalados.
	Una vez determinado a, la relación entre las variables originales y las componentes principales queda así:
	(16) 𝐗=𝑡1𝑝1𝑇+…+𝑡𝑎𝑝𝑎𝑇+𝐑𝐗=𝐓𝑎𝐏𝑎𝑇+𝐑𝐗
	1.2.2.3.  REGRESIÓN USANDO LAS COMPONENTE PRINCIPALES (PCR)

	Si después de aplicar un PCA a la matriz X, se representa como su matriz de scores excluyendo las dimensiones con los valores propios más pequeños, teniendo en cuenta que P es ortogonal, se tiene: 𝐓=𝐗𝐏.
	Se puede escribir ahora la Regresión Lineal Múltiple sobre los scores como:
	(17) 𝐘≈𝐓𝛃 cuya solución será entonces: 𝛃=𝐓𝑇𝐓−1𝐓𝑇𝐘
	Lo que se ha conseguido es reemplazar las variables de X por otras nuevas con propiedades de ortogonalidad. Además, se ha evitado la colinealidad en la solución al excluir los scores correspondientes a los valores propios más pequeños. Se garantiza así una matriz invertible en el cálculo de 𝛃 resolviendo el problema de la colinealidad y también reduciendo el ruido aleatorio apartando las componentes principales de menor varianza. Además, con el modelo PCR se maximiza secuencialmente la varianza en las componentes principales y la correlación entre las X e Y.
	Esta forma de utilizar todas las variables predictoras, ya que las componentes principales son combinación lineal de todas ellas, depura y ordena su capacidad descriptora siendo una alternativa a que los objetos (filas de X) no se han obtenido mediante un diseño de experimentos. Además, proporciona una solución incluso en el caso en que haya más variables que objetos, situación en la que no existe solución usando MLR.
	La desventaja fundamental en PCR es que se pueden tener componentes con mucha varianza que no están relacionadas con las respuestas que se tratan de modelar mientras que podría haber otras con poca varianza que estén muy correlacionadas con aquellas. Entonces, el modelo incluirá las primeras y las que interesan perderán su influencia en la regresión porque están ligadas a las últimas componentes principales, por lo que se puede perder información predictora.
	Para subsanar este problema, se utiliza la Regresión por Mínimos Cuadrados Parciales (PLS) que busca las direcciones de máxima varianza y simultáneamente evita aquellas que no estén correlacionadas con las respuestas.
	Cuando se dispone de menos objetos que variables, o cuando éstas están muy correlacionadas, PCR aporta una solución razonable incluso cuando ni siquiera se encuentra con MLR.
	1.2.3.  REGRESIÓN POR MÍNIMOS CUADRADOS PARCIALES (PLS)

	Entre los algoritmos existentes para realizar la regresión PLS se describirá NIPALS extendido a varias respuestas simultáneamente [].
	Para evitar la información irrelevante que produce un modelo inestable se toma la idea de la Regresión en Componentes Principales buscando unas pocas combinaciones lineales de las variables predictoras originales llamadas aquí Variables Latentes (LV). Mientras que en PCA se escogen direcciones ortogonales entre sí que maximizan la varianza solamente en el espacio de las variables predictoras, sin tener en cuenta las variables respuesta, en PLS las variables latentes se determinan considerando conjuntamente X e Y donde cada variable latente maximiza el cuadrado de la covarianza entre Y y todas las combinaciones lineales posibles de X. Así, se consigue una relación directa entre a variables latentes y las respuestas. En realidad, las sucesivas variables latentes se van calculando al ir sustrayendo a los datos originales aquellas que son previamente calculadas con la condición de que los vectores de pesos sean ortogonales entre sí.
	La utilización del modelo PLS como alternativa frente a modelos más clásicos como Regresión Lineal Múltiple o Regresión de Componentes Principales, además de la consideración de la relación de las nuevas variables con las respuestas, aporta dos ventajas fundamentales: por un lado, es un modelo más robusto en el que sus parámetros apenas notan cambios cuando se toman nuevas muestras de la población, y por otro, reduce los problemas de colinealidad cuando el número de variables predictoras es muy alto.
	En Quimiometría, es muy común que las causas químicas de la variabilidad en los datos sea mucho menor que el número de variables predictoras, porque éstas son una observación indirecta de las primeras. Como consecuencia, las predictoras muestran un alto grado de correlación y también gran colinealidad. Como ya se ha comentado anteriormente, los factores de inflación de varianza (VIF) aumentan con la correlación y este hecho proporciona un deterioro en la precisión de la estimación de los coeficientes de la regresión, ya que multiplican a su varianza aumentando la incertidumbre hasta que el modelo deja de ser adecuado.
	En los desarrollos de PLS, se conoce como PLS1 cuando se trata de una sola respuesta (1 columna de Y) y PLS2 cuando son varias. En este último caso, es apropiado usar PLS2 en vez de PLS1 separadamente en cada respuesta debido a la relación que pueda haber entre ellas.
	1.2.3.1.  CONSTRUCCIÓN DEL MODELO

	En PLS, se trata de construir un modelo de regresión lineal 𝐘=𝐗𝛃+𝐅 en el que no se estima directamente la matriz de los coeficientes del modelo, sino que se considera un modelo subyacente en el cual participan dos relaciones externas para sendos bloques X e Y individualmente y una relación interna que une ambos bloques.
	Siendo a el número de variables latentes, la relación externa para el bloque X es:
	(18) 𝐗=𝐓𝑎𝐏𝑎𝑇+𝐑𝐗 
	y de la misma forma se construye la relación externa para el bloque Y:
	(19) 𝐘=𝐓𝑎𝐐𝑇+𝐑𝐘 
	donde Ta(nxa) es la matriz de scores o proyecciones de las muestras en las variables latentes que es común a X e Y, matrices centradas por columnas, y Pa(pxa)y Q(qxa) los loadings o cargas de los factores en esas mismas variables latentes. Las matrices RX y RY que contienen los residuos de la descomposición recogen respectivamente la variabilidad de X e Y no modelada.
	Para delimitar el espacio latente donde se proyectan las variables de proceso factibles, se utilizan los límites de confianza del 95 % en los estadísticos habituales Q-residual (fallo de ajuste) y T2 de Hotelling.
	El primer estadístico mide la bondad con que se adapta la muestra al modelo y se calcula como la suma de cuadrados de cada fila de la matriz de errores RX , que son los residuos después de proyectar la muestra mediante el modelo. El segundo estadístico, T2, mide la variación de cada muestra dentro del modelo y es la distancia de Hotelling desde la proyección hasta el origen del espacio latente, es decir, la suma de los scores normalizados al cuadrado (en el origen los scores son cero).
	Se tiene en estos dos modelos para los espacios subyacentes con a variables latentes y las respuestas Y son obtenidas a partir de una regresión lineal sobre los scores de las variables latentes de las respuestas y los scores de las variables latentes de las predictoras una a una. Lo que diferencia la regresión PLS de la PCR es el modo de obtener la matriz de scores.
	Lógicamente, si se utilizan todas las componentes en la descomposición, se tendrá 𝐑𝐗=0.
	T = XW transforma X en a variables latentes, siendo W la matriz pseudoinversa de P. Entonces:
	(110) 𝛃=𝐖𝐐𝑇ya que  𝛃=𝐖𝐏𝑇𝐖−1𝐐𝑇 
	La pretensión de este modelo es describir Y lo mejor y más fiel que sea posible, es decir, obtener una relación útil entre X e Y haciendo a la vez que los errores RX y RY sean, en módulo, lo más pequeños posible.
	Debido a que el orden de los cálculos cambia respecto al utilizado por PCA, esta forma de mejorar la relación interna entre los bloques X e Y impide obtener los scores ortogonales. En definitiva, esta forma de obtener los scores es lo que diferencia la regresión PLS de la PCR.
	Para tratar de establecer una comparación entre los dos últimos métodos de regresión vistos aquí, hay que centrarse en la demostración de [, ] en la cual el criterio de maximizar la covarianza es equivalente a maximizar el producto del cuadrado de la correlación con las variables respuesta por la varianza de las variables predictoras.
	1.2.3.2.  NÚMERO DE VARIABLES LATENTES

	En principio, el número de componentes o variables latentes puede llegar a ser el rango de la matriz X, pero lo más habitual es que los datos tengan ruido aleatorio medido seguramente por las variables latentes de menos variabilidad y serán estas las que se dejan fuera a causa de los problemas de colinealidad. Según esto, para calcular en número óptimo de componentes a utilizar, se tendrá en cuenta primero la dimensionalidad del modelo, que viene dada por el rango de la matriz de covarianzas de X, y después se eliminarán las componentes de menor varianza que sólo describan ruido y que aporten colinealidad. Así, cada variable latente se obtiene secuencialmente añadiendo al modelo una nueva variable ortogonal, sin alterar a las anteriores.
	El sesgo disminuye cuando aumenta la varianza de las variables predictoras que entran en el modelo, es decir, al aumentar el número de variables latentes. En este caso, el error del modelo disminuye al aproximarse a la solución de mínimos cuadrados, por lo que se hace inestable y el error de las predicciones tiende a aumentar.
	Se podría pensar en una combinación entre los dos siguientes criterios útiles: eliminar aquellas componentes que dejan una 𝐑𝐘 por debajo de un umbral previamente establecido y comparar la diferencia entre los valores de la 𝐑𝐘 con algún error de medición también previamente establecido.
	Aunque también se puede validar el modelo con el F-test del análisis de varianza del modelo de regresión lineal, esta forma de fijar el número de componentes no es suficientemente válida cuando se desee una predicción, por eso se utilizan métodos de validación cruzada.
	1.2.3.3.  VALIDACIÓN CRUZADA

	Entre los diferentes criterios para la elección del número de variables latentes destaca el denominado método de validación cruzada o crosvalidación, que consiste en dividir los datos de la matriz X en varias partes iguales y repetidamente utilizar cada una de las particiones, como conjunto prueba (test) de un modelo generado con el resto de las muestras contenidas en las partes restantes, actuando como conjunto de entrenamiento. Cuando se utiliza el método de persiana veneciana, cada conjunto test está formado por lamas (split), cada una de las cuales consta de una o varias muestras. Por ejemplo, si se van a utilizar 4 lamas y dos muestras, se asignaría a las muestras el siguiente vector de índices para la crosvalidación: (1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, 1, 1, 2, 2,  …), de modo que todas las muestras que llevan el índice 1 forman el primer conjunto test, todas las muestras que llevan el índice 2 forman el segundo conjunto test, y así sucesivamente.
	Una vez que se tiene para cada partición las respuestas predichas, con sus diferencias con las respuestas verdaderas, se calculan los llamados residuos en predicción para cada una de las particiones, calculando la raíz cuadrada de la media de los errores al cuadrado (RMSECV) y cuyo mínimo equivale a la máxima varianza en predicción y por tanto determina el número de variables latentes.
	En el caso de una elección de variables latentes por debajo de lo correcto, se crearía un subajuste en el modelo y si fuese por encima, sería un sobreajuste.
	La suma de cuadrados de la RY es un indicador de bondad del modelo, mientras que la suma de cuadrados de la RX indica cuánto del bloque de X no participa en el modelo.
	1.2.4.  SUBESPACIOS

	La utilización de los subespacios para resolver problemas lineales es habitual en la ingeniería y en procesado de señales. En el sistema de control, área directamente relacionada con PAT y QbD, los Modelos de Principios Básicos (basados en leyes físicas o químicas) han sido tradicionalmente utilizados para describir el comportamiento de un sistema y controlarlo posteriormente. Sin embargo, en los últimos años, los ingenieros se interesaron por utilizar modelos basados en datos, a pesar de que no tengan un significado físico directo, llegando a los llamados métodos de subespacio. El nombre refleja el hecho de que los modelos lineales se obtienen a partir de los subespacios generados por filas o columnas de las matrices de los datos de entrada-salida del sistema observado. Por la forma en que se suelen presentar los datos, los subespacios de columnas de estas matrices de datos contienen información sobre el modelo, mientras que los subespacios de filas representan el estado del proceso y se estiman directamente a partir de datos de entrada-salida sin conocimiento previo de ningún modelo de principios básicos. La descomposición basada en modelos clásicos canónicos tiene algunas alternativas. Por ejemplo, en el libro de Ref. [], se propone utilizar la descomposición QR (como producto de una matriz ortogonal por una triangular superior) para la proyección (ortogonal u oblicua) y la descomposición en valores singulares (SVD) generalizada que determina el subespacio dimensional finito y, a continuación, los mínimos cuadrados para obtener las relaciones lineales con la respuesta. En la segmentación de subespacios, el método de regresión por mínimos cuadrados se introduce en la Ref. [], pero el análisis multivariante mediante el Análisis en Componentes Principales (PCA) y Mínimos Cuadrados Parciales (PLS) son, de alguna manera, métodos representativos entre varias técnicas basadas en datos para la supervisión de procesos [], gracias a su simplicidad y eficiencia en el procesamiento de una gran cantidad de datos de proceso. Como se indica en la Ref. [11], el objetivo más importante en la supervisión de un proceso es proporcionar garantías de una buena calidad del producto que se ve afectada por las condiciones del proceso y las variables de calidad que, como ya se ha dicho anteriormente, se tienen mejor en cuenta con PLS que con PCR.
	Son numerosas las técnicas de búsqueda de subespacios para modelar la respuesta de un sistema, incluso pueden extenderse a modelos no lineales como KPCA (Kernel Principal Component Analysis) para modelar dependencias no lineales entre variables y reproducir el comportamiento dinámico no lineal []. En cuanto a la descomposición, la referencia [] es una introducción que muestra la utilidad de los espacios de Krylov para resolver los sistemas lineales 𝐀𝐱=𝐛, donde A es una matriz cuadrada y b es un vector. Cuando A es invertible, la solución es 𝐀−1𝐛, pero el cálculo de la inversa de A para matrices grandes puede ser computacionalmente ineficiente y consumir muchos recursos. Sobre este tema, el libro de Liesen y Strakos [] contiene una base matemática y computacional muy completa, junto con algunas notas históricas interesantes. El desarrollo de algoritmos eficientes para resolver sistemas de ecuaciones lineales con matrices dispersas es tema de investigación constante, ver por ejemplo el reciente [].
	Dado que los métodos de subespacios de Krylov son métodos de proyección en un subespacio, su uso como técnica de proyección para resolver problemas de control a gran escala es una “extensión” natural de su uso en el álgebra lineal numérica para problemas de matrices. Básicamente, consiste en proyectar el problema de control original en un subespacio de Krylov de dimensión pequeña mediante la construcción de una base del subespacio, y después utilizar una técnica estándar bien establecida para resolver el problema proyectado más sencillo. De este modo, con la solución del problema en el espacio de proyección, se obtiene una solución aproximada del problema original.
	En un principio PLS fue creado como una técnica heurística [] para resolver problemas de mínimos cuadrados en regresión multilineal, sin propiedades teóricas claras de optimización y por ello fue criticado durante mucho tiempo. Más tarde se demostró que es equivalente a alguno de los algoritmos más sofisticados hasta la fecha para resolver sistemas de ecuaciones lineales, como la bidiagonalización de Lanczos o los métodos de gradiente conjugado []. La propiedad del vector 𝐲 que consiste en que los valores predichos por un modelo PLS con a variables latentes es la proyección del vector de datos y en un subespacio generado por las variables predictoras de X (que es un subespacio que se puede describir como una determinada secuencia Krylov) se utiliza en la Ref. [] para caracterizar varios métodos de regresión (regresión en cadena, PLS y PCR) que intentan reducir la varianza de los MLR (mínimos cuadrados ordinarios) en el regresor 𝐛MLR=𝐗𝑇𝐗−1𝐗𝑇𝐲 reemplazando la matriz mal condicionada 𝐗𝑇𝐗−1 por una alternativa más estable.
	La interpretación de PLS en términos de subespacios Krylov también se utiliza en la Ref. [] para mostrar que varios métodos de regresión en variables latentes comparten una estructura común, llamada Secuencia Multicapa Básica (MBS) que es un caso particular de la secuencia de Krylov. Esto permite unificar varios algoritmos utilizados para estimar los coeficientes del PLS y estudiar la relación entre el algoritmo PLS de Martens [] (MBS ortogonal) y el de Wold [, ] (MBS oblicuo). Para cualquier modelo MBS-ortogonal, hay otro modelo MBS-oblicuo equivalente que comparten el mismo espacio de regresión (o espacio Krylov extendido) lo que conduce a una predicción equivalente y se pueden obtener resultados de regresión similares a través de varias regresiones lineales en la variable de respuesta. El algoritmo PLS de Martens y el de Wold son casos especiales de esta situación. Esto explica los idénticos coeficientes de regresión y resultados de predicción. La aplicación natural de MBS-ortogonal y MBS-oblicua, desde el X-espacio original al T-espacio latente de scores, refleja las técnicas de deflación correspondientes.
	Ya se sabe que, conceptualmente, la interpretación de las variables latentes es irrelevante en los métodos de mínimos cuadrados basados en la descomposición de subespacios, sin embargo durante la etapa de uso del modelo se vuelve relevante porque puede aportar información sobre el proceso. En Quimiometría esto es especialmente cierto, ya que PLS suele ser un método para predecir concentraciones de muestras con señales multivariantes conocidas, es decir, como método de calibrado. En este caso además, en general, hay más variables que muestras, por lo que no existe solución mediante el uso de modelos de regresión lineal estándar.
	Cuando se busca una posible interpretación en los modelos de calibrado con PLS, resulta que el subespacio generado por las variables latentes seleccionadas incluye información que no está directamente relacionada con la respuesta y. Este problema se trató con dos metodologías: i) pretratamiento de las señales para eliminar los “artefactos” de la señal (generalmente físicos) no relacionados con la respuesta o ii) modificación de la búsqueda de la solución limitándola a subespacios correlacionados con la respuesta. La primera ha dado lugar a varios métodos de pretratamiento de las variables predictoras, que afectan en gran medida al modelo de calibrado PLS posterior [, ]. En la segunda metodología mencionada, la contribución más generalizable es posiblemente la Corrección Ortogonal de la Señal (OSC) por Wold y otros [], que es una modificación apropiada del algoritmo PLS para eliminar las partes ortogonales sistemáticas de la matriz X. El enfoque del pre-procesamiento de señal neta del analito (NAS) [] y su equivalente, la ortogonalización directa (DO) [], proponen algunos pesos a los loadings (no necesariamente contenidos en el espacio de filas de X) que representan fenómenos considerados irrelevantes para modelar y. Otras propuestas, como PLS-ortogonal (O-PLS) [], su alternativa en [] y el procedimiento de regresión basado en la Corrección de Señal Ortogonal de Fearn [], son discutidas por Indhal [], aclarando la forma en que funcionan estos métodos OSC y dando una explicación rigurosa de la razón por la cual todo el concepto OSC puede llegar a ser confuso y superfluo. Yu y MacGregor [] señalan que el subespacio de X no correlacionado con Y está a menudo sobredimensionado y no está claro en absoluto qué parte de este subespacio se elimina por diferentes algoritmos OSC y con diferente número de componentes OSC. Como resultado, la interpretación de las componentes de la OSC puede ser diferente y se propone la aplicación de un Análisis de Correlación Canónica como post-procesamiento de un modelo PLS. Esta forma de definir el subespacio más relacionado con las variables de calidad se utiliza en la Ref. [] para modelar un proceso por lotes buscando el subespacio común a las diferentes etapas del proceso.
	De forma precisa, la actividad en el campo de regresión de mínimos cuadrados en subespacios se centra en modelar el subespacio de las predictoras Sm que esté más relacionado con la respuesta. En general, el subespacio ortogonal Sm( solo se considera para definir un límite en el conocido como el error cuadrático Q-residual, que se utiliza para decidir si un nuevo objeto es compatible con el modelo PLS (o PCR) ajustado. Este índice es esencial al crear modelos de calibrado multivariante o cartas de control multivariantes basadas en variables latentes []. Su uso se ha extendido en la industria por el caso del control multivariante no lineal utilizando KPCA [17]. Además de la definición de Q-residual, el espacio nulo del modelo de regresión contenido en Sm(  se ha utilizado, por ejemplo, para el diagnóstico precoz de daños estructurales o mal funcionamiento de la maquinaria resultante en la reducción del coste de mantenimiento y el aumento de la fiabilidad y seguridad [, , ].
	En el campo de PAT y QbD se ha avanzado en este uso subsidiario del espacio nulo debido a que, como consecuencia de la propia definición de espacio nulo, forma parte del espacio de diseño: una vez construido el modelo de regresión entre X e Y, sumar cualquier vector del espacio nulo del modelo a cualquier del dominio (definido por X) no cambia las características de calidad predichas.
	No obstante, hasta ahora, cuando se usan métodos de regresión en variables latentes, los análisis sobre el espacio nulo se limitan a los que se corresponden con la regresión de Y en las variables latentes. El contexto QbD requiere definir los valores de variables de proceso, atributos de la materias primas o propiedades ambientales, que dan como resultado el mismo valor de las características de calidad medidas (o lo suficientemente similar).
	1.3.  PLS EN MODELADO DE CLASES (PLS-CM)

	Para construir modelos de clase para dos categorías A, y B, a partir de un conjunto de datos, el procedimiento consiste en ajustar un modelo PLS a una respuesta binaria que codifica las categorías, por ejemplo -1 y +1. De manera que, el vector de respuesta y está compuesto por tantos “-1” como objetos que pertenecen a la categoría A y tantos +1 como los que pertenecen a B dentro del conjunto de entrenamiento.
	Teniendo en cuenta que los modelos PLS son modelos de regresión para ajustar variables cuantitativas, las respuestas predichas no van a ser -1 y +1, sino valores que están dentro y fuera, pero cerca, del intervalo −1,1. Entonces, es necesario definir un umbral 𝐲0 para los valores de las respuestas predichas que actúa como criterio de decisión, es decir, el objeto i-ésimo se asigna a la clase B cuando 𝐲𝑖≥𝐲0 y a la clase A en caso contrario. Por lo tanto, el valor umbral determina todas las características de la regla discriminante. Lógicamente, se piensa en el umbral 𝐲0=0, ya que se han codificado las clases como -1 y +1, pero no siempre es la mejor elección debido a que no necesariamente hay el mismo número de objetos en cada categoría, ni ninguna razón de simetría en los valores calculados por el modelo en torno a -1 o +1.
	Para elegir el límite de decisión en PLS-CM, primero se separan los valores predichos, de acuerdo con la clase a la que pertenece cada objeto y se ajusta independientemente una distribución de probabilidad a cada variable. De manera que, la variable aleatoria YA relacionada con la predicción PLS para la clase A sigue una distribución DA y de la misma manera, YB sigue la distribución DB.
	Sin pérdida de generalidad, se supondrá que el modelo de clase es el de la clase B codificada como “1”, es decir, la hipótesis nula en este caso es pertenecer a la clase B. Entonces, para una sensibilidad 1−𝛼∈0,1, se usa la función de distribución acumulativa de DB para calcular el valor crítico 𝐲0 de modo que 𝑃𝑌B≤𝒚𝟎=𝛼. Este valor crítico es el umbral de decisión y, por lo tanto, la especificidad del modelo frente a la clase A (hipótesis alternativa) viene dado por 𝑃𝑌A≤𝒚𝟎, que se calcula con la función de distribución acumulativa de DA.
	1.3.1.  CURVA OPERATIVA DE DIAGNÓSTICO (ROC)

	Una manera de representar las características de un modelo de clase es la llamada curva ROC (Receiver Operating Characteristic), que representa la relación entre la tasa de aciertos o verdaderos positivos 1−𝛼 frente a la tasa de falsos positivos   []. En el caso particular de PLS-CM, dicha curva queda definida al variar el umbral de decisión 𝐲0 y en ese contexto, la tasa de falsos positivos es 1-especificidad del modelo de clase, mientras que la tasa de verdaderos positivos es la sensibilidad.
	/
	Figura 14: Ejemplo de curva ROC
	Si se estima la sensibilidad y la especificidad para distintos clasificadores, se obtiene la curva ROC, tal y como se representa en la Figura 14. En este caso, la curva se inicia en algún lugar a lo largo del eje de ordenadas colocando el umbral lo suficientemente grande, de modo que no haya falsos positivos (aunque eso implicaría, en general, que no se logra la total sensibilidad para la clase B). A partir de ahí, los puntos avanzan hacia la derecha a medida que se baja el valor umbral, mejorando así la sensibilidad a costa de empeorar la especificidad ilustrando el funcionamiento alcanzado por el método.
	 Cuando se utilizan las distribuciones ajustadas a los valores respuesta obtenidos por PLS-CM se puede dibujar una curva continua con esa misma interpretación. Si se estima la sensibilidad y especificidad solo con los objetos del conjunto de entrenamiento, la curva ROC se reduce a un conjunto de puntos aislados.
	El punto utopía de clasificación perfecta se situaría en el vértice superior izquierdo del cuadrado 0,1×[0,1], lo que significaría un funcionamiento perfecto y tendría un área bajo la curva igual a uno. A medida que la curva se separa de esa esquina, el rendimiento empeora. Un modelo inútil tendría una curva ROC en la diagonal de esquina inferior izquierda a superior derecha con un área bajo la curva igual a 0.5. En cualquier caso, la curva ROC muestra los valores de compromiso que se pueden alcanzar simultáneamente entre verdaderos positivos y falsos positivos.
	1.4.  FRENTE PARETO ÓPTIMO

	A menudo se da la situación en la que hay que optimizar un modelo que tiene varias respuestas definiendo así un objetivo multidimensional. Entre las posibles alternativas que existen para solucionar este problema de optimización, se puede, o bien ponderar las respuestas y crear una función de deseabilidad para llevar el problema a un espacio unidimensional (respuesta única), o bien seguir en el espacio multidimensional definiendo un orden de dominancia y buscando valores de las variables de entrada que describan el alcance del compromiso entre las diferentes respuestas [].
	La diferencia esencial entre la optimización de una o varias respuestas es que, en el segundo caso, cuando dos (o más) respuestas experimentales están en conflicto, se tiene un conjunto de soluciones de compromiso donde una ganancia en una respuesta requiere una pérdida en otra de las respuestas. La cuestión principal es que ninguna de estas soluciones de compromiso es la mejor para ambas respuestas. Las soluciones son todas óptimas y sin otra información adicional, no se puede decir que cualquiera de esas soluciones óptimas sea mejor que ninguna otra.
	En términos económicos, el italiano Vilfredo Pareto (1848-1923) definió el óptimo de Pareto como aquella situación estable en la que no se puede beneficiar una persona sin perjudicar al prójimo.
	En un problema de optimización, al no tener un orden total en ℝ𝑛, un orden parcial útil es el orden de Pareto [] que se define para dos vectores q-dimensionales como:
	(111) 𝑑1,𝑑2,…,𝑑𝑞≺𝑑1′,𝑑2′,…,𝑑𝑞′  si  𝑑𝑖≤𝑑𝑖′   ∀𝑖=1,2,…,𝑞 
	De manera que no todos los pares de vectores son necesariamente comparables con esta relación. En caso de serlo, la solución preferida para un problema de minimización es 𝑑1,𝑑2,…,𝑑𝑞 que proporciona los valores más pequeños en todas las coordenadas.
	Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que se tiene un problema de minimización para el cual se define “dominancia” como:
	(112) 𝑑1,𝑑2,…,𝑑𝑞 domina a 𝑑1′,𝑑2′,…,𝑑𝑞′ si se cumple: 
	 𝑑𝑖≤𝑑𝑖′   ∀𝑖=1,2,…,𝑞         y          ∃𝑘 / 𝑑𝑘<𝑑𝑘′
	Para ilustrar esta idea, se observa en la Figura 15 un ejemplo en dos variables en el cual los puntos P1 y P3 son soluciones no dominadas estando P2 dominada por P1.
	/
	Figura 15: Ilustración de la definición de dominancia.
	Para un conjunto finito de puntos, las soluciones no dominadas son las soluciones de interés. El frente Pareto es, por definición, el conjunto de soluciones no dominadas del dominio de definición.
	En un contexto de optimización multicriterio, el frente Pareto óptimo contiene por lo tanto las soluciones de Pareto óptimas para cada criterio dado, es decir, al moverse a lo largo del frente, necesariamente se mejora uno de los criterios y otro al menos se empeora. En particular, contiene las soluciones que proporcionan el valor mínimo alcanzable en cada criterio individual.
	Para generar el frente Pareto óptimo en los casos de estudio de esta tesis doctoral, se utilizará un enfoque computacional, usando algoritmos evolutivos como motor de optimización porque permiten mantener una población de soluciones. Contrariamente a la necesidad habitual de convergencia de todos los miembros de una población hacia un solo valor óptimo, en este caso, hay que estimar todo el frente Pareto óptimo de modo que la población tiene que converger a diferentes soluciones que estén repartidas a lo largo de este frente manteniendo la diversidad, por lo que las dos características principales para tener en cuenta a lo largo de la evolución son la no dominancia entre soluciones y el mantenimiento de su dispersión.
	En cada generación de la evolución se crea una nueva población, habitualmente por los operadores básicos de “selección, entrecruzamiento y mutación”. Mediante la selección se toman aleatoriamente pares de individuos de la población actual, pero dando a los individuos una probabilidad de ser seleccionado relacionada con su bondad. Es decir, aquellos individuos más aptos tienen mayor probabilidad de ser seleccionados y tienen mayor oportunidad de aparearse para generar la próxima población. El cruzamiento es el operador genético que empareja cromosomas para producir descendientes que puedan mejorar a los padres. Y, por último, la mutación es el operador genético que altera aleatoriamente uno o más valores en un cromosoma desde su estado inicial dotando al algoritmo de nuevas capacidades de búsqueda.
	Por lo tanto, considerando la población ampliada formada por la unión de la población actual de padres y los nuevos hijos generados, la actualización se hace, en primer lugar, ordenando todos ellos en niveles secuenciales de no dominancia y seleccionando entre estos niveles en orden hasta la finalización de la nueva población. Si en el último nivel al llenar la población, hay más soluciones de las necesarias, solo se seleccionan las más dispersas de acuerdo con la distancia crowding. Es decir, se eliminan los elementos que distan menos entre sí dentro de su mismo nivel.
	Adaptando un algoritmo genético de [], el pseudocódigo es el siguiente:
	1. Generación de una población inicial de tamaño fijo tomada al azar del dominio experimental.
	2. Selección de algunas condiciones experimentales de la población.
	3. Cruzamiento y mutación de estas soluciones seleccionadas, evitando que salgan del dominio experimental y que ya estén en la población.
	4. Combinación de la población actual y las nuevas soluciones generadas.
	5. Evaluación de la adecuación de las soluciones para el problema de optimización.
	6. Ordenar las soluciones en términos de la relación de dominancia.
	7. Selección de las soluciones actuales no dominadas para estar en la siguiente población.
	8. Excluyendo los previamente seleccionados, nueva selección de las soluciones no dominadas (segundo nivel de dominancia) y así sucesivamente hasta que se llene la nueva población. Si hay más soluciones de las necesarias en un nivel dado, se incluyen las más dispersas de acuerdo con la distancia crowding.
	9. Ir a paso 2 hasta concluir el número de iteraciones.
	Las propiedades de convergencia del algoritmo genético no garantizan que el conjunto final de soluciones no dominadas sea el frente Pareto óptimo, pero es una estimación que estará cerca de él.
	Dentro del contexto del diseño experimental, se pueden encontrar más detalles sobre la implementación del algoritmo en [45]. En este campo, una metodología similar permitió el cálculo de diseños experimentales ad hoc con criterios en conflicto [, ].
	1.4.1.  GRÁFICA EN COORDENADAS PARALELAS

	La representación cartesiana habitual de puntos multidimensionales se limita a tres variables. Las extensiones para visualizar datos en una dimensión mayor incluyen el diagrama matricial, que consiste en un conjunto de todos los posibles diagramas cartesianos que representan las variables de dos en dos.
	Otra posibilidad es el Gráfico en Coordenadas Paralelas (PCP) [] que ayuda a describir el comportamiento conjunto de las variables (las “coordenadas” de los puntos). El valor de cada coordenada se traza como la altura en el eje de ordenadas, de acuerdo con su posición en el vector. Por lo tanto, el eje de abscisas tiene tantas divisiones como coordenadas tiene el punto. Aunque con esta disposición no hay límite para la dimensión de los puntos representados con PCP, la visualización se vuelve más confusa al aumentar el número de coordenadas.
	1.5.  SOFTWARE

	El software utilizado para las principales rutinas que implementan el algoritmo evolutivo para estimar el frente Pareto, son programas propios escritos en Matlab® (The Mathworks, Inc., Natick, MA, USA). El PLS_Toolbox (Eigenvector Research, Inc., Manson, WA, EE.UU.) para Matlab se ha utilizado para todos los cálculos con modelos PLS y PLS2. También se ha utilizado ocasionalmente Statgraphics Centurion XVII (Statpoint Technologies Inc., The Plains, VA, EE.UU.) y NEMRODW para el diseño experimental combinado del 0.
	Capítulo 2. UNA PROPUESTA COMPUTACIONAL EN LA INVERSIÓN DEL MODELO DE MÍNIMOS CUADRADOS PARCIALES EN EL MARCO DE INICIATIVAS DE LA TECNOLOGÍA ANALÍTICA DE PROCESOS Y DE CALIDAD DISEÑADA
	RESUMEN
	En el contexto de los modelos que fundamentan las iniciativas de Calidad Diseñada (QbD) y de Tecnología Analítica de Procesos (PAT), este estudio presenta una propuesta computacional para apoyar el proceso de toma de decisiones sobre la factibilidad de un producto determinado que está definido con algunas características de calidad definidas a priori.
	Para ello, se necesita un modelo de predicción que será una función vectorial de varias variables. Las de entrada se corresponden con variables de proceso, características de materiales, variables ambientales, etc., cualquier propiedad medible que incida en el proceso. Las variables de salida será características medibles que representen la calidad del producto. El modelo elegido es PLS.
	El enfoque se basa en el cálculo del frente Pareto óptimo que se obtiene al minimizar simultáneamente las diferencias esperadas entre las características predichas y las deseadas. De esta manera se aborda la factibilidad del producto como un problema de optimización con la novedad de hacerlo simultáneamente para todas las características, preservando la estructura de correlación, pero manejando cada característica individual por separado. Por lo tanto, las soluciones encontradas formarán parte del Espacio de Diseño para las características de calidad objetivo del producto y sin la necesidad de invertir explícitamente el modelo de predicción PLS ajustado para el proceso.
	Para ilustrar el procedimiento se usarán, en el presente capítulo, unos datos que provienen de un proceso de producción de polietileno de baja densidad (LDPE), con catorce variables de proceso (variables de entrada predictoras) y cinco características de calidad medidas del polietileno final (variables de salida respuesta).
	2.1.  INTRODUCCIÓN

	La industria farmacéutica se ha visto obligada a crear formalmente propuestas para el desarrollo de procesos y productos [] con el objetivo de garantizar la calidad y el valor de estos mediante iniciativas de QbD, pero el concepto puede extenderse a cualquier proceso industrial, en particular, a procesos químicos.
	En cualquier caso, la implementación de estos conceptos requiere la caracterización cuantitativa del proceso y de las características de calidad del producto y también algunas técnicas de modelado que apoyen la toma de decisiones, generalmente modelos multivariantes que relacionen las variables de entrada (variables del proceso, propiedades del material, etc.) y la calidad del producto (características medidas del producto final), que es el marco de la PAT. De hecho, en [] se afirma que la identificación de las condiciones operativas óptimas para procesos químicos complejos se realizará utilizando herramientas matemáticas avanzadas ampliamente desarrolladas por la comunidad de ingenieros de sistemas de procesos.
	Estos modelos de predicción suelen ser ajustados mediante técnicas de modelado de variables latentes utilizando bases de datos históricas que contienen medidas de procesos de fabricación actuales o anteriores. La relevancia del modelo, en las palabras de Ottavian y otros [], es que el acoplamiento de la información proporcionada por el modelo a los conocimientos de ingeniería sobre el proceso representa una formidable herramienta para avanzar en el conocimiento sobre el fenómeno físico y químico subyacente que ocurre en el proceso, contribuyendo significativamente a mejorar la comprensión general del mismo.
	Por otra parte, estos modelos de variables latentes, en concreto un modelo PLS además de evitar el efecto de la multicolinealidad en las estimaciones, persiguen el objetivo de predecir las variables de salida, denominadas en este contexto características de calidad, a la vez que es capaz de capturar tanto la correlación entre estas características de calidad como la correlación de éstas con las variables de entrada. Una ventaja adicional es que se pueden usar los estadísticos Q-residual y T2 de Hotelling para evaluar si el modelo es adecuado para una muestra antes de predecir sus características de calidad esperadas.
	Así pues, se tienen por un lado, variables de entrada o predictoras (factores controlables y otros factores que influyen en el proceso tales como propiedades de la materia prima, parámetros del proceso, etc., que pueden no ser directamente controlables, pero que en general son medibles), por otro lado, variables de salida o respuesta (características de calidad) y un modelo PLS que las vincula. Una vez validado el modelo, con él se predicen las características del producto para unas variables de entrada, pero para unas características de calidad deseadas que definen un producto objetivo, el problema que se plantea es revertir de alguna manera el modelo para obtener las variables de entrada necesarias, si las hubiera, que producirían el producto objetivo. Esto es lo que se conoce como Inversión de Modelos en Variables Latentes (LVMI). 
	Gran parte del esfuerzo invertido en LVMI implica el estudio de la factibilidad de un determinado producto analizando las condiciones para resolver matemáticamente el sistema cuyas soluciones dependen de la dimensión “efectiva” tanto del espacio latente como del espacio de respuestas [], y asegurar que la solución escogida mantenga la misma estructura de correlación que la existente entre las características de calidad []. Un buen resumen de procedimientos y ejemplos en el campo farmacéutico se puede encontrar en [52] y una revisión bibliográfica comentada (hasta 2012) en el material suplementario de [].
	En el escenario matemático de la inversión directa de matrices, no es posible añadir restricciones en las características de calidad deseadas. Con ese propósito, el problema puede ser redefinido como un problema de optimización, por ejemplo, buscando los scores que minimizan el cuadrado de la diferencia ponderada entre las características deseadas y las predichas, siempre que no se supere el valor límite de la T2 de Hotelling []. En [55] se propone un nuevo estadístico, análogo a Q-residual, para comprobar la capacidad del modelo en la reconstrucción del vector de regresión.
	En este entorno de optimización, la cuestión se plantea como un problema de mínimos cuadrados, lineal si los modelos predictivos son lineales como en Refs. [54, ] o no lineal como en Ref. [], donde se usan los modelos no lineales de Programación Genética relacionados con vectores latentes para los bloques X e Y como modelos predictivos, resolviendo también un problema de mínimos cuadrados ponderados.
	La propuesta presentada aquí plantea el estudio de la factibilidad de un producto como un problema de optimización, pero buscando directamente las variables de entrada que predicen las características del producto final lo suficientemente cerca de las deseadas. Esto se hace considerando todas las características conjuntamente, ya que el producto es único, pero se maneja cada característica individual separadamente.
	Ambos objetivos se pueden lograr al estimar el frente Pareto (ver por ejemplo [44]) que contiene las mejores soluciones posibles para cada una de las variables y también soluciones de compromiso o de compensación (trade-off) entre características cuando el producto no es factible. Como consecuencia, y esto se hace por primera vez, el modelo de regresión PLS se invierte computacionalmente.
	El procedimiento propuesto para la inversión teniendo en cuenta la estructura vectorial de la Y se explica en la sección 2.2. , resumiendo los aspectos teóricos que ya se han desarrollado en el capítulo anterior. La sección 2.3. muestra la utilidad de la propuesta mediante la aplicación de cuatro posibles situaciones distintas: los dos primeros casos, secciones 2.3.1. y 2.3.2. , abordan la inversión computacional desde el espacio de las variables latentes y desde el espacio de las variables de entrada, respectivamente. La sección 2.3.3. aborda la factibilidad de un producto nuevo y para terminar el capítulo, antes de las conclusiones, la sección 2.3.4. muestra algunas otras posibilidades de la metodología en la medida en que se plantean como problemas de optimización, situación que ya no es abordable mediante inversión matricial.
	Una vez ajustado un modelo PLS, su uso natural es predecir valores de y con unos valores x de las variables predictoras. En el contexto de control de procesos con un modelo PLS ajustado al proceso, eso significa predecir las características de calidad del producto producido con unos valores dados de las variables de proceso y demás variables de entrada.
	En general, la inversión del modelo tiene como objetivo encontrar los valores de las variables de proceso que sirven para obtener los valores de las características de calidad que se desea lograr. Con una notación más precisa, dado 𝐲𝑡 (un valor único si solo hay una característica de calidad como respuesta o un vector de valores para múltiples respuestas), la inversión del modelo consiste en encontrar x tal que la predicción PLS de x sea 𝐲𝑡. En el caso de que tal x exista, significa entonces que 𝐲𝑡 es factible y por lo general la solución no es única. El conjunto de soluciones pertenece al denominado Espacio de Diseño, el cual mide la holgura permitida en las variables de proceso sin modificar la respuesta deseada.
	2.2.  PROCEDIMIENTO DE INVERSIÓN

	El procedimiento se plantea como una optimización para buscar variables de entrada que predigan un producto final con características de calidad previamente definidas. Para establecer claramente el procedimiento, se distinguen cuatro partes necesarias [51]:
	1. Un modelo predictivo, esto es, una expresión matemática que relacione cuantitativamente las variables de entrada con las características del producto. Generalmente, el modelo se ajusta con un conjunto de datos representativos del proceso.
	2. Una función objetivo, que es una medida cuantitativa de la bondad de cada solución candidata para la consecución del propósito perseguido.
	3. Un conjunto de restricciones que eviten soluciones poco prácticas o inviables. Las restricciones se aplican tanto con las variables de entrada como con las características del producto, principalmente las primeras.
	4. Un motor de optimización para buscar, entre las soluciones candidatas, aquellas óptimas según la función objetivo definida respetando al mismo tiempo las restricciones.
	2.2.1.  MODELO DE PREDICCIÓN Y RESTRICCIONES

	Como ya se ha establecido, Y es la matriz (nxq) que contiene el conjunto de q variables respuesta (salida), es decir, q medidas de las propiedades del producto final que definen sus características de calidad, y X es la matriz (nxp) que recoge el conjunto disponible de las p variables de entrada o variables predictoras, incluyendo variables de proceso, atributos de los materiales, condiciones ambientales, etc.
	Estas matrices de datos se utilizan para ajustar un modelo de predicción multivariante, que se denotará como f, para predecir Y a partir de X. Cabe señalar que es una aplicación funcional entre un espacio p-dimensional y un espacio q-dimensional, es decir, una función vectorial multivariante, definida en algún dominio D que viene determinado por las restricciones impuestas en las variables de entrada controladas.
	En cuanto al método de regresión, se utilizará un modelo PLS2 ajustado entre X e Y que añade restricciones para el problema de optimización además de la restricción obvia de considerar puntos 𝐱∈𝐃. Para verificar la consistencia con el espacio latente definido por el modelo PLS2, se impondrá un límite a los estadísticos Q-residual y T2 los cuales no pueden ser superados para ningún vector candidato x. Este límite será el valor correspondiente al 0.95 de nivel de confianza, que se mantendrá a lo largo del presente trabajo.
	Dado un modelo PLS2 con k variables latentes, como ya se ha visto en el primer capítulo de preliminares, la relación entre el modelo y X a través de los loadings Pk y los scores Tk se describe mediante la siguiente ecuación.
	(21) 𝐗=𝐓𝑘𝐏𝑘𝑇+𝐑𝐗
	Si ri es la i-ésima fila de la matriz residual 𝐑𝐗, el estadístico 𝑄=𝒓𝑖𝒓𝑖𝑇 residual indica el residuo o la diferencia entre el valor de la i-ésima muestra y su proyección en el subespacio del modelo. Su valor crítico con un nivel de significación  se obtiene mediante el método Jackson-Mudholkar [].
	El estadístico T2 de Hotelling para la i-ésima muestra es la suma de los cuadrados de los scores normalizados, definidos como 𝑇 2=𝒕𝑖𝒕𝑖𝑇/𝜆𝑖 donde 𝒕𝑖 es la i-ésima fila de 𝐓𝑘 y 𝜆𝑖 es el valor propio correspondiente a la i-ésima variable latente. T2 mide la distancia de Mahalanobis de cada muestra al centroide, medida en el hiperplano de proyección del modelo PLS2 considerado. Con un nivel de significación α, el valor crítico se calcula como 𝑘𝑛−1/𝑛−𝑘𝐹𝑘,𝑛−𝑘,𝛼 donde 𝐹𝑘,𝑛−𝑘,𝛼 es el valor crítico acumulado de una distribución F con k grados de libertad en el numerador y 𝑛−𝑘 en el denominador.
	2.2.2.  MOTOR DE OPTIMIZACIÓN Y FUNCIÓN OBJETIVO

	Para proceder a la inversión del modelo PLS, dado un vector objetivo yt que describe algunas características deseadas, se trata de estudiar la existencia de algunas x factibles tales que la predicción 𝐲 sea, en la práctica, igual al yt dado. Un punto del dominio es factible cuando verifica las restricciones sobre Q-residual y T2 impuestas en el apartado anterior.
	Contrariamente a la táctica habitual, el enfoque presentado aquí es computacional y evita la necesidad de invertir algebraicamente el modelo de predicción. La alternativa consiste, dentro del contexto natural de optimización, en buscar 𝐱∈𝐃 tal que su predicción 𝐲 y el objetivo 𝐲𝑡 sean lo suficientemente parecidos.
	Dado que se tiene más de una característica de calidad, la similitud entre los dos vectores se calcula individualmente para cada coordenada, obteniendo diferencias di de manera que el problema queda escrito como:
	(22) min𝑥𝑑𝑖,𝑖=1,…,𝑞=min𝑥𝑦𝑖−𝑦𝑡,𝑖,𝑖=1,…,𝑞
	La eq. (22) define la función objetivo a minimizar, que es vectorial ya que hay q diferencias (una por característica o coordenada) que se minimizan simultáneamente. En un contexto general, se dice que hay múltiples objetivos individuales que cumplir en el problema de optimización, o que se deben optimizar múltiples criterios simultáneamente, y como tal, un problema como este se conoce como un problema de minimización multiobjetivo o multicriterio. El espacio multidimensional de diferencias individuales de la eq. (22) no está bien ordenado, no hay una relación de orden establecida compatible con las operaciones vectoriales (véase por ejemplo []) y, en consecuencia, el problema de optimización ya no está bien definido en el sentido de que, en general, puede que no haya una solución que proporcione simultáneamente los valores mínimos alcanzables para todos los objetivos a la vez (es decir, 𝑑𝑖=0 ∀𝑖 en la eq. (22)).
	A falta de un orden total, frente a la propuesta habitual de transformar los múltiples criterios en uno sólo como, por ejemplo, una suma ponderada y después proceder a la optimización con una relación de orden total, el planteamiento aquí es la utilización directa de un orden parcial sobre la función vectorial llamado orden de Pareto, el cual se ha explicado en el Capítulo 1.
	El motor de búsqueda es un algoritmo evolutivo en el que la población viene dada por puntos del dominio de las variables de entrada D, y evoluciona moviendo estos puntos dentro de D buscando los vectores no dominados (en el espacio q-dimensional) según los criterios a optimizar, que para este caso se han definido en la eq. (22), con el orden parcial entre las diferencias. La población evoluciona manteniendo la máxima dispersión en las soluciones, tal y como se detalla en el capítulo anterior y en [44].
	Como se ha obtenido una clara definición de los resultados que se considerarían aceptables para cada una de las respuestas de manera individual, si las características de calidad no son igualmente importantes, se pueden utilizar pesos definidos por el usuario de acuerdo con la relevancia de cada respuesta y usar una función de deseabilidad para elegir entre las soluciones obtenidas con las ponderaciones definidas. 
	2.3.  RESULTADOS Y DISCUSIÓN

	Para ilustrar la metodología, se utilizan los datos obtenidos de [, ] de un proceso de producción de polietileno de baja densidad (LDPE). Estos datos corresponden a dos reactores tubulares conectados en serie, de manera que el proceso depende de catorce variables de proceso. Se registran los datos de 50 productos, con las correspondientes 14 variables de proceso y 5 características medidas en cada polietileno producido para calificarlo.
	Los valores factibles de las variables de entrada del modelo son aquellos que pertenecen simultáneamente al dominio de las variables de entrada D y a lo que se denomina PLS-box, que es la “caja” que está geométricamente delimitada por el valor de los estadísticos T2 y Q con un nivel de confianza determinado.
	Tabla 21. Variables de proceso X1,…,X14 y características de calidad del producto Y1,…,Y5 medidas para un polietileno de baja densidad. Las dos últimas columnas contienen la media, la desviación típica, el mínimo y el máximo de cada variable.
	La Tabla 21 describe las variables de proceso y las características de calidad y resume sus valores medios y sus desviaciones típicas. También están los mínimos y máximos que definen el dominio de búsqueda D. Se observan unas diferencias notables en magnitud y variabilidad tanto para las variables de proceso en X (50x14) como para las características del producto en Y (50x5).
	Como la atención se centra en las características de calidad del producto, en este caso se definen en el espacio de cinco dimensiones. En este espacio, la variación de cada variable en el conjunto de datos es pequeña (lo cual no es sorprendente para un proceso controlado), los valores máximos y mínimos de cada característica en Y (en la Tabla 21) muestran que el rango de cada variable de respuesta no es mayor que 9.7 % de la media correspondiente.
	Además, algunas de ellas están altamente correlacionadas como se puede observar en la parte triangular inferior de las matrices de correlación de la Tabla 22. Se espera un comportamiento opuesto de Y2 con respecto a Y4 e Y5 debido a los altos coeficientes de correlación negativos, -0.80 y -0.92 respectivamente, que aparecen en la segunda columna de la Tabla 22, contrariamente a la situación con Y1 que está positivamente correlacionado con ellas (0.88 y 0.74 son sus respectivos coeficientes de correlación) y, por lo tanto, negativamente correlacionada con Y2, -0.71.
	Tabla 22. Coeficientes de correlación de Pearson para las variables en Y, parte triangular inferior; y para la Y predicha en la sección 2.3.4. parte triangular superior. Se han omitido los coeficientes de correlación de valor 1 entre cada variable y ella misma.
	Esta misma información se puede ilustrar mediante un PCP (gráfico en coordenadas paralelas), Figura 21, en la que la estructura de correlación entre las características del producto se describe siguiendo las líneas que representan cada uno de los puntos. Se observa que los valores grandes de Y1 están vinculados con valores pequeños de Y2, valores medios de Y3 y valores grandes de Y4 e Y5; mientras que los valores más pequeños de Y1 están vinculados a los valores más grandes de Y2, medios de Y3 y pequeños de Y4 e Y5.
	/
	Figura 21. PCP de valores en Y escalados en rango.
	Es claro que las líneas que unen la primera y segunda coordenada se cruzan principalmente en el centro, lo que implica que Y1 e Y2 están correlacionadas negativamente a diferencia de Y4 e Y5 cuyas líneas que las unen son casi paralelas, lo que significa que están correlacionadas positivamente (además de con Y1) mientras que Y2 e Y3 no muestran una fuerte correlación. También, los valores más pequeños de Y2 están vinculados a los valores más grandes de Y4 e Y5, lo que implica una alta correlación negativa entre Y2 y estas últimas variables. En resumen, la misma información que se tiene en la Tabla 22.
	Para iniciar el procedimiento, se necesita un modelo de predicción que relacione las variables de proceso en X con las características del producto en Y. Se ajusta un modelo PLS2 de variables regresoras X con valores autoescalados para predecir las cinco respuestas en Y, también con valores autoescalados.
	Utilizando el sistema de “persianas venecianas” como método de validación cruzada, con 7 lamas (split) y 2 muestras por lama, y teniendo en cuenta la varianza explicada en X e Y la predicción de las cinco respuestas, se seleccionaron cuatro variables latentes como se muestra en la Tabla 23.
	Tabla 23. Características del modelo PLS ajustado.
	Las cuatro variables latentes del modelo PLS2 explican el 65.97 % de la varianza en los regresores (bloque X) y el 92.63 % de la varianza en las respuestas en el bloque Y.
	El modelo PLS2 ajustado proporciona valores de R2 en ajuste igual a 0.92, 0.97, 0.77, 0.98 y 0.99; y en validación cruzada igual a 0.88, 0.94, 0.65, 0.95 y 0.98 para las variables de respuesta Y1, Y2, Y3, Y4 e Y5 respectivamente. La estabilidad del modelo es notable ya que los valores de ajuste y validación cruzada son muy similares, a pesar de que Y3 no está tan bien modelada como el resto.
	Además, el modelo PLS2 se ha evaluado realizando un test de permutación aleatoria en el bloque Y, lo que permite calcular la probabilidad de que los resultados obtenidos con el bloque Y no permutado sean significativos o no. Los residuos obtenidos y crosvalidados de cada permutación se comparan con los residuos originales utilizando el test de los rangos con signo de Wilcoxon. Los contrastes (en ajuste y en validación cruzada) aseguran que el modelo sea significativo con un nivel de confianza mayor al 99.5 % para cada una de las cinco variables.
	2.3.1.  PRODUCIENDO UN PRODUCTO CON CALIDAD MEDIA

	Este primer caso sirve para introducir el procedimiento propuesto detallando los pasos a dar cuando se buscan los valores de las variables de proceso que garantizan un producto determinado. Para ello, se va a definir como vector objetivo, el valor medio de todas las características de calidad en Y entendiendo que ese es el producto que se está produciendo en el proceso. Conforme a la Tabla 21, el producto “medio”, que es ahora el vector objetivo o deseado que contiene las características requeridas, es
	(23) 𝐲𝑡=𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎𝐘=0.1330, 27320.4, 164054.9, 0.796, 26.11==𝑦𝑡,1,𝑦𝑡,2,𝑦𝑡,3,𝑦𝑡,4,𝑦𝑡,5
	Como el modelo PLS2 se ajustó al proceso con X e Y autoescalados, el valor de X se proyecta en el origen del espacio latente y, en consecuencia, el modelo PLS2 predice respuestas nulas que corresponden al valor medio de Y. De esta forma, se tiene la seguridad de que hay al menos un vector en el espacio de variables de proceso que garantiza las características de calidad buscadas.
	Para dar con las variables de proceso que logren las características 𝐲𝑡, el procedimiento se aplica con un tamaño de población de 150 vectores de dimensión 14 seleccionados dentro del hipercubo definido por el rango de las variables de proceso en X, detalladas en la última columna de la Tabla 21, y que constituyen el espacio admitido de las variables de proceso D. Los descendientes se generan mediante selección uniforme por pares entre los elementos de la población actual, con cruzamiento simple (selección uniforme del punto de cruce) y el 20 % de las coordenadas se modifican aleatoriamente con probabilidad uniforme (es decir, la probabilidad de mutación es 0.2).
	Se generan así nuevos miembros de la población, que serán soluciones potenciales siempre que se les pueda aplicar el modelo PLS2, es decir, siempre que cumplan todas las restricciones impuestas al problema de optimización. Para comprobar si los vectores generados están en el mismo espacio latente que el utilizado para ajustar al modelo, se utilizan los estadísticos Q y T2 y se descartan directamente aquellos descendientes con cualquiera de sus valores mayores que los valores críticos correspondientes al nivel de confianza del 95 %. Con los vectores restantes se aplica el modelo PLS2 y se obtienen las predicciones de las características de calidad, que se comparan individualmente con las características objetivo. Después de 1000 generaciones, las soluciones no dominadas de la población final constituyen la estimación del frente Pareto, que en este caso consta de 116 soluciones.
	La primera observación es que se podría haber pensado que el frente Pareto debería haber consistido en un único punto (ya se ha comentado que el problema tiene solución y no hay conflicto entre las cinco características objetivo, por lo que el frente se reduce a un solo punto) ya que el producto es factible. La variación observada en el frente estimado se debe al criterio de parada. Como ya se ha mencionado, una de las características que hace que los algoritmos evolutivos sean adecuados para este problema, es el hecho de que se mantiene una población de soluciones. Otra característica es que la mutación garantiza que se pueda alcanzar cada punto en D durante la evolución, aunque hay pocas posibilidades de elegir precisamente un valor exacto, porque el espacio de búsqueda es un conjunto infinito. El comportamiento esperado del método es converger hacia este punto, pero en la práctica, como cualquier otro método iterativo, la evolución debe detenerse en algún momento, por lo que se utiliza el número de generaciones como criterio de parada. En este caso, eso ha llevado a las 116 soluciones obtenidas.
	En términos prácticos, para tener en cuenta toda la variabilidad antes de decidir sobre ellas, es necesario establecer a partir de qué valor di se puede considerar que la diferencia es, en la práctica, nula. Para explicar qué significa este criterio, podría suponerse que las diferencias individuales por debajo, por ejemplo, del 20 % del rango de Y son indistinguibles desde el punto de vista práctico. Esto significa establecer un valor umbral, que en este caso sería :
	(24) 𝑑0=0.0015, 229, 2492, 0.015, 0.12
	En la gráfica en coordenadas paralelas de la Figura 22 se muestran las diferencias en valor absoluto entre cada valor objetivo y su correspondiente valor predicho obtenido en el frente Pareto con las variables de proceso. Para hacerlas comparables y mejorar la visualización, estas diferencias individuales𝑑𝑖 𝑖=1,…,5, se han escalado previamente en un rango común aunque sus valores máximos respectivos se anotan en la parte superior de cada coordenada paralela.
	/
	Figura 22. Sección 2.3.1. PCP de las diferencias en valor absoluto escaladas, d1,…,d5, cuando yt=media(Y), eq. (23). Las líneas continuas azules marcan las soluciones aceptables y las líneas rojas discontinuas las desechadas en base al umbral establecido en la eq. (24).
	A la hora de interpretar estos números, dadas las diferencias en la magnitud de las cinco características de calidad, hay que tener en cuenta que la diferencia máxima de 0.0018 en d1 representa sólo el 1.4 % del valor objetivo yt,1; 243.6 es el 0.9 % de yt,2; 3601.2 es el 2.2 % de yt,3; 0.018 es el 2.3 % de yt,4 y 0.12 es el 0.5 % de yt,5, siendo los valores objetivo los definidos en la eq. (23). Por lo tanto, globalmente, las características más difíciles de aproximar parecen ser Y3 e Y4.
	Después de redondear los valores con la precisión de las correspondientes unidades e imponer el umbral de la eq. (24) (que es una restricción adicional al problema de optimización), se descartan aquellas soluciones del frente que superan este umbral en al menos una de las coordenadas. Quedan así 82 soluciones que corresponden a variables de proceso que producirían la característica objetivo en el producto resultante.
	Estos 82 vectores solución del frente Pareto están alojados y se pueden descargar en https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-S0169743917304963-mmc1.xlsx del material suplementario de [1], hoja “Caso 1” de una Excel que contiene las 14 variables de proceso (primeras columnas)  en el orden de la Tabla 21, junto con los valores 𝑑𝑖 𝑖=1,…,5 y algunas medidas globales.
	Como el valor medio de X, 𝒙=𝑥1,𝑥2,…,𝑥14 constituye un conjunto de variables de proceso para alcanzar 𝐲𝑡, una medida de lo que se alejan las soluciones calculadas 𝑥1,𝑥2,…,𝑥14 en el frente Pareto de esa solución teórica, es:
	(25) RSE𝑋=𝑖=114𝑥𝑖−𝑥𝑖2
	Un cálculo análogo en el espacio de respuestas (es decir, para las diferencias esperadas di), sería: 
	(26) RSE𝑌=𝑖=15𝑦𝑡,𝑖−𝑦𝑖2=𝑖=15𝑑𝑖2
	Estos valores, eq. (25) y (26), acompañan a las soluciones en la Tabla 24 y en la hoja Excel mencionada que, además, se ordenan en orden creciente de RSEY.
	Tabla 24. Intervalos de variación de las soluciones en los frentes Pareto para las secciones 2.3.1. (primeras dos columnas) y sección 2.3.3. (últimas dos columnas). yt se define en la eq. (23) e ydes en la eq. (27).
	Sección 2.3.1. 
	Sección 2.3.3. 
	Mínimo
	Máximo
	Mínimo
	Máximo
	Rango de X
	X1
	205.17
	207.87
	204.13
	209.88
	[204.13, 209.88]
	X2
	293.27
	298.63
	292.96
	300.19
	[292.96, 300.19]
	X3
	227.97
	240.25
	225.81
	240.25
	[225.61, 240.25]
	X4
	279.28
	288.53
	279.59
	288.74
	[279.28, 288.74]
	X5
	235.76
	246.08
	236.53
	246.69
	[235.76, 246.76]
	X6
	116.10
	117.59
	115.91
	118.00
	[115.91, 118.00]
	X7
	116.90
	118.49
	117.01
	118.58
	[116.90, 118.58]
	X8
	0.026
	0.031
	0.026
	0.033
	[0.026, 0.033]
	X9
	0.574
	0.587
	0.569
	0.592
	[0.569, 0.592]
	X10
	0.4268
	0.4847
	0.4089
	0.5053
	[0.4089, 0.5053]
	X11
	0.4269
	0.5021
	0.4243
	0.5091
	[0.4081, 0.5091]
	X12
	656.24
	674.86
	658.78
	676.97
	[655.025, 676.97]
	X13
	242.07
	249.21
	242.07
	247.52
	[242.07, 250.10]
	X14
	2977
	3033
	2970
	3010
	[2970, 3033]
	RSEX
	4.8234
	29.4062
	d1
	0
	0.0014
	0
	0.0156
	d2
	0
	203
	0
	945
	d3
	0
	2489
	0
	11516
	d4
	0
	0.014
	0
	0.066
	d5
	0
	0.11
	0
	0.48
	RSEY
	29.6626
	2490.8930
	En cualquier caso, estos índices RSEX y RSEY son una reducción de todas las diferencias a un solo número, pero son las diferencias individuales al comparar las respuestas previstas y las respuestas objetivo las que califican el rendimiento de cada solución en términos de optimización en el sentido de Pareto.
	A modo de resumen de los valores calculados, las primeras dos columnas en la Tabla 24 muestran el mínimo y el máximo de cada columna en los datos de la Hoja “Caso1” en https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-S0169743917304963-mmc1.xlsx.
	Globalmente, RSEX varía en [4.82,29.41] y RSEY en [29.66,2490.89], por lo que ninguna de las soluciones calculadas coincide ni con media(X) ni con media(Y). Más interesante es observar que en las últimas filas, los valores mínimos de las diferencias di son cero, lo que significa que hay valores para las variables de proceso que garantizan el valor exacto de, al menos, cada característica individualmente (cada coordenada de yt). Estas soluciones tienen interés ya que son de alguna manera los "extremos" del frente Pareto, aunque ahora no dejan de ser propiedades teóricas, porque en el contexto establecido con d0, se ve que todos los máximos están por debajo del umbral, lo que significa que todos los valores predichos son, en la práctica, iguales a yt.
	En la Tabla 25 se muestran las diferencias y la RSEY de tres de las soluciones en el frente Pareto. A pesar de que la RSEY de la segunda fila es el doble que el de la primera, en general, la segunda es mejor solución para todas las respuestas, exceptuando Y3. La RSEY en la tercera fila es casi 35 veces mayor que la de la segunda y 75 veces mayor que el valor de la primera, pero nuevamente solo es una consecuencia del valor alcanzable para Y3 porque esta última solución es mucho mejor para Y1 e Y2 y algo mejor para Y5.
	Tabla 25. Sección 2.3.1. Valores de ajuste (d1 a d5) para tres soluciones en el frente Pareto. La última columna se refiere a RSEY cuando se comparan las características predichas y las objetivo.
	  d1
	     d2
	  d3
	 d4
	 d5
	   RSEY
	0.00081
	29.0
	16.9
	0.0028
	0.057
	33.5650
	0.00028
	27.6
	67.9
	0.0009
	0.000
	73.2950
	0.00001
	3.4
	2484.5
	0.0080
	0.048
	2484.5023
	Se ilustra así el tipo de información que proporciona el frente Pareto, al pasar de la primera a la segunda fila en la Tabla 25, es necesario dejar que Y3 se separe (no mucho) de su valor deseado para tener las otras cuatro características más cerca de sus valores deseados. Hay que tener en cuenta que las diferencias se reducen al menos en un 30 % en comparación con las de la primera fila, a excepción de d2 que vale prácticamente lo mismo. Al mirar la segunda fila, se puede lograr el valor objetivo para Y5 (d5=0) al mismo tiempo que se reduce d4, siempre y cuando se permita que Y3 se aleje de los valores deseados.
	Es también interesante comparar los intervalos en los que varía cada variable de proceso de las soluciones del frente, las 14 primeras filas de la Tabla 24 donde se han añadido los rangos de variación de X de la Tabla 21, se observa que las soluciones optimales de Pareto están, de hecho, alrededor del valor teórico (la media) pero no se extienden por todo el dominio, sino en intervalos más cortos, claramente para X1, X2, y de X8 hasta X11 y, en menor medida, X3 y X6. 
	En cualquier caso, se tiene más interés en los vectores en su conjunto que en cada coordenada por separado, y estos valores quieren decir que las soluciones del frente Pareto se encuentran en una subregión dentro del dominio. En esta región, la variabilidad de las variables de proceso no afecta a la calidad definida para el producto yt. Por lo tanto, las soluciones del frente Pareto son elementos del espacio de diseño para yt.
	De todas formas, hay que matizar que la calidad de las soluciones encontradas con el algoritmo evolutivo en el frente Pareto depende de la precisión de los modelos subyacentes y de los datos disponibles. El comportamiento contradictorio observado en la Figura 22 está menos relacionado con el conflicto entre las características y más con la variabilidad tanto del propio proceso como del ajuste a cada variable respuesta.
	Consecuentemente, el análisis proporciona información sobre las dificultades para lograr las diferentes características: por ejemplo, para predecir con exactitud la característica objetivo para Y1 (d1=0) necesariamente se deben asumir mayores diferencias para Y2, hasta cerca de 200, o Y4 mayor que 0.01. Y3 e Y5 podrían lograrse con las mismas variables de proceso ya que d3 y d5 son casi nulos. Por el contrario, acercarse a yt,2 requiere separarse de yt,1 sin una relación clara con las restantes características.
	Aunque todos los valores en el frente Pareto son iguales en relación con la calidad deseada, pueden no serlo en términos de los valores de las variables del proceso. Para describir estos valores en el frente Pareto, se realiza un análisis de componentes principales (PCA) con las variables del proceso halladas. La Figura 23a) representa sus scores en el plano formado por las dos primeras componentes principales. Se destacan seis puntos, numerados de acuerdo con la fila que tienen en la hoja “Caso1” del archivo descargable y, representativos del comportamiento del resto de los scores.
	Para mostrar las diferencias entre estos valores para las variables de proceso, la Tabla 26 identifica la solución (entre estas seis) en la que se alcanzan los valores mínimo y máximo de cada variable de proceso. Por ejemplo, la solución número 69 tiene los valores máximos de X1, X2, X3, X8 y X9 y el mínimo de X4, X5, X7, X12 y X13, mientras que el máximo de X4 y X12 se logran en la solución 52 junto con el mínimo de X2, X3, X6, X11 y X14. También la Tabla 26 muestra que los seis vectores contienen valores que son máximos o mínimos en al menos una variable de proceso y que es diferente para cada una. La última columna de esa misma tabla es el porcentaje del rango de estas seis soluciones en comparación con todo el rango en X (Tabla 21). Por ejemplo, el rango de X1 entre los seis puntos resaltados (el máximo alcanzado en la solución 69 menos el mínimo en la solución 22) es el 29 % del rango que esta variable tiene en los datos históricos en X. Excepto en cuatro de las variables de proceso, este porcentaje es mayor del 50 %, es decir, los seis valores resaltados para las variables de proceso no solo son diferentes entre sí, sino que están muy separados en el espacio de las variables de proceso.
	//
	Figura 23. Análisis de componentes principales calculados con las soluciones del frente Pareto: a) scores de variables de proceso b) biplot de características de calidad. El número que identifica a algunos puntos, es el número que corresponde a su posición en la hoja 'Caso 1' del archivo descargable).
	Tabla 26. Sección 2.3.1. Comparación de las soluciones de Pareto marcadas en la Figura 23. Ver texto para más detalles.
	Variable
	Mínimo
	Máximo
	% del rango
	X1
	22
	69
	29
	X2
	52
	69
	74
	X3
	52
	69
	77
	X4
	69
	52
	98
	X5
	69
	2 y 36
	55
	X6
	52
	2 y 36
	49
	X7
	36 y 69
	2
	91
	X8
	2
	69
	64
	X9
	2
	69
	42
	X10
	22
	36
	57
	X11
	52
	57
	38
	X12
	69
	52
	60
	X13
	69
	22
	89
	X14
	52
	22
	60
	Las características de calidad correspondientes para los valores en el frente Pareto se visualizan en el biplot en la Figura 23b), correspondiente a un nuevo PCA ahora en el espacio de salida de 5 dimensiones. Los puntos resaltados son los correspondientes a los seis valores en la Figura 23a) y la Tabla 26. Se observa cómo las soluciones 22 y 52 maximizan Y2 e Y4, respectivamente, mientras que la solución 57, a pesar de su posición central en la Figura 23a), maximiza Y3 e Y1. Finalmente, la solución 69 minimiza Y3 e Y1.
	En relación con la solución teórica en este caso (el valor medio de las variables de proceso), en general se necesitarían evoluciones más largas, generalmente combinadas con poblaciones más grandes, para adherirse a ella. En este caso, con una población de tres mil vectores de variables de proceso en D que evolucionan durante diez mil generaciones, la población converge a un único punto, la media en X que se corresponde al cero en los espacios latentes (scores).
	2.3.2.  EXPLORANDO EN PROFUNDIDAD EL ESPACIO DE DISEÑO

	En este apartado se escogen las características de calidad de uno de los productos contenido en la matriz Y, por ejemplo, el primero de modo que no hay duda de que el producto es factible. Por otro lado, los correspondientes valores en X proporcionan una solución directa al problema, aunque hay cierta variabilidad tanto en las variables del proceso como en las predicciones calculadas con el modelo PLS2.
	Para explorar el efecto de esa variabilidad, se realizan un millar de generaciones con una población de 500 soluciones potenciales que evolucionan para obtener soluciones dispersas y no dominadas, proporcionando una estimación del frente Pareto de 477 puntos como población final, de la que 318 son diferencias por debajo de d0 (eq. (24)).
	Los valores de los miembros del frente que, en la práctica, predicen las mismas características de calidad junto con las diferencias obtenidas (valores d1 a d5) están en la hoja “Caso 2” en https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-S0169743917304963-mmc1.xlsx. Al igual que en el caso anterior, los extremos (máximo y mínimo) se anotan en las primeras filas y también se incluyen los valores correspondientes de RSEX y RSEY.
	También en este caso, para explorar las soluciones optimales de Pareto, se calculó un modelo PCA con las variables de proceso en el frente Pareto. La Figura 24a), que representa los scores en las dos primeras componentes principales, muestra tres grupos claros diferenciados por colores. Los mismos colores se mantienen para la Figura 24b) que es el biplot de un nuevo PCA hecho con las características de calidad predichas para ver el efecto de las variables de proceso correspondientes en la Figura 24a).
	Los grupos en la Figura 24b) no son tan claros, aunque es identificable que las variables de proceso representadas como cuadrados verdes en la Figura 24a) dan valores mayores de Y4 y valores menores de Y2, pero siempre dentro del rango de valores aceptables, de acuerdo con la eq. (24), que es la propiedad que permitirá a los operarios seleccionar estas soluciones óptimas de acuerdo con sus necesidades específicas.
	//
	Figura 24. Análisis de componentes principales calculados con las soluciones del frente Pareto separadamente para a) variables de proceso y b) características de calidad. Se utilizan diferentes símbolos para sincronizar las variables de proceso en la a) con las características de calidad esperadas en el biplot de la b).
	Además, a excepción de Y3, se observa la similitud entre las posiciones de las variables Yi proyectadas en el biplot en la Figura 23b) (sección 2.3.1. y su posición en la Figura 24b), ambas mostrando la relación cuando se exploran soluciones Pareto. Esta disposición es diferente de la que se produce al descomponer la matriz Y, Figura 27a).
	La Figura 25 es la gráfica en coordenadas paralelas que como no tiene limitadas, al menos teóricamente, las dimensiones de los vectores representados, permite dibujar conjuntamente las variables de proceso y las diferencias esperadas correspondientes para observar el efecto de la variación en las variables de proceso sobre las diferencias esperadas.
	/
	Figura 25. Sección 2.3.2. PCP de variables de proceso y valores de diferencias obtenidas. Las líneas azules continuas (y la línea verde más gruesa) son soluciones aceptables; las líneas rojas discontinuas (y la amarilla) son soluciones descartadas.
	Utilizando el valor umbral de d0 dado en la eq. (24) sobre las diferencias asumibles, se descartan en la Figura 25 directamente las soluciones en rojo (también la de amarillo) y algunas de esas soluciones descartadas corresponden a los valores mínimos de X1 junto con los menores de X2 y también los valores más pequeños de X12 y X14 con valores extremos (grandes o pequeños) de X13 o valores más grandes de X5, X6 y X10. 
	En las variables de proceso restantes se observa cierta confusión entre las líneas rojas y azules. La distinción está entre las diferencias alcanzables, por ejemplo, la línea verde y la línea amarilla, parecen tener un comportamiento similar en las primeras variables de proceso, pero comienzan a diferir ligeramente de X6 a X12 (exceptuando X9) y se comportan de manera opuesta para X9, X13 y, especialmente, X14. Estas variaciones causan diferencias medias aceptables para los cinco valores predichos en la línea verde y enormes diferencias inaceptables en la amarilla para Y2 (d2) y Y4 (d4) que son necesarias para disminuir la distancia esperada a los valores deseados en Y1 y sobre todo, Y3 e Y5. Es decir, forzar d3 y d5 a reducirse al cero matemático, provoca el aumento inaceptable de d2 y d4.
	2.3.3.  FACTIBILIDAD DE UN PRODUCTO CON UNAS CARACTERÍSTICAS DADAS

	En las secciones 2.3.1. y 2.3.2. no se abordó directamente la cuestión de la factibilidad del producto porque se sabía que era factible, ya sea teóricamente mirando el espacio de variables latentes en la sección 2.3.1. o un producto concreto en las propias variables de proceso de la sección 2.3.2. . Las dos situaciones ilustran de distinta manera el uso de la metodología para estimar la variabilidad que se debería esperar y así explorar el Espacio de Diseño para unas características dadas. 
	Se consideran ahora características deseadas para un nuevo producto dado:
	(27) 𝐲𝑑𝑒𝑠=0.13,26800,160000,0.82,25,9
	Todos ellos, individualmente, están dentro de los valores ya alcanzados en la matriz Y, según la Tabla 21, pero con una estructura diferente, como se puede apreciar en la Figura 26 que muestra en línea roja continua su posición en relación con los valores en Y (líneas discontinuas azules). La diferencia más notable se encuentra en la variación conjunta de Y1 e Y2 y también de Y3 e Y4.
	/
	Figura 26. Sección 2.3.3. PCP de ydes en la eq. (27), línea roja continua más gruesa, en relación con los valores en Y, líneas azules.
	Otra forma de ver esta diferencia de estructura se muestra en la Figura 27, que representa la proyección de ydes en el modelo PCA de dos componentes principales construido con Y autoescalada. La Figura 27a) es el biplot y la Figura 27b) contiene los valores de los estadísticos Q y T2.
	//
	Figura 27. Proyección de ydes (eq. (27)) (cuadrado rojo), en el modelo de dos componentes principales calculado para Y. a) biplot y b) valores de los estadísticos Q y T2 donde las líneas punteadas marcan los límites a nivel de confianza del 95 %.
	Aunque ydes se proyecta bien dentro del modelo, en términos de T2, se observa que tiene un residuo Q muy grande, que está muy por encima del límite al 95 % de nivel de confianza (línea punteada en la Figura 27b). Esto, en sí mismo, implica que el producto es inviable [57] porque no respeta la estructura de las características de calidad.
	Este caso ilustra cómo se detecta esta situación de no-factibilidad con la propuesta que se está desarrollando y sirve para explorar el alcance del conflicto entre las propiedades deseadas. Para ello, se han llevado a cabo varias ejecuciones del algoritmo para minimizar todas las diferencias en valor absoluto entre las características de calidad predichas y las nuevas características objetivo definidas en la eq. (27). En las diferentes ejecuciones, el tamaño de la población y la probabilidad de mutación se han variado con tiempos de evolución más largos (más generaciones) para estudiar la estabilidad del frente Pareto estimado, sin representar esto de ninguna manera un estudio sistemático sobre el efecto de los diferentes metaparámetros del algoritmo evolutivo en el frente Pareto estimado; las diferentes ejecuciones en diferentes condiciones (un par de minutos cada una, más o menos) que convergen a poblaciones finales similares se tomaron como un signo de reproducibilidad y estabilidad de los frentes estimados.
	Una de tales ejecuciones, después de redondear a las unidades correspondientes y de extraer las soluciones no dominadas, proporciona 121 valores de variables de proceso cuyos mínimos y máximos en el frente Pareto se encuentran en las dos columnas intermedias de la Tabla 24. A pesar de tener variables de proceso que predicen exactamente cada característica individual (la diferencia mínima en todas las coordenadas es 0, los extremos teóricos ya mencionados del frente Pareto), los valores máximos en cada coordenada son mucho más grandes que en las dos primeras columnas de la Tabla 24 de tal manera que ninguna solución verifica que todas las diferencias d1 a d5 están por debajo del valor umbral establecido en d0, eq. (24). De hecho, también se ve que el rango de las variables de proceso es prácticamente el mismo que el de X, lo cual da otra indicación de que el algoritmo exploró todo el dominio tratando de ajustar los valores deseados, pero 'falló' al hacerlo. Eso significa que, en la práctica, se tendrían que cambiar algunas de las características deseadas para obtener un conjunto de variables de proceso viables; de lo contrario, como ya se sabe de la Figura 27, el producto no es factible con el presente proceso.
	Más claramente, quizá, se aprecia en la Figura 28 que al tratar de buscar variables de proceso que predicen las características del producto indicado por ydes, las encontradas tienen una estructura de correlación similar a la de la Figura 22 aunque aquí el comportamiento opuesto entre d1 y d2 es mucho más pronunciado. Como se ha mencionado con la tabla, se observan también en la Figura 28 los extremos teóricos del frente Pareto en las diferencias mínimas (cero) que se alcanzan para cada característica individual.
	/
	Figura 28. Sección 2.3.3. PCP de las diferencias en valor absoluto, d1…d5 en el frente Pareto al intentar acercarse a ydes en la eq. (27).
	En cualquier caso, la Figura 28 sirve como ayuda para decidir qué características son más difíciles de alcanzar, o cuánto se debe relajar alguna de las características para tener un producto factible y cómo afectará esta decisión al resto de las características de calidad.
	En otras palabras, la estimación obtenida del frente Pareto ya es una descripción de las soluciones factibles cerca de la deseada y orienta, por tanto, sobre la forma en que se pueden redefinir las características objetivo, si fuera el caso.
	De esta forma, la propuesta presentada aquí, de nuevo es diferente a la de la situación de invertir matemáticamente la matriz del modelo, en la que posiblemente el usuario tendría que iniciar un procedimiento secuencial probando diferentes posibilidades o combinaciones de respuestas para garantizar los valores de una o varias de las características deseadas. En esta forma aquí presentada, la naturaleza propia del frente Pareto establece las condiciones para alcanzar, al menos, cada valor individual de las características deseadas, limitado por los valores del resto.
	Si los ceros individuales (analizándolos con el resto de los valores) no son lo suficientemente buenos, entonces es posible iniciar un proceso de exploración de otras alternativas. Para ello, se vuelve a usar el algoritmo de optimización guiándolo de una manera diferente sin más que definir los criterios de optimización adecuados. Para ilustrar esta propiedad, se ha llevado a cabo una nueva ejecución en la que se explora la viabilidad de garantizar solo algunos de los valores deseados en ydes (al menos dos) sin imponer los restantes.
	Las 449 soluciones en el frente Pareto extraídas de la población ampliada (la que tiene las soluciones antiguas y las nuevas) se encuentran en la hoja “Caso 3” en https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-S0169743917304963-mmc1.xlsx.
	La Tabla 27 muestra el valor absoluto de las diferencias, frente a los valores en ydes, de cinco soluciones extraídas del frente.
	Tabla 27. Sección 2.3.3. Valores ajustados di al predecir los valores deseados en la eq. (27) sin imponer todos a la vez.
	La solución número 1, cuyas diferencias en alcanzar ydes están en la primera fila de la Tabla 27, tiene ceros en las columnas correspondientes a las respuestas (características de calidad) Y2 e Y3, por lo que se tienen valores de las variables de proceso para garantizar los valores deseados para Y2 e Y3.
	Manteniendo el valor deseado de Y3, y con mayores diferencias para Y1, Y5, y especialmente Y2, los valores vinculados a la solución número 2 garantizan también Y4; habría que admitir mucha mayor distancia a Y2 para acercarse a Y5 y alcanzar el valor deseado para Y1 en la solución número 3 que también mantiene el valor deseado de Y3.
	Análogamente, la solución número 4, una distancia mucho mayor al valor deseado de Y2, permite obtener el valor en Y5, manteniendo el valor de Y3, y a la misma distancia de Y4; mientras que se necesita más distancia en Y2 y mucha más en Y3 para garantizar los valores deseados para Y1 e Y5 en la solución número 5.
	Si, además, se tienen en cuenta las diferencias definidas por el umbral d0, entonces existen de hecho 122 valores posibles que alcanzan uno de los valores objetivo, es decir, una de las coordenadas de ydes, 257 para garantizar dos de las características y 70 para lograr simultáneamente tres de los valores deseados. No se encuentra ninguna solución que garantice más de tres características.
	Dependiendo del objetivo perseguido, se pueden hacer estudios sistemáticos similares que, en todos los casos darán una idea de aquellas características que se pueden optimizar a expensas del resto. 
	2.3.4.  MAXIMIZAR TODAS LAS CARACTERÍSTICAS DE CALIDAD

	En esta sección se extienden las posibilidades del método expuesto para manejar problemas de optimización expresados en su forma habitual sin necesidad de definir valores a los que aproximarse. Por ejemplo, cabe la pregunta de si es posible maximizar todas las características de calidad, o maximizar dos de ellas minimizando las otras tres, o cualquier otra situación que el responsable del proceso quiera explorar.
	A modo de ejemplo, se supone que se quiere estudiar si, con el proceso actual, hay variables de proceso que maximizan al mismo tiempo todas las respuestas. En este caso particular, se sabe que el problema no tiene una solución única debido a la correlación entre las características de calidad, la que se observa en la parte inferior de la Tabla 22 y que ya se ha mencionado: una fuerte correlación negativa de Y2 frente a las otras tres (Y1, Y4 e Y5) evidencia su comportamiento opuesto, mientras que estas tres, por su parte, muestran una correlación positiva y pueden maximizarse simultáneamente. En cualquier caso, los resultados calculados aun sirven para conocer el alcance del conflicto y el valor máximo alcanzable para cada característica individual.
	Aquí no hay especificado un vector objetivo como en las anteriores secciones porque no se sabe cuánto se puede aumentar cada característica de calidad manteniendo las variables de proceso dentro de D y de la PLS-box. En otras palabras, la inversión matricial directa no está bien definida para un problema como este.
	De forma precisa, ha de redefinirse la función objetivo en eq. (22) que ahora será:
	(28) max  𝑦𝑖,𝑖=1,…,𝑞
	con las restricciones ya establecidas, es decir, manteniendo puntos en el dominio D definido para las variables de proceso que además se proyecten en el espacio latente definido por el modelo de predicción PLS2.
	En consecuencia, adaptando el nuevo marco y aplicando el algoritmo para 1000 generaciones con el tamaño de la población 1000 y la probabilidad de mutación de 0.15, el frente Pareto resultante tiene 734 elementos; en la hoja “Caso 4” en https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-S0169743917304963-mmc1.xlsx, donde también se escriben las características de calidad esperadas.
	Vale la pena recordar que ahora los valores a optimizar no son diferencias sino directamente valores esperados de las características de calidad. La correlación entre los valores predichos con las variables de proceso obtenidas se ha descrito en la parte triangular superior de la Tabla 22 y refleja que las soluciones logradas mantienen la correlación entre las características de calidad y por construcción también su carácter óptimo.
	En ese sentido, los extremos del frente Pareto corresponderían a los máximos individuales alcanzables para cada característica de calidad. Los intervalos de variación de las variables de proceso en el frente Pareto y las características de calidad predichas correspondientes se escriben en la Tabla 28, donde se puede ver que, de hecho, todas las variables de proceso cubren todo el rango permitido en D (Tabla 21).
	Tabla 28. Sección 2.3.4.  Valores máximos y mínimos de las variables de proceso (Xi) y características predichas 𝐲𝐢 obtenidas al maximizarlas.
	Variable
	mínimo
	máximo
	X1
	204.13
	209.88
	X2
	292.96
	300.19
	X3
	225.61
	240.25
	X4
	279.28
	288.74
	X5
	235.76
	246.76
	X6
	115.91
	118
	X7
	116.90
	118.58
	X8
	0.026
	0.033
	X9
	0.569
	0.592
	X10
	0.4089
	0.5053
	X11
	0.4081
	0.5091
	X12
	655.02
	663.56
	X13
	242.07
	250.10
	X14
	2970
	3033
	0.1290
	0.1386
	26603
	28163
	160135
	172930
	0.7469
	0.8515
	25.64
	26.55
	Los valores de las soluciones que se encuentran en el frente se representan en coordenadas paralelas en la Figura 29, de nuevo con valores escalados en rango. Los máximos alcanzables individualmente, que son extremos del frente Pareto, se señalan en rojo.
	El gráfico de la Figura 29 refleja un comportamiento conflictivo entre los objetivos y, de hecho, no es posible obtener los máximos valores para todas las características de calidad simultáneamente. El conflicto más fuerte parece ser entre Y2 y el resto de las variables. Es evidente que los valores más grandes de Y1 están vinculados a los valores más pequeños de Y2 y viceversa, pero este comportamiento contrapuesto de Y2 también lo es cuando se mira Y4 e Y5, que, entre ellas, no muestran ningún conflicto y se pueden maximizar simultáneamente.
	/
	Figura 29. Sección 2.3.4. PCP de los valores de ajuste en el frente Pareto cuando se trata de maximizar todas las características de calidad. Las líneas rojas marcan cada máximo individual alcanzable.
	Comparando los valores máximos en Y, Figura 21 y Tabla 21, cada Yi individual se puede mejorar ligeramente respecto del estado actual del proceso, pero a costa de obtener los valores mínimos ya alcanzados en Y para alguna otra característica. Por ejemplo, el caso de la línea roja más gruesa en la Figura 29, muestra que para predecir el valor máximo posible alcanzable para Y2 de 28161, deben asumirse los valores de 0.1294 para Y1, que es casi su valor mínimo (Figura 21), 165935 para Y3, que son valores medios entre los alcanzables , y de nuevo valores mínimos de 0.753 para Y4 y 25.68 para Y5.
	La situación con Y3 es completamente diferente; su mayor valor se puede lograr con pérdidas menores en las otras cuatro características. Y1, Y4 e Y5 por su parte tienen sus correspondientes máximos individuales alrededor de los mayores valores alcanzables simultáneamente para las tres características, pero vinculadas a valores medios de Y3 y entre los peores valores para Y2.
	La Tabla 29 muestra el conjunto completo de características de calidad alcanzables simultáneamente para las soluciones "extremas" en el frente Pareto, es decir, las que tienen el valor máximo en una característica. Se identifican por el número de fila en la hoja “Caso 4” en https://ars.els-cdn.com/content/image/1-s2.0-S0169743917304963-mmc1.xlsx donde están las soluciones completas.
	Tabla 29. Valores de las variables de calidad para las soluciones en el frente Pareto que alcanzan el máximo en cada característica individual (en negrita en la diagonal principal).
	Los comentarios precedentes sobre la Figura 29 se aplican exactamente igual, ahora con los valores precisos. Por ejemplo, para predecir el valor máximo alcanzable para Y2 (28163 en la segunda fila en la Tabla 29), se deben asumir valores de 0.1294 para Y1 que es casi su valor mínimo (0.1289 en la Tabla 21), valores medios para Y3 (entre los alcanzables en el frente Pareto, de 160135 a 172930, Tabla 28), y de nuevo casi los valores mínimos en el frente Pareto de 0.754 para Y4 y 25.67 para Y5.
	2.4.  CONCLUSIONES

	En el presente capítulo, se presenta una propuesta alternativa para inversión de modelos PLS, mostrando sus posibilidades para ayudar en el proceso de toma de decisiones y para abordar la factibilidad de un producto con características finales prefijadas. Esta propuesta es una alternativa a la inversión explícita del modelo matemático de predicción de características de calidad en función de las variables del proceso y que suele ser un modelo de variables latentes. Para ser precisos, aquí se invierte computacionalmente un modelo PLS por primera vez.
	Al plantear el problema abordado como un problema de optimización multicriterio, el método propuesto ayuda en el estudio de un proceso en curso en el marco de QbD y en la toma de decisiones. El procedimiento admite restricciones sobre las variables del proceso, sobre las características de calidad e incluso en el espacio de variables latentes.
	El hecho de tener el frente Pareto para cada situación planteada facilita el estudio de la factibilidad de los productos, conjuntamente con las variables de proceso necesarias y su variación admisible. En ese sentido, permite la definición del Espacio de Diseño. Incluso si el producto no es factible, la estimación del frente Pareto sigue siendo útil para explorar el conflicto y decidir sobre posibles modificaciones de algunas de las características deseadas.
	La flexibilidad del procedimiento propuesto se muestra como una alternativa para estudiar la factibilidad o la no factibilidad de un producto con características de calidad específicas y también como un medio para poder abordar otras situaciones, como la posibilidad de optimizar (maximizar, minimizar, mantener un valor dado) una o varias de las características de calidad perseguidas.
	Quedan preguntas abiertas para ser estudiadas más a fondo. Una de ellas se refiere a la precisión de las conclusiones alcanzables que, como es habitual cuando se trabaja con métodos de predicción, están limitadas por la bondad del modelo de predicción. Además, el efecto en el espacio de diseño de esta incertidumbre, y del que se debe a la proyección de X en el espacio latente, debe abordarse sistemáticamente.
	Capítulo 3. EL ESPACIO RESIDUAL EN LA INVERSIÓN DE MODELOS DE VARIABLES LATENTES Y SU IMPACTO EN EL ESPACIO DE DISEÑO PARA UNAS CARACTERÍSTICAS DE CALIDAD DADAS
	RESUMEN
	En el contexto ya establecido de uso e inversión de modelos sobre variables latentes en control de procesos, este capítulo contiene una discusión sobre los espacios nulos asociados a los modelos lineales de predicción para el caso particular de los modelos de regresión por mínimos cuadrados parciales (PLS). En modelos lineales, la predicción no queda modificada cuando se suman vectores pertenecientes al núcleo de la aplicación lineal. No obstante, se han de considerar los dos núcleos o dos espacios nulos existentes: el que está en el espacio de las variables de entrada relacionado con la proyección en el espacio latente y el que proviene del espacio de proyección correspondiente a la aplicación lineal que asigna respuestas predichas a los distintos scores.
	Se explora también el impacto de esos espacios nulos en la definición del espacio de diseño para algunas soluciones factibles obtenidas invirtiendo el modelo de predicción, y ello a través de varios casos, tanto con datos simulados como con datos reales obtenidos de la literatura. Mediante estos casos de estudio se ilustra la discusión y la necesidad de considerar puntos en los dos espacios nulos mencionados y no solo en el espacio nulo dentro del espacio latente.
	Asimismo, en los casos de estudio expuestos, se muestra cómo abordar el uso de los vectores resultantes en el espacio de diseño para mantener una calidad deseada modificando las variables de entrada que sean ajustables o manipulables para compensar las variaciones debidas a otras variables características que no son tan fáciles de controlar.
	3.1.  INTRODUCCIÓN

	El modelo de regresión de mínimos cuadrados parciales (PLS), como ya se ha mencionado, es una composición matemática de dos aplicaciones lineales: primero se reduce la dimensionalidad proyectando los puntos en un espacio de dimensión inferior, que es el espacio subyacente o de proyección generado por las variables latentes seleccionadas y luego una regresión de los scores en el espacio de las respuestas. Se tiene entonces variabilidad en los tres espacios. El presente estudio se centra únicamente en los dos primeros, el de entrada y el latente. Si se está interesado en la incertidumbre estadística de las predicciones, se puede consultar las referencias [, ] donde se calculan algunos intervalos de confianza para la respuesta predicha con modelos PLS.
	Ya se ha especificado que invertir un modelo es establecer un valor deseado de la respuesta ydes (calidad objetivo) y buscar los valores correspondientes de las variables de entrada cuya predicción sea exactamente ydes. Además, alrededor de estos valores, cuando existan, es aconsejable determinar el espacio de diseño correspondiente, es decir, la región en el espacio de entrada donde la respuesta predicha es la misma y, por lo tanto, se mantiene la calidad objetivo esperada.
	En modelos de predicción lineales de variables latentes, como PLS, este espacio de diseño incluye el núcleo de la aplicación lineal asociada, conocido también como espacio nulo, que es el subespacio que contiene los puntos asignados al cero, es decir, aquellos vectores que sumados a cualquier otro no modifican las predicciones.
	Jaeckle y MacGregor [] introdujeron por primera vez la idea de un espacio nulo asociado a la inversión de un modelo PLS, pero su efecto solo se considera en el espacio latente. Este espacio nulo también se tiene en cuenta en [] cuando se retropropaga el intervalo de confianza definido en [63] con diferentes procedimientos para calcular una especie de regiones de confianza para acotar el espacio de diseño.
	Sin embargo, en el modelo PLS ajustado hay una parte de la variación reflejada en el espacio de diseño que proviene de lo que se puede llamar el espacio "residual" relacionado con las variables de entrada. Se ha llamado "residual" porque es la parte que se descarta al seleccionar un número menor de variables latentes que de variables de entrada, con lo que se supone que es la parte de X que no está relacionada con las características de calidad predichas. En particular, la variabilidad en el espacio residual relacionada con las variables de entrada (la parte del espacio de variables del proceso que se descarta tras la descomposición) no tiene ningún impacto en la calidad predicha. Por lo tanto, refleja la parte del espacio donde las variables de entrada pueden modificarse sin alterar la calidad del producto resultante, es decir, forma parte del espacio de diseño.
	En este capítulo, se intentará describir la “forma” de esta parte del espacio de diseño en algunos procesos de producción con una cierta calidad predefinida. Debido a que las características de calidad del producto se mantienen fijas, técnicamente se requiere la inversión del modelo de regresión. Partiendo de una relación lineal entre dos espacios vectoriales, bajo ciertas condiciones sobre las dimensiones determinadas por las variables de entrada, las variables latentes y las características de calidad, PLS es un modelo lineal que se puede invertir algebraicamente resolviendo sistemas matriciales [52]. Como se vio en el segundo capítulo, publicado en [1], hay también algunas alternativas computacionales que no dependen de las dimensiones mencionadas. Independientemente de la solución elegida, los espacios nulos relacionados con los modelos lineales utilizados desempeñan un importante papel en el espacio de diseño correspondiente.
	Ciertamente, para caracterizar el núcleo no parece necesaria la división mencionada y se puede usar su caracterización algebraica con los coeficientes de regresión del modelo PLS ajustado. Sin embargo, no todos sus puntos pertenecen al espacio de diseño, ya que también deben adecuarse al proceso que se está modelando, es decir, deben ser valores factibles para las variables de proceso y atributos de entrada que, además, se proyecten en el espacio latente definido por el modelo PLS.
	Aunque la notación básica y algunos antecedentes teóricos se plantean en el Capítulo 1 de esta tesis, se recuerdan brevemente en la sección 3.2. y se plasman las bases teóricas que se van a utilizar en el procedimiento. En la sección 3.3. se analizan diferentes casos de estudio para ilustrar las propiedades y la aplicabilidad práctica y se termina el capítulo con algunas conclusiones en la sección 3.4. 
	3.2.  RESULTADOS TEÓRICOS

	Sean X(nxp) e Y(nxq) las matrices de p variables de entrada y de sus correspondientes q características de calidad, respectivamente. Estas matrices suelen construirse con datos históricos de un proceso y se utilizan para ajustar un modelo PLS con la finalidad de predecir características de calidad dados unos ciertos valores de las variables de entrada.
	Como la única información utilizada para ajustar el modelo está proporcionada por las dos matrices, se supone que los datos son representativos del proceso en la toma de decisiones. También se asume que p y q son menores que n y que mediante el procedimiento PLS se pueden obtener hasta p nuevas variables ortogonales en el espacio latente. Tanto X como Y están autoescaladas, es decir, cada columna se centra restando su media y tiene varianza la unidad una vez que se divide por la desviación típica.
	Cuando se trate de un proceso bajo control, las variables de entrada y atributos de los materiales están acotadas y, a falta de más información, se asume que su dominio está definido por el rango de los valores observados en X. Así, el espacio de diseño buscado debe estar dentro de este dominio configurado por las variables de entrada que definen las soluciones factibles.
	Deben además cumplirse las restricciones para emplear el modelo PLS que se aplica correctamente solo a las muestras con valores de T2 y Q por debajo de los valores umbrales impuestos para ambos estadísticos. Este dominio acotado ya se definió en el Capítulo 2, denominada PLS-box que incluye la parte del espacio latente que está limitada por T2 y la parte del espacio residual limitado por el umbral impuesto al estadístico Q, con un 95 % de confianza en ambos casos.
	Por tanto, las soluciones factibles son aquellas que pertenecen simultáneamente al dominio de las variables de entrada y a la PLS-box.
	Para los cálculos vectoriales, se respeta la estructura en forma matricial. Por ejemplo, un vector fila de p variables de entrada se escribe xT y del mismo modo, yT es un vector fila que contiene las características de calidad. Con esta notación, el vector x que contiene algunos valores de las variables de entrada se proyecta en el espacio latente de PLS utilizando los pesos en W(pxa) de modo que el vector a-dimensional de scores es 𝐭𝑎𝑇=𝐱𝑇𝐖. Para obtener las características esperadas (predichas) es suficiente con calcular 𝐲𝑇=𝐭𝑎𝑇𝐐𝑇. En resumen, dados los valores de p variables de entrada en x, el vector de q características de calidad predichas 𝐲 se calcula como:
	(31) 𝐲𝑇=𝐱𝑇𝐖𝐐𝑇=𝐱𝑇𝐛
	Se denotará como L a la aplicación lineal,  el modelo PLS de la eq. (31) entre el espacio de entrada p-dimensional y el espacio de características de calidad q-dimensional, cuya matriz asociada es bT(qxp).
	El núcleo o espacio nulo asociado a la aplicación lineal L es el subespacio vectorial que contiene todos los vectores cuya imagen es el vector nulo. Como 𝑎<𝑝, la dimensión de dicho subespacio ker⁡𝐿 es 𝑑=𝑝−𝑟𝑎𝑛𝑘𝐛=𝑚𝑎𝑥𝑝−𝑎,𝑝−𝑞 y se puede calcular una base Bnul(pxd) para caracterizar ker⁡𝐿. Esto significa que, para cualquier vector d-dimensional v, el correspondiente vector 𝐱0=𝐁nul𝐯 pertenece al ker⁡𝐿.
	En otras palabras, el espacio nulo contiene el conjunto de vectores 𝐱0 que se pueden sumar a cualquier otro x sin modificar la respuesta predicha, es decir:
	(32) 𝐲𝑇=𝐱𝑇𝐛=𝐿𝐱=𝐿𝐱+𝐱0=𝐱𝑇+𝐱0𝑇𝐛    ∀𝐱0∈𝑘𝑒𝑟𝐿
	La verdadera relevancia de este espacio nulo se refleja al definir el espacio de diseño para un conjunto dado de características de calidad, porque representa la variación permitida en las variables de entrada que no modifica la respuesta predicha. En consecuencia, el conjunto de puntos 𝐱+𝐱0/𝐱0∈𝑘𝑒𝑟𝐿 está contenido en el espacio de diseño alrededor de x, pero solo para aquellos que estén en el dominio y en la PLS-box.
	Ahora el interés se centra en la inversión del modelo PLS para un ydes dado (valores objetivo de las características de calidad). Este problema se resuelve en el espacio latente mediante la determinación de los a scores 𝐭𝑎, eq. (19), tal que
	(33) 𝐲𝑑𝑒𝑠𝑇=𝐭𝑎𝑇𝐐𝑇
	Luego, para obtener las variables predictoras correspondientes, basta con usar los loadings P𝑎 para “transformar” 𝐭𝑎 en una x p-dimensional independientemente de los valores que puedan tener las variables descartadas, es decir: 𝐱𝑑𝑒𝑠𝑇=𝐭𝑎𝑇𝐏𝑎𝑇.
	Sin embargo, hay que tener presente que la solución 𝐭𝑎 de la eq. (33) puede no ser única. Cuando 𝑎>𝑞, hay un espacio nulo, definido en [65], que es un subespacio dentro del espacio latente que contiene a los vectores 𝐭0 para los que la respuesta predicha es cero, es decir:
	(34) 𝐭0𝑇𝐐𝑇=𝟎𝑞
	que define el espacio nulo de la aplicación lineal cuya matriz asociada es Q si 𝑎>𝑞 (de lo contrario el núcleo se reduciría al vector nulo) y se denotará por ello espacio Q-nulo.
	Por lo tanto, para cualquier 𝐭0 del espacio Q-nulo, 𝐭𝑎+𝐭0 es también solución de la eq. (33) y su imagen es 𝐲𝑑𝑒𝑠, y por lo tanto el problema de inversión tiene infinitas soluciones en el espacio latente. Al multiplicar por los loadings 𝐏𝑎 se generan infinitos valores para las variables de entrada con la misma respuesta esperada, es decir, que predicen las mismas características de calidad, esto es:
	(35) 𝐭𝑎𝑇+𝐭0𝑇𝐏𝑎𝑇=𝐭𝑎𝑇𝐏𝑎𝑇+𝐭0𝑇𝐏𝑎𝑇=𝐱𝑑𝑒𝑠𝑇+𝐱0𝑇
	para cualquier solución 𝐭𝑎𝑇 de la eq. (33) y 𝐭0 del espacio Q-nulo, por eso 𝐱0∈𝑘𝑒𝑟𝐿, y todos los puntos generados así tienen la misma respuesta predicha 𝐲𝑑𝑒𝑠.
	No obstante, este procedimiento de cálculo de valores de las variables de entrada para obtener unas características de calidad deseadas no cubre por completo el conjunto ker⁡𝐿, ya que hay otro subespacio nulo, ortogonal al espacio latente, que se ha ignorado como consecuencia de la reconstrucción de las variables de entrada con la eq. (35). Este subespacio coincide precisamente con el generado por los loadings de las variables latentes no consideradas en el modelo que, para el conjunto de entrenamiento de la eq. (18), se puede también escribir:
	(36) 𝐗=𝐓𝑎𝐏𝑎𝑇+𝐓𝑟𝐏𝑟𝑇
	donde r es el número de las últimas columnas de la matriz correspondiente. Para cualquier punto s, r-dimensional, se tiene que:
	(37) 𝐱𝑟𝑇=𝐬𝑇𝐏𝑟𝑇
	es un vector p-dimensional en el espacio de las variables de entrada tal que 𝐱𝑟𝑇𝐛=𝟎𝑞, es decir, pertenece a ker⁡𝐿. De hecho, es:
	(38) 𝐱𝑟𝑇𝐖=𝟎𝑎
	que son scores nulos, es decir, cualquier 𝐱𝑟 se proyecta en el origen del espacio latente.
	Como consecuencia de esto, del máximo de p variables latentes que se pueden calcular para la X p-dimensional, los loadings de las variables latentes descartadas son una base del núcleo de la aplicación lineal correspondiente a la proyección del espacio de entrada en el espacio latente. A este espacio se le denotará como W-nulo, relacionado con el espacio residual claramente diferenciado del espacio Q-nulo anterior contenido en el espacio latente.
	Con esta notación y siempre dentro del núcleo global ker𝐿, se diferenciarán los puntos 𝐱𝑟 del espacio W-nulo calculados en la eq. (37) que son solución de la eq. (38) y los puntos 𝐱0 que corresponderán a 𝐱0𝑇=𝐭0𝑇𝐏𝑎𝑇, es decir, puntos reconstruidos a partir de cualquier 𝐭0 en el espacio Q-nulo definido en la eq. (34). Los vectores de estos dos espacios nulos tienen propiedades adicionales que los diferencian: los 𝐱𝑟 tienen un valor cero para el estadístico T2 ya que siempre se proyectan en el origen, y cualquier 𝐱0 tiene un valor cero para el estadístico Q-residual ya que se calcula desde el espacio latente.
	En cualquier caso, hay que tener en cuenta tanto la variabilidad debida al espacio W-nulo como la debida al Q-nulo, pues para lograr un 𝐲𝑑𝑒𝑠, ambos aportan soluciones del espacio de diseño alrededor de un determinado 𝐱𝑑𝑒𝑠.
	Así pues, se está teniendo en cuenta la variabilidad en RX, que ejercerá su impacto únicamente en las variables de entrada (no en la respuesta predicha ni en el espacio latente) y no se considerará la variabilidad residual en RY, que se reflejará en la incertidumbre de la respuesta predicha por el modelo. En otras palabras, se tendrá en cuenta la variabilidad que solo se reflejará en el espacio de diseño.
	En cualquiera de los casos discutidos, de acuerdo con las eq. (34) y (38), la variación alrededor de cualquier punto en el espacio de entrada, debida al espacio nulo, no depende de los valores en estudio, tampoco de las variables x ni de las características de calidad predichas (o deseadas) en la y correspondiente. Sin embargo, en la práctica, esta propiedad puede resultar inútil porque hay restricciones adicionales que sí dependen de los puntos estudiados. Es decir, además de la propiedad teórica de pertenecer a ker⁡𝐿, también se necesita caracterizar los puntos que pertenecen al dominio donde las variables predictoras pueden variar y también que su proyección esté dentro del espacio latente delimitado por el modelo PLS ajustado, que es lo que se ha llamado PLS-box. De esta manera, los estadísticos Q-residual y T2 son los parámetros que se utilizan en un modelo para decidir cuándo un proceso está bajo control.
	3.3.  RESULTADOS Y DISCUSIÓN

	Se presentan cuatro casos de estudio diferentes para ilustrar varias propiedades y observar los resultados desde distintos enfoques. En general, se sigue considerando que los datos de X se corresponden con valores de algunas variables de proceso y también otras medidas o características, tales como materias primas, factores ambientales, etc., mientras que Y contiene medidas cuantitativas de características de calidad del producto. De hecho, en lo que se sigue se supondrá que es 𝑞=1, es decir, una sola característica de calidad siendo Y entonces un vector.
	Además del contexto de trabajo definido, también se puede considerar simplemente que se dispone de una matriz X con variables predictoras o de entrada y un vector y con la respuesta a modelar, ambas autoescaladas.
	Independientemente del tipo de datos disponibles o del contexto que se establezca, la discusión en este capítulo está relacionada con las propiedades del modelo PLS ajustado y se darán algunas sugerencias sobre cómo utilizar estas propiedades en la práctica, por ejemplo, en el control de procesos.
	Para cada conjunto de datos X-y, el procedimiento propuesto consta de los siguientes pasos:
	Paso 1. Establecer el dominio de las variables de entrada mediante su rango de variación permitido (paralelepípedo rectangular).
	Paso 2. Establecer el dominio del modelo PLS (PLS-box), que tiene a b de vector de coeficientes. Para ello:
	a) Ajustar un modelo PLS con las X-y autoescaladas.
	b) Eliminar los puntos que tengan los valores de los estadísticos T2 y Q por encima del valor umbral al 95 % de nivel de confianza.
	c) Eliminar los objetos cuyo residuo estandarizado (diferencia entre y e 𝑦 predicho) esté fuera del intervalo −2.5,2.5.
	d) Volver a autoescalar los puntos restantes y repetir hasta que no haya ninguna muestra fuera de la PLS-box.
	Paso 3. Definir un valor deseado de 𝐲𝑑𝑒𝑠 (respuesta objetivo o característica de calidad deseada).
	Paso 4. Buscar los scores 𝑡𝑑𝑒𝑠, de la solución de la eq. (33), siempre que queden dentro del espacio latente. Si 𝑎>𝑞, generar m puntos en el espacio Q-nulo, eq. (34), y sumarlos a 𝑡𝑑𝑒𝑠.
	Paso 5. Calcular 𝐗𝑑𝑒𝑠 con los loadings como en la eq. (35). Se tienen así m configuraciones de las variables predictoras o regresoras, todas ellas con la propiedad de 𝐗𝑑𝑒𝑠𝐛=𝑦𝑑𝑒𝑠 o un solo punto cuando 𝑎=𝑞.
	Paso 6. Generar puntos pertenecientes al espacio W-nulo, según la eq. (38), y sumarlos a todos los 𝐗𝑑𝑒𝑠 calculados.
	Paso 7. Conservar solo las soluciones factibles, eliminando los puntos que queden fuera de la PLS-box o fuera del dominio de entrada definido en el primer paso.
	Los últimos pasos del procedimiento resumidos en la Figura 31, se corresponden con la inversión algebraica del modelo PLS sumando las soluciones teniendo en cuenta los dos espacios nulos introducidos en la sección 3.2. 
	/
	Figura 31. Diagrama de flujo que resume el procedimiento de sumar puntos de espacios nulos a la inversión de un modelo PLS para predecir un valor dado 𝒚𝑑𝑒𝑠.
	Una vez realizados los pasos anteriores, todos los puntos restantes y sus combinaciones convexas (segmentos uniendo puntos del conjunto), son parte del espacio de diseño correspondiente a la inversión del modelo PLS ajustado para predecir 𝐲𝑑𝑒𝑠 debido a su naturaleza lineal. Un conjunto de puntos es convexo si el segmento que une dos cualesquiera de sus puntos está completamente contenido en el conjunto, y la envoltura convexa de un conjunto de puntos es el polígono convexo más pequeño que encierra todos los puntos del conjunto (los detalles se pueden encontrar en []).
	3.3.1.  RELACIÓN LINEAL DE DATOS SIMULADOS ENTRE X E Y

	El primero de los cuatro casos de estudio consiste en una relación lineal con datos simulados en una dimensión pequeña para permitir que las representaciones cartesianas habituales ilustren fácilmente los diferentes espacios explicados en la sección 3.2. y su efecto en el espacio de diseño, es decir, la parte del dominio de las variables de entrada que se puede modificar sin alterar la respuesta predicha. Con este propósito se consideran 3 variables de entrada (variables predictoras o regresoras) X1, X2, X3 y una sola respuesta Y. La relación lineal se define en la eq. (39) que es simplemente la suma de las variables más un término independiente.
	(39) 𝑌=𝑋1+𝑋2+𝑋3−1.5
	Las tres subsecciones siguientes muestran el efecto de los datos generados para ajustar el modelo PLS y estimar la parte del espacio de diseño con el modelo correspondiente mediante tres ejemplos: los dos primeros modificando el número de variables latentes para variables predictoras incorrelacionadas y un tercero con variables predictoras correlacionadas.
	En los tres ejemplos se ha simulado una matriz predictora X con 50 muestras y 3 variables y se calcula el vector respuesta y de acuerdo con la eq. (39). Al final de la sección se hace un resumen comparativo de las tres situaciones.
	3.3.1.1.  MODELO PLS CON UNA SOLA VARIABLE LATENTE. VARIABLES PREDICTORAS INCORRELACIONADAS

	En este caso, las 3 variables se generan independientemente con valores uniformemente distribuidos en [0,1], de tal manera que no hay correlación entre las tres variables predictoras ni error experimental, solamente la relación entre predictoras y respuesta, que es una relación lineal que se quiere modelar mediante PLS.
	La Tabla 31 describe algunos aspectos de la descomposición cuando se ajusta el modelo PLS. Es suficiente con una variable latente para explicar el 98.96 % de la varianza de la respuesta y con un 36.84 % de la varianza en X.
	Tabla 31. Características del modelo PLS ajustado a los datos simulados con predictoras incorrelacionadas.
	Según la notación establecida en la sección anterior, para el modelo PLS ajustado se tiene 𝑝=3, 𝑎=1 𝑦 𝑞=1. Como 𝑎=𝑞, si se necesitara encontrar valores de las variables de entrada simuladas para predecir, por ejemplo, 𝑦𝑑𝑒𝑠=0.31 (valor intermedio entre los valores de respuesta autoescalados), hay una solución única para determinar el score correspondiente en la eq. (33), paso 4 de la Figura 31, es decir, 𝑡𝑎 tal que 𝑡𝑎𝐐=0.31. Aplicando los loadings en 𝐏𝑎, paso 5 de la Figura 31, se obtiene un único 𝐱𝑑𝑒𝑠=0.12,0.22,0.21 que predirá la característica deseada 𝑦𝑑𝑒𝑠.
	Examinando directamente sus coordenadas, se verifica si la solución pertenece al dominio de las variables de entrada. También se comprueba si está dentro de la PLS-box, para lo cual, como el valor de Q-residual siempre es nulo, solo hay que verificar que el valor de T2 es menor que el límite umbral de 4.04 establecido para el modelo PLS ajustado de una variable latente. En este caso, 𝐱𝑑𝑒𝑠 cumple con todas las restricciones, definiendo así una solución factible.
	En la Figura 32 se representa en coordenadas cartesianas el espacio de entrada tridimensional. El rango de X, en rombos verdes, define el dominio y se observa que 𝐱𝑑𝑒𝑠 el círculo rojo, está dentro de él.
	/
	Figura 32. Espacio de entrada tridimensional en la sección 3.3.1.1. Los rombos verdes representan las muestras de X, el círculo rojo 𝒙𝑑𝑒𝑠, los puntos negros pertenecen al espacio W-nulo y en gris se representa su envoltura convexa.
	Esta solución calculada no es la única porque las dos dimensiones que se descartan al ajustar el modelo PLS tienen impacto en el espacio de las variables de entrada, aunque no en el espacio latente. Debido a la proyección, hay un plano en el espacio de entrada tridimensional donde se pueden mover los puntos sin modificar la respuesta predicha. Este plano, queda definido mediante el espacio denominado W-nulo, relacionado con el espacio residual, que a su vez es ortogonal al espacio latente.
	Para explorar el efecto del espacio W-nulo asociado a 𝑦𝑑𝑒𝑠, se generan 𝑚=1000 puntos uniformemente distribuidos dentro del rango definido por los scores descartados 𝐓𝑟, eq. (36), y se multiplican por 𝐏𝑟). Ya se ha dicho que todos los puntos así generados tienen un valor nulo del estadístico T2. Seguidamente se suman estos puntos a 𝐱𝑑𝑒𝑠, paso 6 de la Figura 31, que no modifica la respuesta predicha de acuerdo con la eq. (38) pero sí cambian los valores de Q y T2. Por lo tanto, el último paso 7 de la Figura 31, es eliminar los puntos resultantes fuera del dominio de las variables de entrada o del espacio latente, en este caso, sólo si su valor Q-residual supera el valor crítico 5.68.
	Los 726 objetos que quedan son los pequeños puntos negros de la Figura 32 y para facilitar la visualización del plano en el que se encuentran, se ha dibujado en gris claro la envoltura convexa que delimita el plano que contiene a los puntos en 𝐗𝑑𝑒𝑠, que pertenecen al dominio definido para las variables de entrada y a la PLS-box.
	3.3.1.2.  MODELO PLS CON DOS VARIABLES LATENTES. VARIABLES PREDICTORAS INCORRELACIONADAS

	Para ilustrar mejor las propiedades se va a suponer que se hubieran elegido 2 LV para el nuevo modelo de predicción PLS con el mismo conjunto de datos X-y, explicando el 99.99 % de la varianza en y y el 71.96 % de la varianza en X (Tabla 31). Como las variables predictoras no están correlacionadas, la segunda LV solo explica varianza en X en un porcentaje similar a la primera.
	La Figura 33 muestra, en rombos verdes, los scores de X en el espacio latente bidimensional. Como 𝑎=2, el espacio nulo (el llamado Q-nulo) es unidimensional en el espacio latente y resulta de las infinitas soluciones de la eq. (33). Una de las soluciones válidas tiene el mismo score en la primera LV que en 3.3.1.1. , es decir, 𝑡1 y el score cero en la segunda LV. De hecho, esta es la solución en el sentido de mínimos cuadrados para el sistema de la eq. (33), representado en la Figura 33 con un círculo rojo.
	Los demás scores solución de la eq. (33), siguen una línea recta representada en cuadrados azules (equiespaciados) en la Figura 33 (según el paso 4 de la Figura 31 con 𝑎>1=𝑞). De hecho, esta recta se limita al segmento formado por los puntos interiores a la PLS-box del espacio latente que gráficamente es el segmento delimitado por la elipse de la Figura 33. Esos puntos tienen valores del estadístico T2 inferiores al valor crítico establecido al ajustar el modelo (en este caso, 6.51 con un 95 % de nivel de confianza). Debido a la falta de correlación entre las variables predictoras, la elipse representada es casi una circunferencia.
	Usando los loadings de 𝐏𝑎, el espacio Q-nulo se expresa (paso 5 en la Figura 31) en el espacio de entrada también como una recta en el espacio tridimensional. Esta línea está definida por los 18 cuadrados azules de la Figura 34 correspondientes a su vez a los cuadrados azules de la Figura 33 cuyas variables predictoras reconstruidas son soluciones factibles, es decir, pertenecen tanto a la PLS-box como al dominio de entrada. Los valores del estadístico Q-residual siempre son nulos pues los puntos se calculan en el espacio latente y se reconstruyen mediante sus loadings. Como en la sección 3.3.1.1. , la posición del centro está ocupada por el círculo rojo, que es exactamente 𝐱𝑑𝑒𝑠.
	/
	Figura 33. Espacio de variables latentes. Los rombos verdes son los scores de X, el círculo rojo es la solución mínimos cuadrados y los cuadrados azules siguen la línea a lo largo de la cual se obtiene la misma respuesta predicha. La elipse delimita la región de confianza al 95 % para el estadístico T2.
	Como en el caso anterior, además de considerar el espacio Q-nulo definido en el espacio latente, se debe tener en cuenta otra variación adicional en el espacio de entrada. Esto hace referencia al espacio W-nulo, que en este caso es un espacio nulo unidimensional relacionado con la proyección en el espacio latente y ortogonal a él.
	Con la eq. (38) se generan 50 puntos en el espacio W-nulo, que se suman a cada una de las 19 soluciones ya encontradas (los 18 cuadrados azules y el círculo rojo de la Figura 34). Finalmente, paso 7, se mantienen las 760 soluciones factibles.
	/
	Figura 34. Espacio tridimensional de las variables de entrada. Los rombos verdes representan las muestras de X, el círculo rojo 𝒙𝑑𝑒𝑠, los cuadrados azules son las variables predictoras que se relacionan con el espacio Q-nulo, los pequeños puntos negros resultan de añadir puntos del espacio W-nulo y en gris, su envoltura convexa.
	Las soluciones factibles son los puntos negros que componen las líneas paralelas de la Figura 34 donde se muestra claramente la ortogonalidad entre las direcciones determinadas por esos puntos negros consecuencia del espacio W-nulo y la dirección de la recta definida anteriormente por las soluciones, en cuadrados azules, consecuencia del espacio Q-nulo. Estas dos direcciones juntas definen un plano, del cual, solo una parte contiene valores factibles de las variables predictoras. Es decir, solo la envoltura convexa, representada en la Figura 34 en gris claro, es parte del espacio de diseño para predecir 𝑦𝑑𝑒𝑠.
	Las envolturas convexas de la Figura 32 y de la Figura 34 están dentro de los planos teóricos cuyos puntos tienen igual respuesta predicha y ambos ilustran que, si solo se considera la parte de ker⁡𝐿 que viene del espacio Q-nulo, el espacio de diseño quedaría subestimado por no sumar los puntos del espacio W-nulo.
	3.3.1.3.  VARIABLES PREDICTORAS CORRELACIONADAS

	Aunque pueda parecer que las restricciones impuestas a la hora de definir la PLS-box tienen un cierto grado de arbitrariedad, son la clave del control de un proceso cuando se usa el modelo ajustado.
	En la misma situación establecida anteriormente, esta vez se generan datos con variables altamente correlacionadas simulando 50 nuevas muestras, pero el valor de la respuesta y se sigue calculando mediante la eq. (39).
	En la Tabla 32 se encuentran los nuevos parámetros de la descomposición del modelo PLS ajustado para 1 y 2 variables latentes. Uno de los puntos se eliminó porque estaba muy por encima de los límites del 95 % en los estadísticos Q-residual y T2.
	Tabla 32. Características del modelo PLS ajustado a los datos simulados con predictoras correlacionadas.
	Si se compara con los modelos de la Tabla 31 para variables predictoras no correlacionadas, en este caso, la primera variable latente se relaciona principalmente con la correlación entre las variables de X (95.08 % de la varianza de X) y la segunda es necesaria para predecir la respuesta en y, hasta el 98.64 % de su varianza explicada.
	En la Figura 35 se muestra el nuevo espacio latente con la misma codificación que en la Figura 33, los rombos verdes son proyecciones de los puntos de X, el círculo rojo es la solución por mínimos cuadrados de la eq. (33) para 𝑦𝑑𝑒𝑠=0.28 (valor intermedio no nulo de y autoescalada) y los cuadrados azules son los puntos del segmento consecuencia del espacio Q-nulo. El subespacio es de nuevo un segmento, pero con una pendiente muy diferente a la de la Figura 33. Por último, lejos de ser circular, se tiene claramente una elipse que limita la región del espacio latente de la PLS-box.
	/
	Figura 35. Espacio latente para los datos simulados con variables predictoras altamente correlacionadas. Los rombos verdes son la proyección de los puntos, los cuadrados azules son puntos debidos al espacio nulo dentro del espacio latente y el círculo rojo es la solución mínimos cuadrados de la eq. (33). La elipse marca el límite del estadístico T2 con un nivel de confianza del 95 %.
	En la Figura 36 se representa, mediante la envoltura convexa de las soluciones calculadas según el procedimiento de la Figura 31, los valores de las variables predictoras que son factibles dentro del espacio de diseño relacionado con 𝑦𝑑𝑒𝑠. 
	/
	Figura 36. Espacio de entrada con las variables predictoras correlacionadas. En amarillo, la región de soluciones factibles dentro del espacio de diseño para ydes. Los rombos verdes representan los puntos en X. Los cuadrados azules provienen del espacio Q-nulo. Los puntos negros provienen del espacio W-nulo.
	Se evidencia la misma ortogonalidad entre las rectas definidas con los puntos negros y la que contiene a los puntos azules, pero se nota una gran diferencia en la envoltura convexa (en amarillo) respecto de la Figura 32 y Figura 34. Aquí se trata de una estrecha banda que se extiende en la dirección del espacio Q-nulo (cuadrados azules) con una anchura debido al espacio W-nulo (puntos negros) y acotada por el umbral del estadístico Q-residual. No sorprende esa pequeña variación permitida teniendo en cuenta que, al seleccionar dos variables latentes, solo queda cerca del 1 % de la varianza en X en el espacio residual.
	Como resumen de lo dicho hasta ahora, se tiene que, aunque la relación funcional entre X e y es la misma en todos los casos (eq. (39)), las regiones estimadas dentro del espacio de diseño, como consecuencia del espacio nulo, no lo son. De hecho, todos los núcleos son diferentes. Para probarlo analíticamente, se han utilizado directamente los coeficientes de la regresión correspondientes para obtener el espacio nulo bidimensional “a la vez” sin hacer distinción sobre la fuente de dicha variabilidad (espacios Q- o W-nulos).
	En el caso de una sola respuesta, el núcleo de la aplicación lineal queda definido por los coeficientes de la regresión b, (véase, por ejemplo, la página 137 en [67]), que es el vector normal del plano buscado. Con esta propiedad, las ecuaciones analíticas de los planos en las Figura 32, Figura 34 y Figura 36 son, respectivamente:
	(310) 
	Los dos primeros planos de la eq. (310) 𝜋1 y 𝜋2 corresponden a la situación de variables predictoras incorrelacionadas y son muy similares entre sí, la pequeña diferencia la aporta la incorporación de la segunda variable latente, que apenas modifica las predicciones calculadas con el modelo PLS de una sola variable latente (debido a la independencia de las variables en X), pero que cambia los espacios residuales y latentes. Estos espacios son completamente diferentes en el caso del tercer plano 𝜋3 obtenido con un modelo PLS con 2 variables latentes generado con variables de entrada correlacionadas.
	Aunque han de imponerse las restricciones para asegurar puntos factibles, los planos de la eq. (310) pueden ser útiles para tomar decisiones en algunas situaciones prácticas. Por ejemplo, suponiendo que existiera una limitación de X3 (un reactivo muy costoso o con escasez de algún material), la ecuación correspondiente impone las condiciones en las otras dos variables para mantener la respuesta predicha y proporciona alternativas para encontrar soluciones factibles después de aplicar las restricciones.
	La conclusión es que la descomposición del modelo depende de la información proporcionada por los datos. La correlación de las variables de entrada marca la forma y orientación de la PLS-box y, en consecuencia, también la estructura heredada impuesta en el espacio de entrada donde se encuentra el espacio de diseño.
	Por tanto, para un 𝑦𝑑𝑒𝑠 dado, el espacio de diseño debe definirse teniendo en cuenta todas las variaciones posibles en torno a una solución calculada mediante la inversión. En la Figura 32, Figura 34 y Figura 36 se ilustra que si solo se considera la parte del ker⁡𝐿 que proviene del espacio Q-nulo, el espacio de diseño se subestimará, y es necesario sumar los puntos del espacio W-nulo. Por otra parte, como se esperaba, el espacio de diseño depende, además del valor de la respuesta deseada, también de la estructura de X e y a través del modelo de predicción. 
	Los límites de los estadísticos Q y T2 cuando se usa un modelo PLS ayudan a definir el dominio de aplicabilidad y a controlar el proceso. En particular, se trata de cuánto del espacio residual está afectando al modelo, es decir, está dentro de la PLS-box o está controlado por el valor límite impuesto por el estadístico Q-residual.
	En los casos discutidos en esta sección, si solo se tiene en cuenta la capacidad de predicción del modelo PLS, la Tabla 31 y la Tabla 32 muestran que basta con una LV para el caso de variables predictoras incorrelacionadas (eso explica el 98.96 % de la varianza en y con menos del 37 % en X), y dos LV para el caso de variables correlacionadas (explicando el 98.62 % de y y el 98.8 % de X). Hay casi un 65 % de la varianza de X que no se tiene en cuenta en el primer caso, la cual se refleja en la región grande en la Figura 32, mientras que el espacio residual representará menos del 2 % de la varianza en X en el segundo caso, con una estrecha región relacionada con la inversión en la Figura 36.
	3.3.2.  SUBPRODUCTO EN LA PRODUCCIÓN DE ALÚMINA

	La tabla 2 en [] contiene los datos de un estudio para optimizar las condiciones tecnológicas en un proceso de carbonización, datos que se utilizan como representativos del proceso. Según sus autores, el proceso de carbonización de una línea de producción de alúmina consiste en separar el hidróxido de aluminio Al(OH)3 de una solución saturada de aluminato de sodio NaAlO2 como resultado de la reacción con dióxido de carbono CO2. Desafortunadamente el dióxido de silicio SiO2 presente en el aluminato de sodio también se separa y se mezcla con el hidróxido de aluminio extraído degradando su calidad.
	El contenido de SiO2 en Al(OH)3 es la característica registrada como respuesta en el conjunto de datos. Este consiste en 31 muestras del proceso de producción caracterizadas por las siete variables descritas en la Tabla 33.
	Tabla 33. Variables de proceso y atributos de los materiales para el proceso de fabricación de alúmina.
	Las siete variables presentadas funcionan como las variables predictoras para modelar la cantidad del subproducto SiO2 cuyo valor debe ser lo más bajo posible. Esta cantidad varía en los datos experimentales entre [0.0302, 0.0653].
	Después de autoescalar los datos de las matrices X(31x7) e Y(31x1), se ajusta un modelo PLS cuyas características se muestran en la Tabla 34. Al observar los porcentajes de varianza explicada al ir agregando variables latentes, se observa que, aunque la quinta variable latente captura más del 10 % de la varianza en X, no está relacionada con el contenido de SiO2 que se está ajustando, lo cual no es sorprendente pues el proceso no produce SiO2 sino alúmina. Además, la validación cruzada realizada con el sistema de “persianas venecianas” muestra una disminución sostenida de RMSECV hasta la cuarta variable latente, luego no se observa mejoría al agregar más variables latentes.
	Tabla 34. Varianza capturada por PLS al ir agregando variables latentes y su correspondiente RMSECV.
	El modelo de predicción PLS tiene cuatro variables latentes que explican el 72.79 % de la varianza entre las variables de entrada y el 97.38 % de la varianza de la respuesta Y. Los valores críticos al 95 % de nivel de confianza para los estadísticos Q y T2 son 5.26 y 12.12 respectivamente.
	Con la notación establecida en la sección 3.2. se tiene 𝑝=7, 𝑎=4 y 𝑞=1, y se deduce que, tanto el espacio W-nulo relacionado con el espacio residual descartado con la proyección como el espacio Q-nulo contenido en el espacio latente, son subespacios tridimensionales.
	En este caso se explora más profundamente el alcance de conocer la “forma” de las variaciones permitidas alrededor de cualquier punto dado, como consecuencia del espacio nulo, y si puede ser útil para una descripción general del espacio de diseño. Ya se ha dicho que la variabilidad en torno a un punto dado debido a los diferentes espacios nulos no depende de los valores de ydes o de los 𝐭𝑎 o 𝐱𝑑𝑒𝑠 calculados. Esto significa que se pueden explorar los puntos que pertenecen a los diferentes espacios nulos sin la necesidad de definir una calidad objetivo, lo que es lo mismo, considerando que el valor objetivo es cero (el valor medio de las respuestas en la escala original).
	Pensando entonces en el objetivo de describir el espacio de diseño y comenzando por el espacio W-nulo (Paso 6 de la Figura 31), se toman aleatoriamente 100 puntos, distribuidos uniformemente, dentro del hipercubo definido por los scores en las tres variables descartadas, Tr en la eq. (36), para después, multiplicando por los loadings Pr, reconstruir las correspondientes variables xr en la eq. (37). Así, todas las filas de Xr son vectores pertenecientes a ker⁡𝐿 y representan variaciones alrededor de cualquier punto en las variables de entrada que no modifican la respuesta predicha.
	En el caso del espacio Q-nulo, se aplican los pasos de la Figura 31 para 𝑦𝑑𝑒𝑠=0 y se calculan los scores para predecir ese valor objetivo utilizando los loadings en Q de la eq. (19). Independientemente del valor de ydes, no existe una solución única en la inversión matemática del modelo, sino infinitos vectores que pertenecen al subespacio vectorial de tres dimensiones Q-nulo dentro del espacio latente de cuatro dimensiones. De la misma manera que antes, se explora este espacio generando 𝑚=100 puntos aleatorios dentro del rango de los scores Ta de la eq. (36). Se calculan después las variables de entrada usando los loadings Pa para obtener X0.
	Tanto para X0 como para Xr, la restricción de pertenencia al rango de valores dentro de los scores correspondientes no garantiza que las soluciones obtenidas sean realmente válidas. Si se eliminan los objetos que están fuera del dominio o fuera de la PLS-box, X0 aún consta de 88 vectores (o puntos) del espacio Q-nulo y Xr de otros 71 del espacio W-nulo.
	La Figura 37 es el gráfico en coordenadas paralelas (PCP) de los puntos dados en la escala utilizada con el modelo PLS, es decir, con valores autoescalados. Cada punto está representado por una línea quebrada de izquierda a derecha que corta a cada línea vertical en su valor de coordenada correspondiente. Las líneas rojas discontinuas corresponden a X como referencia del domino de las variables de entrada. Las líneas azules continuas de la Figura 37(a) son puntos X0 del espacio Q-nulo y las de la Figura 37(b) son los puntos Xr del espacio W-nulo.
	//
	Figura 37. PCP con los puntos de X en líneas rojas discontinuas. Las líneas adicionales en azul continuas son puntos que provienen del espacio Q-nulo en (a) y del espacio W-nulo en (b).
	A primera vista, la Figura 37 muestra que, en ambos subespacios, los puntos están alrededor del vector nulo (que siempre pertenece al espacio nulo) pero afectan de manera diferente dependiendo de la variable que se esté observando, y a diferentes variables dependiendo del espacio nulo en cuestión.
	En la Figura 37(a), las líneas del espacio latente en el espacio Q-nulo evidencian un rango más corto de variación permitida para X3 y X4 que para el resto, especialmente X5. En cambio, en la Figura 37(b) para las líneas del espacio W-nulo, se nota menos variación permitida para X2 y X3, prácticamente no la hay para X5 pero es mayor en X4 que en la misma de la Figura 37(a). Claramente, los dos tipos de soluciones con predicción nula de la Figura 37, son diferentes y ejercerán un impacto distinto en el espacio de diseño.
	Por su estructura vectorial, toda combinación lineal de los vectores de estos subespacios nulos también pertenece al núcleo, de manera que se puede sumar a cualquier conjunto de valores de las variables de entrada sin afectar a la respuesta deseada, pero que sí modifica los valores de los estadísticos Q y T2, pudiendo provocar incluso que esos nuevos puntos estén fuera del dominio. Por supuesto, se puede reducir la magnitud de los valores en X0 y en Xr para que la región encerrada por los puntos con predicción nula sea más pequeña y, por lo tanto, constituya una mejor estimación de la parte de ker⁡𝐿 relacionada con la definición de espacio de diseño correspondiente. A pesar de ello, una vez que se tienen disponibles las soluciones válidas de X0 y Xr dentro del dominio y de la PLS-box, es importante tener en cuenta que, aunque cualquier combinación lineal de elementos del ker⁡𝐿 pertenece también al ker⁡𝐿, solo las combinaciones convexas (aquellas con coeficientes positivos cuya suma es uno) de puntos en X0 y Xr resultan ser soluciones factibles para describir el espacio de diseño.
	Para ilustrar el sentido práctico de la anterior descripción, se considera, por ejemplo, una respuesta objetivo de 0.0302 (mínimo real en el dominio definido) y se buscan los valores de las variables de entrada que predicen con el modelo PLS esa pequeña cantidad de subproducto de la reacción.
	Para la inversión algebraica, se buscan los scores 𝐭𝑑𝑒𝑠 tales que cumplan 𝑦𝑑𝑒𝑠=𝐭𝑑𝑒𝑠𝐐𝑇, donde 𝑦𝑑𝑒𝑠 es el valor autoescalado de la respuesta deseada 0.0302. La resolución de la ecuación por mínimos cuadrados proporciona únicamente la solución con un score no nulo 𝑡,0,0,0. Los valores reconstruidos de xt definen una solución no factible porque, aunque tiene un valor para Q-residual nulo y dentro de los límites de confianza para T2, xt está fuera del dominio definido por el rango de X. Así que se toma otra solución de la eq. (33) que sea factible al reconstruir las variables predictoras correspondientes. La solución será denotada como 𝐱𝑑𝑒𝑠.
	La fila 2 de la Tabla 35 contiene los valores de 𝐱𝑑𝑒𝑠 correspondientes después de deshacer el escalado. Estos valores calculados en la inversión del modelo no son muy diferentes de los valores reales con los que se obtuvo 0.0302 de contenido de SiO2 en AL(OH)3 los cuales, para poder compararlos, se muestran en la fila 1. Además, en las dos últimas filas de la Tabla 35, está el rango de cada variable de entrada que define el dominio establecido en el problema.
	Respetando las filas de las matrices representadas en la Figura 37, se puede agregar cualquiera de ellas sin modificar los ydes predichos. Sin embargo, una vez más, incluso en este caso en el que haya seguridad de que ambas matrices X0 y Xr estén dentro del dominio y en la PLS-box, todavía no se tiene la seguridad de que la suma de estos puntos a un 𝐱𝑑𝑒𝑠 concreto (no nulo) proporcione soluciones factibles. Se insiste en que esta suma sólo significa que no se altera la respuesta predicha. En términos teóricos algebraicos, la propiedad de estar dentro del ker⁡𝐿, por sí sola, no da ninguna información sobre la factibilidad de las soluciones obtenidas al sumárselo a uno de esos puntos, independientemente de si pertenece al espacio W-nulo o proviene del Q-nulo.
	Tabla 35. Valores de las siete variables de entrada para obtener un contenido de 0.0302 de SiO2. La primera fila contiene las condiciones experimentales en el conjunto de entrenamiento.
	Una vez impuestas las restricciones para los valores obtenidos al añadir filas de X0 y Xr y sumárselos a 𝐱𝑑𝑒𝑠, las filas 3 a 14 de la Tabla 35 muestran algunos de los puntos factibles resultantes que se espera que den un contenido de 0.0302 de SiO2. Las filas 15 y 16 muestran el rango de estas soluciones.
	Al comparar el rango en las filas 15 y 16 con el rango permitido de las dos últimas filas, se observa que el espacio de diseño relacionado con el contenido mínimo del subproducto es una subregión del hipercubo definido como dominio de definición. Esta región también es un hipercubo, puesto que cualquier combinación convexa entre las filas 2 a 14 de la Tabla 35, proporciona una solución del problema de inversión que se está abordando.
	En el marco de la tecnología analítica de procesos (PAT), la Tabla 35 puede ser útil para corregir las desviaciones en algunas variables de proceso o en algunos atributos de los materiales, sobre todo en aquellas que son directamente controlables. Por ejemplo, la relación entre las concentraciones de SiO2 y de Al2O3 (X3) disminuye de 623 a 570 de la fila 4 a la 5. Siguiendo dichas filas, para obtener la misma respuesta, se puede compensar la disminución mencionada reduciendo tanto la concentración alcalina total (X1) hasta 106.7, como la concentración de aluminio de la solución original (X2) hasta 81.0, junto con una leve reducción de la concentración alcalina total de la solución después de interrumpir la conexión de CO2 (X4) y menos tiempo de espera de la solución antes de desconectar el CO2 (X6). Al mismo tiempo la velocidad de descomposición (X5) debería aumentar hasta 83.9 y también hasta 2.38 el tiempo de conexión del CO2 (X7).
	Como, además, cualquier combinación convexa de soluciones también proporciona una solución factible, no es necesario que las variables de entrada tomen los valores exactos de la Tabla 35. Siguiendo con el ejemplo, esto significa que se puede usar la información de la Tabla 35 para cualquier valor de X3 entre 570 (mínimo) y 645 (máximo), siempre que se mantenga la relación entre las filas. Por ejemplo, X3 = 615 no está en la Tabla 35 y es el resultado de la combinación convexa 570∙0.4+645∙0.6, valores en las filas 5 y 8. Luego, con la misma combinación convexa, las variables de entrada restantes serán X1 = 110.9, X2 = 86.9, X4 = 119.1, X5 = 80.0, X6 = 1.60 y X7 = 2.31 y se modifican las variables de proceso controlables para compensar la variabilidad en las materias primas.
	3.3.3.  EXTRACCIÓN CON DIÓXIDO DE CARBONO SUPERCRÍTICO

	Zhang y otros en [] describen la optimización de un proceso de extracción de aceite utilizando dióxido de carbono supercrítico. La tabla 1 en [69] muestra la configuración de tres variables de proceso y las respuestas correspondientes (resultados experimentales) obtenidos al realizar un diseño de experimentos de Box-Behnken en un dominio cúbico para ajustar un modelo polinómico de segundo orden, en el contexto de la bien conocida estrategia experimental Metodología de Superficie de Respuesta (RSM), ver por ejemplo [].
	El proceso depende de tres factores o variables de proceso que se describen en las tres primeras filas de la Tabla 36, junto con los valores mínimo y máximo de cada una de ellas que definen el dominio experimental. La última fila corresponde a la respuesta, porcentaje de rendimiento de aceite de la semilla de la planta Nepenthes Glandulifera. La respuesta del modelo y su rango se muestran en la última fila, que es el porcentaje de rendimiento de aceite obtenido con los experimentos tal y como se informa en el documento original.
	Tabla 36. Dominio experimental, respuesta y condiciones óptimas determinadas en la Ref. [69] para el proceso de obtención de rendimiento de aceite de N. Glandulifera.
	Con los datos experimentales, el rendimiento máximo de aceite obtenido es 37.1 %, sin embargo, con la ayuda del modelo ajustado los autores estiman un rendimiento máximo alcanzable de 38.19 % mostrado en la última columna de la Tabla 36. Los valores calculados están en la frontera del dominio experimental porque se alcanzan para el valor máximo de la velocidad de flujo de CO2, 22 L h-1.
	Con fines comparativos, pero para evitar trabajar en la frontera, se establece el valor objetivo de 𝐲𝑡 igual al 38 %, valor mayor que el mejor rendimiento de aceite obtenido experimentalmente.
	Para buscar las variables de proceso, se invierte el modelo PLS construido con los mismos datos (disponibles en el propio documento). Se ajusta un modelo de grado 2 según la eq. (311), lo que significa que no existe una relación lineal entre las tres variables de proceso y el rendimiento del aceite por lo que no es posible la inversión algebraica. Se desarrolla esta idea a continuación.
	(311) 
	Como para ajustar un modelo de segundo orden utilizando un método lineal como PLS no es suficiente considerar solo las 3 variables de proceso, se considera la matriz predictora X formada por 9 columnas que se corresponden a los valores de las 3 variables de proceso y las añadidas con cuadrados y productos cruzados, estas últimas de acuerdo con el segundo sumando de la eq. (311). Al estar tanto X como y autoescaladas, no es necesario considerar un término independiente para el modelo de predicción.
	Con estas matrices X-y, se ajusta un modelo PLS con 3 variables latentes que explican el 33.95 % de la varianza en las variables predictoras y el 99.04 % de la varianza en la respuesta. La Figura 38 representa el espacio latente tridimensional con los scores de X representados con rombos verdes.
	Así pues, para el modelo PLS, es 𝑝=9, 𝑎=3 y 𝑞=1, de modo que el espacio Q-nulo dentro del espacio latente es bidimensional, es decir, un plano en el espacio latente tridimensional.
	/
	Figura 38. Espacio tridimensional de scores. Los rombos verdes son los scores de X, los puntos rojos simbolizan el espacio Q-nulo donde los más gruesos están dentro del espacio latente con valores de T2 por debajo del nivel de confianza al 95 %.
	3.3.3.1.  INVERSIÓN ALGEBRAICA

	Se comienza invirtiendo algebraicamente el modelo siguiendo el procedimiento detallado al comienzo de la sección 3.2. y resumido en la Figura 31, con los loadings de y y el valor deseado 𝐲𝑡. De manera que, sumando vectores del espacio Q-nulo (Paso 4 cuando 𝑎>1) se obtienen los scores representados con puntos rojos en la Figura 38, donde los más gruesos son los están dentro de la PLS-box. Es claro que los puntos rojos comparten la propiedad de tener 𝐲𝑡 como respuesta predicha, por lo que el plano al que todos pertenecen coincide con el espacio Q-nulo bidimensional ya mencionado correspondiente a 𝐲𝑡.
	Al haber escogido 𝐲𝑡 fuera del rango de los valores alcanzados de y, no hay scores de X en ese plano. Se trata de determinar si hay valores de las variables de proceso para obtener 𝐲𝑡 y, en ese caso, describir el espacio de diseño a su alrededor. Este espacio de diseño estará dentro del dominio experimental tridimensional representado en la Figura 39, donde nuevamente, los rombos verdes son los valores de los factores experimentales en el diseño realizado.
	Los círculos rojos de la Figura 39 representan los valores de los factores experimentales correspondientes a los scores calculados con la eq. (35) en el Paso 5 de la Figura 31, representados con el mismo color en la Figura 38 y que pertenecen tanto al dominio experimental como a la PLS-box. La posición extrema de los scores ya mencionada en el espacio latente coloca sus correspondientes variables de proceso cerca de la frontera del dominio, lo que explica los pocos valores obtenidos.
	El siguiente paso es explorar la variabilidad que generan los residuos de la proyección en el espacio latente, la cual no se tuvo en cuenta durante la inversión. Una forma de describirla es considerando puntos en el espacio W-nulo definidos por la proyección, por ejemplo, utilizando la base de los loadings descartados. A continuación, según el Paso 6 de la Figura 31, se suman estos puntos a los calculados durante el proceso de inversión sin cambiar la respuesta predicha, aunque añaden dispersión al espacio X. De esta manera, describen mejor el espacio de diseño asociado a un rendimiento del 38 %, que es el definido.
	Estos vectores quedan representados por pequeños puntos negros en la Figura 39, después de eliminar las soluciones que se salen del dominio experimental o de la PLS-box (Paso 7 de la Figura 31).
	/
	Figura 39. Dominio experimental. Los rombos verdes son los experimentos realizados. Los círculos rojos corresponden a los mismos en la Figura 38 (espacio Q-nulo). Los puntos negros están dentro del espacio W-nulo. Los cuadrados rosas son los puntos encontrados en la inversión computacional para un rendimiento del 38 %. El triángulo azul marca la posición obtenida con la inversión computacional cuando se maximiza el rendimiento.
	Como se puede apreciar, estos puntos negros del espacio W-nulo se extienden en líneas paralelas a la definida por los puntos del espacio Q-nulo (círculos rojos) en una región más amplia del dominio experimental. En cualquier caso, todas las soluciones apuntan a que el tercer factor, velocidad de flujo de CO2, está en un nivel muy alto.
	3.3.3.2.  INVERSIÓN COMPUTACIONAL PARA EL OBJETIVO DE 38 %

	No obstante, estos cálculos en 3.3.3.1. , no son del todo correctos debido a que la inversión del modelo PLS proporciona valores para nueve coordenadas, calculadas sin tener en cuenta la relación precisa que existe entre las nueve columnas que componen la matriz de predicción X completamente determinada por las tres primeras columnas, siguiendo el modelo de la eq. (311). Esta relación entre las seis últimas coordenadas con las tres primeras no se mantiene al invertir la aplicación lineal con el proceso de inversión directa. 
	En realidad, para realizar la Figura 39 se han descartado las seis últimas coordenadas de los puntos y solo se han representado las tres primeras, que son los puntos negros y rojos. De hecho, si se consideran solo esas tres coordenadas y se aplica el modelo PLS, el rendimiento de aceite predicho varía entre 33.6 y 38.1 %, es decir, algunas predicciones quedan lejos del esperado 38 % y, además, con casi el mismo rango de variación que los propios valores experimentales que van del 31.9 al 37.1 % (Tabla 36).
	Consecuentemente, como hay que mantener la relación entre las 3 primeras columnas y las 6 últimas, la inversión algebraica en la forma descrita no es posible en este caso.
	Sin embargo, la inversión propuesta en el Capítulo 2 [1] sigue siendo viable, puesto que funciona manteniendo el espacio tridimensional de búsqueda definido en el problema. En este caso, el dominio es el dominio experimental tridimensional donde varían los factores o variables de proceso. Una vez que se define este dominio, el procedimiento de inversión consiste en un algoritmo genético elitista que buscará condiciones experimentales dentro del dominio definido e imponiendo las restricciones dadas por los estadísticos Q y T2, de manera que el algoritmo evoluciona siempre usando soluciones válidas para el proceso.
	Aunque los detalles del algoritmo genético ya se han visto en el Capítulo 1, se resumen aquí de manera breve para este caso de estudio. Se comienza con una población inicial de elementos seleccionados al azar en el dominio de las tres variables de proceso e imponiendo que estén dentro de la PLS-box, es decir, que las estimaciones de los estadísticos Q-residual y T2 en los puntos, sean menores de 12.45 y 11.47 respectivamente, que son sus límites con un nivel de confianza del 95 %. A continuación, evoluciona durante un número determinado de generaciones creando nuevas soluciones potenciales, siempre dentro del dominio y de la PLS-box, y con porcentajes crecientes del rendimiento de aceite predicho. En la población inicial se puede incluir cualquier solución potencial deseada, como por ejemplo, soluciones ya conocidas debido a ejecuciones previas o también condiciones de diseños realizados o puntos generados a partir de la solución algebraica de la eq. (33), etc. Al final, los mejores sobrevivirán al proceso de evolución.
	En este caso concreto y para el valor escalado correspondiente al 38 % como valor objetivo, se ejecuta el algoritmo para una población de 100 individuos eligiendo la población inicial aleatoriamente dentro del dominio experimental. En cada generación posterior se generan 100 nuevos descendientes seleccionando secuencialmente (al azar y con probabilidad uniforme) pares de soluciones de la población y cruzamiento simple (un punto) entre cada par, forzando a que los descendientes sean diferentes a sus padres. El 10 por ciento de los descendientes resultantes se mutan dentro del dominio.
	Se calcula la predicción con el modelo PLS de las nuevas soluciones, y a partir de las que están dentro del dominio y de la PLS-box, la siguiente población estará compuesta por las 100 soluciones con valores predichos más cercanos al valor deseado. Se detiene la evolución después de 300 generaciones resultando en una población final en la que todas las soluciones predicen el valor objetivo.
	Los diferentes valores de las variables de proceso de la población final se representan como cuadrados rosas en la Figura 39, estimaciones discretas de soluciones en el espacio de diseño para la respuesta objetivo. No están lejos de los círculos rojos, procedentes del espacio Q-nulo teórico y están cerca de la región de posible dispersión de soluciones debido al espacio W-nulo relacionado con el espacio residual del modelo PLS, marcado con los puntos negros. Sin embargo, además de predecir el mismo rendimiento, los puntos rosas (soluciones verdaderas de la inversión) no definen ninguna relación matemática reconocible, ni siguen la dirección marcada por los puntos rojos ni la de los puntos negros.
	3.3.3.3.  INVERSIÓN COMPUTACIONAL PARA MAXIMIZAR EL RENDIMIENTO DE ACEITE

	El proceso evolutivo buscando mejorar una propiedad determinada mediante valores dentro del espacio experimental es la base del procedimiento computacional explicado anteriormente. En la sección 3.3.3.2. el objetivo era mejorar el porcentaje del rendimiento de aceite dentro del dominio experimental bajo el criterio de acercarse al 38 %.
	También se puede abordar directamente el problema, reconduciendo la evolución, de buscar el rendimiento máximo de aceite alcanzable en el dominio, invirtiendo el mismo modelo PLS sin forzar un valor predicho definido a priori. Para ello, la modificación del criterio implica un pequeño cambio con respecto al proceso de evolución ya explicado: la actualización de la población en cada generación se realiza seleccionando los puntos con mayor predicción, que son los que perviven para la próxima generación.
	Cuando se utiliza el criterio de maximizar el rendimiento de aceite en este dominio, la población converge a una solución única con un rendimiento de aceite estimado del 38.19 % con las mismas variables de proceso que en la última columna de la Tabla 36. Estas condiciones experimentales se representan en la Figura 39 por un triángulo azul, que se sitúa alrededor de los cuadrados rosas, más lejos de los círculos rojos.
	3.3.4.  PRESIÓN DE VAPOR DE UNA TORRE DE DESTILACIÓN (CONJUNTO GRANDE DE DATOS)

	Es este caso, se trata de estudiar un proceso en dimensión más alta para ilustrar que el procedimiento es completamente generalizable, aunque la visualización resulta más difícil al aumentar la dimensión de los espacios en estudio.
	Los datos de este caso se encuentran en https://openmv.net/info/distillation-tower donde no se especifica la fuente industrial de donde proceden. Corresponden a 253 muestras medidas durante dos años y medio conteniendo 26 variables de una columna de destilación. Además, los nombres de variables se codifican para que los detalles del proceso no se divulguen. Los nombres proporcionados se encuentran en la Tabla 37 donde sólo se puede identificar el tipo de variables: hay temperaturas, flujos, diferentes presiones, etc., condiciones del proceso cuando se tomaron las muestras. El rango de estas variables también está en la Tabla 37 que refleja el dominio definido para las variables de proceso. La última fila, Presión de vapor, es una variable de calidad medida en el laboratorio. Por lo tanto, 𝑝=26 y 𝑞=1.
	Algunas variables de proceso están bastante correlacionadas entre ellas con valor de correlación muy alto. Aproximadamente el 13 % de los coeficientes de correlación son, en valor absoluto, mayores que 0.9, mientras que el 61 % son inferiores a 0.5 (de nuevo, en valor absoluto). Para el ajuste de la variable respuesta de calidad predicha con PLS, el RMSECV mantiene una lenta disminución hasta siete variables latentes. A partir de la tercera variable latente la varianza explicada por ellas es principalmente de X. En cualquier caso, el modelo PLS seleccionado requiere siete variables latentes 𝑎=7, después de eliminar 18 muestras debido a sus residuos estandarizados, que salen fuera del intervalo −3,3, o debido a sus altos valores en los estadísticos Q-residual o/y T2. El modelo resultante explica el 95.7 % de la varianza de X con el 97.3 % de la varianza de Y, con un coeficiente de determinación en validación cruzada del 96.9 % estimado, extrayendo muestras aleatorias con 15 divisiones y 5 iteraciones.
	Tabla 37. Variables de proceso con sus rangos para el caso estudio de la torre de destilación. La última fila contiene la variable de calidad (respuesta) Y.
	        Variable
	Mínimo
	Máximo
	X1
	Temp1
	111.03
	168.04
	X2
	FlowC1
	174.74
	505.67
	X3
	Temp2
	318.45
	406.74
	X4
	TempC1
	75.59
	132.20
	X5
	Temp3
	420.78
	528.08
	X6
	TempC2
	419.02
	526.39
	X7
	TempC3
	119.21
	229.41
	X8
	Temp4
	124.60
	235.62
	X9
	PressureC1
	199.82
	254.59
	X10
	Temp5
	418.62
	524.79
	X11
	Temp6
	419.30
	525.31
	X12
	OC1
	1.86
	8.50
	X13
	Temp7
	890.11
	1179.20
	X14
	Temp8
	421.45
	557.36
	X15
	TempC9
	34.51
	99.98
	X16
	FlowC2
	61.14
	83.59
	X17
	Temp9
	400.32
	507.31
	X18
	Temp10
	432.45
	547.13
	X19
	FlowC3
	4.62
	8.85
	X20
	FlowC4
	5.85
	10.76
	X21
	Temp11
	12.89
	35.53
	X22
	Temp12
	419.43
	526.14
	X23
	InvTemp1
	1.90
	2.38
	X24
	InvTemp2
	2.46
	3.14
	X25
	InvTemp3
	1.97
	2.50
	X26
	InvPressure1
	3.71
	4.66
	Y
	Presión de vapor
	25.16
	64.31
	El espacio Q-nulo es por lo tanto un espacio de seis dimensiones en el espacio latente, mientras que el espacio W-nulo está en un espacio de 19 dimensiones. Al estimar directamente los puntos de los espacios nulos, sin un valor de calidad objetivo, se muestra en la Figura 310 la gráfica de coordenadas paralelas para los puntos que ya están dentro del espacio de entrada (26 dimensiones) para matrices X0 en líneas continuas azules y Xr en líneas punteadas rojas. X0 proviene del espacio Q-nulo siguiendo la eq. (35) con scores objetivo nulos, mientras que Xr contiene puntos en el espacio W-nulo, calculados en la eq. (37). En ambos casos, se quitaron los puntos que quedaban fuera del dominio o fuera de la PLS-box.
	Claramente, se ve que hay mucha más variación permitida alrededor de cualquier variable al tomar puntos del espacio nulo procedente del espacio latente, líneas azules, que cuando los puntos se toman del espacio nulo en el espacio residual, en rojo, que en cualquier caso, es claro que representan efectos distintos sobre el espacio de diseño. Esto es consistente con la varianza de X que queda en el espacio residual, a pesar de ser un subespacio de dimensión 19. Aun así, sin modificar la respuesta predicha, la variación permitida alrededor de algunas variables es mayor debido al espacio W-nulo, en rojo, como son las variables: X5, X6, X10, X11, X17, X22, X23 y X25.
	/
	Figura 310. Espacio de variables de proceso para la sección 3.3.4. Las coordenadas paralelas dibujan los puntos en el núcleo del modelo PLS ajustado. Las líneas continuas azules son puntos en el espacio Q-nulo y las líneas punteadas rojas son puntos en el espacio W-nulo.
	3.4.  CONCLUSIONES

	Tratándose de modelos predictivos, cuando se trabaja con modelos lineales como PLS, parte del espacio de diseño estimado está relacionado con el núcleo definido por la aplicación lineal. A través de algunos casos de estudio, se ha mostrado la necesidad de tener en cuenta también la parte del núcleo debido al espacio residual ortogonal.
	La primera sección 3.3.1. destaca la necesidad de tener en cuenta también lo que se ha denominado espacio W-nulo y la estrecha relación entre el conjunto de datos de entrenamiento y el modelo PLS ajustado.
	En la sección 3.3.2. se observa que, aunque se haga una descripción del núcleo asociado al modelo PLS, bien directamente con los coeficientes de regresión, bien en dos pasos explorando los espacios Q- y W-nulos, esto no ayuda a construir soluciones factibles, porque, aunque el núcleo sea intrínseco a la aplicación lineal, su impacto en el espacio de diseño depende de la característica de calidad deseada. También hay que tener en cuenta que el marco de la PAT incluye el uso del proceso para compensar las desviaciones en algunos valores de las variables de proceso o de atributos (sobre todo para las variables que no pueden modificarse directamente). En este caso se da un ejemplo de cómo hacer esta compensación con la información obtenida con los puntos del núcleo del correspondiente modelo PLS ajustado, para predecir el contenido de un subproducto en el proceso de producción de hidróxido de aluminio Al(OH)3.
	En la sección 3.3.3. con un proceso de extracción de aceite de N. Glandulifera, se utiliza PLS para describir una relación no lineal entre las variables de proceso y las características de calidad. De manera que, al no haber una solución algebraica para la inversión, la solución computacional proporcionada en el capítulo anterior aún permite la exploración del espacio de diseño.
	La última sección 3.3.4. para un conjunto de datos grande (en una dimensión mayor), se ilustra con el mismo procedimiento de estimación la misma situación, pero no es posible la visualización en coordenadas cartesianas del espacio convexo que está dentro del espacio de diseño en el que la respuesta predicha no cambia.
	Capítulo 4. UTILIDAD DE LA INVERSIÓN DE MODELOS DE MÍNIMOS CUADRADOS PARCIALES PARA PROBLEMAS DE MODELADO DE CLASES
	RESUMEN
	En este capítulo se utiliza PLS-CM (Mínimos Cuadrados Parciales para Modelado de Clases), y la inversión de modelos para problemas que no son propiamente de Control de Procesos. Como ejemplos, se va a utilizar en la clasificación de alimentos de alto valor añadido, o para la detección temprana de tumores malignos.
	Seleccionando el umbral de decisión para una sensibilidad 1−𝛼 prefijada, y la correspondiente especificidad 1−𝛽, se buscan los valores de las variables predictoras relacionadas con cada uno de los modelos construidos para describir las características de los objetos discriminantes.
	La caracterización de los hiperplanos discriminantes en el espacio latente permite definir direcciones, en función de  para pasar de una clase a otra. Las soluciones en el espacio de entrada de la inversión del modelo de predicción PLS, muestran cómo modificar las variables (siempre que sean manipulables) para salir de un modelo y pasar a pertenecer a otro.
	Además, mediante la construcción de un intervalo de tolerancia que contiene un determinado porcentaje de la población para un nivel de confianza dado, la inversión de PLS-CM obtiene los objetos del dominio cuyas imágenes pertenecen a dicho intervalo.
	4.1.  INTRODUCCIÓN

	Las técnicas de modelado de clases [] se centran en la capacidad de los modelos de clase construidos para reconocer sus propios objetos (sensibilidad del modelo de clase calculado) y rechazar todos los demás (especificidad). Esta información que los modelos proporcionan sobre las categorías modeladas es relevante, por ejemplo, en aplicaciones recientes para caracterizar alimentos o bebidas con calidad reconocida, tales como vinos o aceites con denominación de origen [, , ]; combinado con técnicas espectroscópicas y cromatográficas para caracterizar el té verde []; para la verificación de autenticidad alimentaria [] o la detección de adulteraciones []; roturas de la cadena de frío en el atún []; detección de vapores nitro-explosivos []; etc.
	El método de mínimos cuadrados parciales para modelado de clases (PLS-CM) [] es una técnica que trabaja definiendo implícitamente modelos de clase con valores predefinidos de sensibilidad y especificidad, o al menos, los más cercanos posibles a los deseados con los datos disponibles. A diferencia de PLS para análisis discriminante [,], que utiliza también un modelo de regresión PLS con respuesta binaria, PLS-CM usa las funciones de densidad para cada clase, ajustadas a los valores predichos, para definir un valor crítico que actúa como un límite de decisión, en lugar de definirlo frente a las propias predicciones (distribuciones discretas).
	Xu y otros [], construyen modelos para una sola clase bajo el mismo acrónimo PLS-CM, pero proponen un intervalo de confianza de la forma 1−𝜇𝑟±𝑧1−𝛼2𝜎𝑟 donde 𝜇𝑟, 𝜎𝑟 son estimaciones de la media y la desviación típica de los residuos de un modelo PLS con respuesta constante (la matriz de respuesta Y es un vector de unos), y 𝑧1−𝛼2 es el valor crítico de la distribución normal estándar para un nivel de significación de . Las nuevas muestras estarán dentro del modelo de clase si sus respuestas predichas 𝑦𝑢𝑛 pertenecen al intervalo.
	Algunos años antes, Ortiz y otros [80] con problemas de dos clases y respuestas binarias en Y, ya habían utilizado intervalos de confianza como modelos para las clases. En este caso, el intervalo de confianza calculado es el que corresponde al valor medio de las respuestas predichas en cada categoría, teniendo en cuenta la distribución de probabilidad de esas respuestas predichas en cada categoría por separado. En el año 2006 [], ya se calculan los diferentes modelos de clase que se pueden obtener modificando el valor crítico y se describen en forma de curvas de riesgo (errores de tipo II frente a tipo I) que representan las probabilidades de “falso incumplimiento” frente a las de “falso cumplimiento”. Un procedimiento para estimar el comportamiento de los diferentes modelos PLS-CM en predicción (una curva de riesgo en validación cruzada) se encuentra en []. Dentro del contexto general de la curva ROC (Curva Operador-Receptor), que representa tasas de verdaderos positivos frente a tasas de falsos positivos, Brown y Davis  publicaron la manera de calcularla, en código MATLAB, para el caso de distribución normal para ambas categorías.
	En cualquier caso, para uno de esos umbrales de decisión, las técnicas para invertir un modelo PLS vistas en el Capítulo 2 de esta tesis y publicadas en [1], se pueden aplicar para buscar los valores de las variables (en el espacio de las variables predictoras) que representarían lo que se puede llamar el típico objeto que pertenece a la “frontera” de separación de los modelos de clase construidos para los valores de sensibilidad y especificidad elegidos. La sección 4.2. ilustra el procedimiento con dos ejemplos.
	4.2.  RESULTADOS Y DISCUSIÓN

	Para ilustrar el método y diferentes posibilidades de utilización para tomar decisiones, se usarán dos casos con datos reales de la literatura.
	4.2.1.  VINOS TINTOS DE LA RIOJA

	En el primer caso, se va a utilizar un conjunto de datos de 128 vinos tintos jóvenes de la Denominación de Origen Calificada (DOC) Rioja []. Los vinos se caracterizan por seis variables relacionadas con las medidas fisicoquímicas del color. Los catadores expertos de la DOC clasifican cada vino “aceptable” o “no aceptable” en función de su color. Los vinos rechazados por los catadores no pueden llevar la etiqueta oficial de la DOC y, por supuesto, no pueden comercializarse como vinos DOC Rioja.
	Sin pérdida de generalidad se codifican como “1” a los vinos de la clase “aceptados” y “-1” a los de “rechazados”. Por lo tanto, la matriz de predicción X es de 128 filas por 6 columnas y la respuesta es un vector Y de valores binarios, -1 para vinos no válidos y 1 para los válidos. Se ajusta un modelo PLS, con X e Y autoescalados, de tres variables latentes que explica el 91.01 % de la varianza en X y el 72.86 % de la de Y.
	Las distribuciones de probabilidad ajustadas a las respuestas han sido una distribución beta altamente asimétrica (1.96, 0.85 parámetros de forma y -0.67, 1.16 parámetros de localización) para los vinos aceptados y una distribución normal (de media -0.95 y desviación típica 0.45) para los no aceptados. Con estas distribuciones y diferentes umbrales de decisión d0 se obtienen los distintos valores de sensibilidad y especificidad para el modelo de la clase de vinos aceptables. Aunque en esta situación de dos clases, una vez definido el umbral, como cada vino se asigna a una de ellas, la sensibilidad y la especificidad de la clase “aceptados” coinciden, respectivamente, con la especificidad y la sensibilidad de la clase “rechazados”.
	La curva ROC para los modelos de clase definidos cuando se mueve el umbral de decisión está (en línea rosa) en la Figura 41. Como referencia, se muestran las curvas escalonadas obtenidas con PLS-DA que hace una estimación discreta: en azul con el conjunto de entrenamiento y en verde la estimación en predicción calculada mediante validación cruzada.
	/
	Figura 41. Curvas ROC para los vinos “aceptados”: curvas discretas estimadas con PLSDA (azul el conjunto de entrenamiento y verde en validación cruzada) y curva teórica obtenida con PLS-CM (rosa).
	En la Figura 42, se representan las dos funciones de densidad superpuestas sobre los histogramas de las distribuciones de frecuencias de los vinos aceptados en azul y los vinos no aceptados en rojo. Se representa también el umbral de decisión d0 que da los mismos valores de sensibilidad y especificidad.
	/
	Figura 42: Funciones de densidad sobre los histogramas de frecuencias para los vinos aceptados en azul y los vinos no aceptados en rojo. d0 es el umbral de decisión que define un modelo con la misma sensibilidad que especificidad.
	De los posibles modelos calculados con PLS-CM, se selecciona aquel para el cual se esperan los mismos valores de sensibilidad y especificidad, 0.954 para este caso, lo que se obtiene con 𝑑0=−0.196, es decir, si 𝑦≥𝑑0 el vino es aceptado.
	Al utilizar 𝑑0 como valor objetivo, la inversión del modelo PLS proporciona puntos en el espacio de entrada (donde varían los objetos) cuya respuesta predicha será precisamente el umbral de decisión 𝑑0. Se va a aplicar el procedimiento para tres valores habituales de sensibilidad: 0.99, 0.95 y 0.90.
	La Figura 43 muestra las soluciones que predicen esos umbrales tanto en el espacio de variables de entrada como en el espacio latente. En concreto, la Figura 43a) representa las variables originales no autoescaladas en el espacio de entrada definido por X, en forma de PCP (gráfico en coordenadas paralelas), y la Figura 43b) muestra su proyección (scores) en el espacio latente tridimensional. En ambos casos, las soluciones en azul (líneas de puntos o rombos) son para el modelo de clase cuya sensibilidad es 0.99 que conlleva una especificidad 0.89; en rojo (líneas continuas o cuadrados) son para el modelo de clase equilibrado con la misma sensibilidad y especificidad igual a 0.954 y, por último, en verde (líneas o triángulos), son para el modelo de clase con sensibilidad 0.90 y especificidad 0.98.
	/ // /
	Figura 43.Objetos discriminantes: a) en el espacio de variables de entrada, b) en el espacio latente. En azul para el modelo de clase con sensibilidad 0.99 y especificidad 0.89; en rojo para el modelo de clase equilibrado con sensibilidad y especificidad igual a 0.945; en verde para el modelo de clase con sensibilidad 0.90 y especificidad 0.98.
	Al haber una sola respuesta, el subespacio Q-nulo es un hiperplano, en realidad,  un plano en el espacio latente de dimensión tres. Consecuentemente, la proyección de las soluciones calculadas en el espacio latente estará en el subespacio tridimensional correspondiente, y la Figura 43b) muestra cómo se encuentran en diferentes planos del espacio latente.
	Como consecuencia del criterio usado, los objetos del espacio de las variables de entrada X, en la Figura 43a), están en la frontera de los distintos modelos de clase. Aunque no parece percibirse la estructura, sí es claro, por ejemplo, que los objetos discriminantes para el modelo de clase en líneas continuas rojas corresponden a valores más centrados en todas las variables, además de ocupar una posición intermedia también entre los scores.
	Desde un punto de vista práctico, es interesante notar que la probabilidad de estar en el modelo de clase de vinos aceptados aumenta cuando, gráficamente, en el espacio latente los scores cercanos a los rombos azules se mueven hacia scores por encima del plano que definen los puntos verdes.
	Lógicamente, cada vino se proyecta en una única posición y su aceptación o rechazo depende de la sensibilidad y especificidad del modelo con el que se toma la decisión. Sin embargo, para una sensibilidad fija, se pueden calcular los scores necesarios para moverse en la dirección en que mejora el color del vino, hasta hacerlo aceptable, lo que hace que disminuya .
	Como ejemplo, se considera el modelo de clase equilibrado (representado en rojo con sensibilidad y especificidad iguales a 0.954) y se considera uno de los vinos rechazados con el modelo (fuera del modelo de clase de los vinos aceptados, con una probabilidad de 0.046 de ser rechazado erróneamente), 𝑥0.
	La proyección de este punto en el espacio latente es el cuadrado en rojo de la Figura 44, donde el plano discriminante se representa en gris calculado como la envoltura convexa de los puntos rojos en la Figura 43b) ilustrando la variabilidad debida al espacio nulo. Como referencia, también se representan los scores del conjunto de entrenamiento: cruces rojas para los vinos rechazados y puntos azules para los aceptados.
	Las flechas de la línea negra de la Figura 44 marcan la dirección y sentido ideal que apunta a la mejora del color del vino sobre la que se han tomado 10 puntos igualmente espaciados a lo largo del segmento ortogonal al plano y comenzando en 𝑥0. Gráficamente, está claro que, en algún momento, el score calculado cruza el plano por lo que ya se aceptaría el vino correspondiente.
	/
	Figura 44. Espacio latente para los vinos de Rioja. Los puntos azules corresponden a los vinos aceptados, las cruces rojas a los rechazados y el plano gris es el plano discriminante cuando la sensibilidad y la especificidad son iguales a 0.954. Los triángulos negros recorren la dirección ortogonal al plano.
	Los objetos del espacio de entrada cuyas proyecciones son los diez scores a lo largo de la línea negra se representan en líneas rojas y azules en el PCP de la Figura 45 desde la línea roja continua (el vino rechazado 𝑥0) y las dos líneas rojas discontinuas (que serían “vinos” simulados todavía rechazados), hasta las líneas azules que representan “vinos” que se aceptarían con el modelo de clase definido.
	En la dirección de la línea negra, las tasas reales de falsos positivos (valores de ) para estos diez puntos serían: 0.327, 0.176 y 0.079 para los rechazados en rojo, y 0.029, 0.009, 0.002, 4.2 10-4, 6.6 10-5, 8.3 10-6, 8.4 10-7 para los aceptados en azul, como ya se ha mencionado, moverse en la dirección y sentido especificados, disminuye .
	Los objetos simulados, líneas en color exceptuando la roja continua en la Figura 45, muestran el efecto de moverse a lo largo de la línea negra de la Figura 44, y se observa que está relacionado con una variación sistemática de las variables de entrada. Siguiendo las diferentes líneas de la Figura 45, se percibe que, para mejorar en el color del vino hacia su aceptación, es necesario aumentar la variable a y b en menor medida, disminuir L, aumentar también C, disminuir H y aumentar ligeramente S. Como referencia, las líneas grises de fondo de la Figura 45, son los vinos del conjunto de entrenamiento aceptados con el modelo de clase. Claramente, las líneas azules de los objetos ideales calculados se encuentran entre los valores reales de los vinos aceptados.
	/
	Figura 45. PCP de objetos en el espacio de entrada. En gris, se representan los vinos dentro del modelo de clase con sensibilidad y especificidad igual a 0.954. La línea continua roja es 𝒙𝟎, las líneas de color restantes representan a los objetos simulados, rechazados en rojo y aceptados en azul.
	4.2.2.  DATOS DEL UCI’S BREAST CANCER WISCONSIN (DIAGNÓSTICO)

	Los datos utilizados en este caso están en el repositorio Machine Learning UCI, en la dirección web [] donde se puede encontrar información adicional sobre las características individuales, así como varios análisis ya realizados con estos conjuntos de datos.
	El conjunto consta de 569 muestras de las que 357 corresponden a tejidos tumorales benignos y 212 a malignos. Las variables son medidas que se calculan a partir de una imagen digitalizada de un aspirado con aguja fina (FNA) de un bulto en el pecho, que describe las características de los núcleos celulares presentes en las imágenes. Se calculan diez mediciones en números reales para cada núcleo celular y también, para cada una de las imágenes, se halla la media, el error estándar y la “peor” o mayor (media de los tres valores más grandes) de cada caso, resultando 30 características medidas.
	Se centra ahora la atención en los tumores malignos (codificados como 1, es decir, ser positivo) frente a los benignos (codificados como -1, es decir, ser negativo) y se ajusta un modelo PLS con los datos, autoescalando todas las variables para evitar las diferencias entre las distintas magnitudes. La matriz de respuesta Y con los códigos binarios también se autoescala. Mediante validación cruzada con subconjuntos aleatorios (10 divisiones de datos con 5 iteraciones) se seleccionan 6 variables latentes. Al realizar el modelo, se retiran 17 muestras del conjunto de entrenamiento de la matriz X, debido a sus valores en los estadísticos T2 y Q-residual, que superan ampliamente los límites de nivel de confianza del 95 % o porque los residuos estandarizados en las respuestas son, en valor absoluto, mayores de 3. Nuevamente, con 6 variables latentes calculadas con los datos restantes, el modelo explica el 84.3 % de la varianza en X con el 76.36 % de la varianza en Y, y con un coeficiente de determinación en validación cruzada 𝑅𝐶𝑉2=0.747 .
	Se comprueba que, con el modelo PLS de 6 variables latentes con los datos autoescalados, los valores de las respuestas predichas se ajustan bien a dos distribuciones de probabilidad normales: 𝑁0.88,0.494  para los tumores malignos y 𝑁−0.57,0.333 para los tumores benignos.
	En la Figura 46 se muestra la curva ROC calculada con PLS-CM variando los valores de sensibilidad y calculando el valor de  correspondiente (probabilidad de falso positivo) y se han reducido los ejes para mejorar la visualización. Se espera que todos los modelos de clase representados funcionen bien, ya que la curva está muy cerca del llamado punto utopía situado en la esquina superior izquierda.
	/
	Figura 46. Curva ROC para los modelos de clase con datos de diagnóstico de cáncer de mama de Wisconsin.
	Se obtiene un modelo de clase equilibrado para el valor crítico 0.02 que tiene una sensibilidad y especificidad ambas iguales a 0.96. Sin embargo, es obvio que las consecuencias de un falso positivo son diferentes a las de un falso negativo, en este caso parece que sea más importante reducir los falsos negativos, ya que estos impedirían que la persona fuera tratada adecuadamente. Es decir, en el ámbito del modelo de la clase de los tumores malignos, se debería priorizar la sensibilidad.
	Entre los modelos construidos, los hay con una tasa muy pequeña de falsos negativos, es decir, con muy alta sensibilidad, cuyas características se encuentran en la parte superior de la Figura 46. Con una sensibilidad de 0.999, la probabilidad de falso positivo sería de 0.588 (aunque no se ve en la Figura 46), en otras palabras, para garantizar una alta sensibilidad, se debe asumir que se realizarán pruebas de diagnóstico adicionales a un promedio de aproximadamente el 60 % de los pacientes con tumores benignos. Si se permitiera que la sensibilidad bajara hasta 0.99, entonces el porcentaje de pacientes a los que se les realiza sin necesidad pruebas adicionales se reduce casi al 20 %. Este comportamiento no es simétrico, ya que por ejemplo, en el otro extremo de la curva, si por alguna razón se disminuyera la probabilidad de falso positivo (cuyos modelos están en la parte izquierda de la Figura 46), por ejemplo 𝛽=0.001, entonces la sensibilidad caería hasta 1−𝛼=0.804, muy lejos del anterior 0.588 cuando la sensibilidad se mantenía en 0.999.
	Se va a proceder a continuación a la exploración de la parte del espacio de diseño resultante de la inversión del modelo PLS para un intervalo que se corresponderá en este caso con el intervalo de tolerancia que se construye para la predicción por el modelo de los tumores malignos, teniendo en cuenta que su distribución de probabilidad se ajusta a una normal. La importancia de tomar este tipo de intervalos frente a otros como por ejemplo el de confianza, centrado en el parámetro media poblacional, es porque se pretende recoger, con una determinada confianza, una proporción prefijada de la población de tumores malignos.
	El intervalo de tolerancia de una muestra de datos con un nivel de confianza dado del 1001−𝛼%, es el intervalo dentro del cual está la proporción  de los datos de la población de la que proviene la muestra con el nivel de confianza dado.
	Para este caso, a partir de las respuestas predichas con el modelo PLS, se busca el intervalo de valores que garantice, con un nivel de confianza del 95 %, que se recogerán el 98 % de los tumores malignos (población de la que proviene la muestra estudiada). Esto es lo que metodológicamente se denomina intervalo de -tolerancia. Para su construcción, se han necesitado condiciones de normalidad en la distribución, y los valores obtenidos han sido: 0.39 y 2.16. Es decir, con un nivel de confianza del 95 %, el 98 % de la población de respuestas de la que proviene la muestra de tumores malignos, está entre 0.39 y 2.16.
	El la Figura 47 se representan en coordenadas paralelas los objetos en el espacio de variables de entrada X: por un lado el conjunto de entrenamiento (líneas discontinuas azules como tumores benignos y rojas como tumores malignos) y por otro lado 200 objetos (en gris claro) generados a partir de 10000 scores por el método de Montecarlo, calculando con la eq. (18) sus correspondientes coordenadas en X, eligiendo de todos ellos los que están dentro de la PLS-box y además que queden dentro también del intervalo de tolerancia establecido.
	/
	Figura 47. PCP de tumores benignos en azul y malignos en rojo y de 200 objetos dentro del intervalo de tolerancia, en gris claro.
	En la gráfica en coordenadas paralelas, los puntos del conjunto de entrenamiento se han identificado por colores: azul para los tumores benignos y rojo para los malignos. Los puntos en gris son los tumores malignos estimados mediante la inversión que se corresponden al intervalo de tolerancia del 98 % con una confianza del 95 % y quedan mayoritariamente en la zona de los malignos más alejados de los azules.
	Podría pensarse que sería más natural haber considerado un intervalo de tolerancia unilateral por la izquierda. En ese caso, solo habría hecho falta invertir el modelo para un punto, en lugar de invertir para los dos extremos del intervalo, teniendo en cuenta la linealidad.
	4.3.  CONCLUSIONES

	Los modelos PLS-CM se calculan estableciendo un umbral de decisión en el espacio de las respuestas predichas (respuesta binaria para codificar las categorías), seleccionado en función de la sensibilidad y especificidad necesarias para decidir.
	Para uno de los valores umbral, la inversión del modelo PLS ajustado con una sola respuesta define hiperplanos discriminantes en el espacio latente que, cuando se observan en el espacio de las variables de entrada, se corresponden de alguna manera a un prototipo de objeto perteneciente a la frontera del modelo de clase que se está calculando.
	En un primer caso de estudio sobre vinos de la Rioja, se ha visto la utilidad de esta propiedad en el movimiento de los diferentes objetos discriminantes que aumenta la especificidad y proporciona información sobre las modificaciones correspondientes en las variables de entrada para que el objeto definido pertenezca al modelo.
	En un segundo caso de estudio sobre cáncer de mama, las respuestas predichas para un conjunto de tumores malignos se usan para construir un intervalo de tolerancia de la distribución de valores predichos por el modelo, que por inversión del modelo, caracteriza los valores de las variables de entrada que obtendrían esa predicción.
	Capítulo 5. INVERSIÓN DE MODELOS DE MÍNIMOS CUADRADOS EN CALIDAD ANALÍTICA DISEÑADA
	RESUMEN
	En este 0 se muestra un procedimiento para seleccionar los parámetros de control del método (factores) para obtener un perfil analítico objetivo predicho en la determinación simultánea mediante cromatografía líquida de cinco bisfenoles (bisfenol-A, bisfenol-S, bisfenol-F, bisfenol-Z y bisfenol-AF). Algunos de estos están prohibidos o tienen un límite de migración específico establecido por la normativa de la Unión Europea para materiales de contacto con alimentos, juguetes, cosméticos o papel térmico. En concreto, el bisfenol-A se considera un disruptor endocrino que puede migrar desde el embalaje de algunos utensilios de cocina a los alimentos.
	El procedimiento desarrollado consiste en tres fases. La primera se trata de construir un diseño combinado de experimentos D-óptimo para los parámetros de control del método y se realizan los cromatogramas. En la segunda fase se ajusta un modelo PLS2 para predecir seis respuestas analíticas, que son cuatro resoluciones cromatográficas de pico a pico del cromatograma y el tiempo inicial y final de éste en función de los parámetros de control del método. Y por último, en la tercera fase,  se invierte el modelo PLS2 para obtener las condiciones necesarias para llegar al perfil analítico objetivo prefijado. Este perfil analítico objetivo establece que la resolución entre picos cromatográficos contiguos sea mayor que 1.1, el tiempo inicial del cromatograma debe ser de al menos 2 min y un tiempo final corto de alrededor de 4 min.
	Para proporcionar un conjunto óptimo de condiciones experimentales en la determinación cromatográfica, se busca el frente Pareto en esas seis respuestas, mediante la inversión computacional del modelo de predicción PLS2. A partir de este frente, se elige un 22 % de agua mezclado con un 58 % de metanol y un 20 % de acetonitrilo, manteniendo la velocidad de flujo en 0.66 mL min-1 proporcionando unos tiempos de retención de 2.182, 2.456, 2.769, 3.256 y 3.784 minutos para BPS, BPF, BPA, BPAF y BPZ respectivamente.
	Por último, se lleva a cabo la validación del método analítico en las condiciones experimentales seleccionadas. Para los cinco bisfenoles, la pendiente y el término independiente de la recta de veracidad (concentración predicha frente a concentración verdadera) son significativamente iguales a (1,0), por tanto, el procedimiento es veraz.
	5.1.  INTRODUCCIÓN

	Conviene recordar aquí que la Tecnología Analítica de Procesos (PAT) es un sistema para diseñar, analizar y controlar la fabricación de productos a partir de datos medidos durante el proceso de producción de las características de las materias primas y los parámetros críticos y ambientales del proceso (que constituyen la matriz X) con el objetivo de garantizar la calidad del producto final establecida por algunos valores de los Atributos Críticos de Calidad (CQA) en la matriz Y. Actualmente, PAT es un estándar para la acreditación de procesos farmacéuticos, refs. [6, 9].
	Como en muchas otras situaciones basadas en datos, se conocen los CQA y sus valores perseguidos que se definirán mediante un vector 𝐲𝑑𝑒𝑠, no necesariamente dentro del conjunto de entrenamiento. El que se pueda conseguir 𝐲𝑑𝑒𝑠 (exista un producto factible con estas características) depende de la existencia de valores para los Parámetros de Control del Método (CMP) que puedan producir ese producto objetivo.
	Para hacer viable la inversión de un modelo PLS2 y establecer los valores 𝑥𝑑𝑒𝑠 que han de tomar las variables predictoras para conseguir una calidad predicha 𝑦𝑑𝑒𝑠, con las restricciones necesarias garantizando la existencia de solución, ya se han comentado las tres formas de proceder. La primera es la inversión directa usando las matrices de la descomposición de los espacios originales ya referenciada en [52, 55, 57]. En este caso no se pueden imponer restricciones directamente a las características de calidad. Una segunda alternativa es redefinir la inversión del modelo como un problema de optimización buscando, por ejemplo, los scores que minimizan la diferencia ponderada al cuadrado entre las características predichas y las deseadas, imponiendo un valor umbral máximo para T2 [56]. Por último, la tercera vía es el enfoque computacional para la inversión del modelo siguiendo la metodología explicada en el Capítulo 2 y publicada en [1].
	En las dos primeras alternativas para la LVMI, la inversión se hace del espacio Y en un subespacio 𝐓𝑎𝐏𝑎𝑇 de X (eq. (18)), generado por las variables latentes. Por lo tanto, se asume implícitamente que ese subespacio recoge toda la correlación de las X con las Y y también que los espacios residuales RX y RY son incorrelacionados con X e Y respectivamente, lo cual no es cierto en general, véase la sección 1.2.4. Para abordar este problema se ha intentado en [36] el pretratamiento de las variables predictoras o bien se ha modificado el método PLS [], sin que exista una solución aceptable para obtener un subespacio de X cuyo complemento ortogonal sea independiente de Y.
	Al aplicar el procedimiento de la tercera vía, la inversión computacional, se pueden incluir como predictoras para el modelo PLS2, no solo las variables de proceso, sino también sus productos cruzados o cualquier otra transformación posible necesaria para modelar no linealidades, como se vio en el apartado 3.3.3.2. del 0. Allí también se demostró que en estas circunstancias la inversión directa usando las matrices ya no es posible puesto que la matriz X usada para ajustar el modelo PLS2 ya no consta solo de variables de proceso, sino que se han añadido las columnas correspondientes a esas transformaciones necesarias.
	Todo lo anterior es trasladable al laboratorio de análisis químico donde las “variables de proceso o de entrada" son aquellas que inciden en la preparación de la muestra así como los factores instrumentales, mientras que las características de calidad son las señales analíticas y/o las figuras de mérito del procedimiento analítico en relación con su finalidad. En este contexto se utiliza la terminología específica de Calidad Analítica Diseñada (AQbD) que es la versión del concepto de QbD aplicada al desarrollo de un método analítico. La AQbD ha despertado bastante interés y son interesantes las revisiones dedicadas específicamente a este concepto en [] y en [], sin embargo, no se han encontrado en la literatura referencias sobre la inversión de modelos PLS para esta tarea.
	La idea central en AQbD es desarrollar el método analítico de modo que se obtenga una calidad deseada, llamada Perfil Analítico Objetivo (ATP) que depende de los Parámetros de Control del Método (CMP). En analogía con la QbD se construirá un modelo para predecir ATP a partir de los CMP. Después, invirtiendo el modelo PLS2 construido se podrán obtener los valores de los CMP, 𝑥𝑑𝑒𝑠 para un ATP, 𝑦𝑑𝑒𝑠 predefinida.
	El procedimiento propuesto en este capítulo para obtener un ATP mediante inversión de un modelo PLS2 es completamente general. Se aplicará al caso de la determinación de cinco bisfenoles medidos por “cromatografía líquida de alta eficiencia con detector de formación de diodos” (HPLC-DAD). Los CMP considerados son: la composición de la fase móvil y una mezcla ternaria (porcentaje de agua, metanol y acetonitrilo) junto con su velocidad de flujo. El ATP elegido son las características analíticas del cromatograma definidas por medio de seis respuestas: las cuatro resoluciones obtenidas entre picos cromatográficos contiguos (R12, R23, R34 y R45), el tiempo inicial ti y el tiempo final tf relacionados obviamente con el tiempo de ejecución del cromatograma.
	Se ha utilizado PLS2 para predecir simultáneamente los seis ATP como función de los cuatro CMP. El modelo captura la correlación tanto en las CMP del procedimiento cromatográfico como la correlación que hay entre las ATP del cromatograma obtenido; modelando además la correlación predictiva entre ambas.
	El procedimiento propuesto se aplicará a la determinación de cinco bisfenoles. El carácter de disruptor endocrino del BPA, la alarma social generada por su uso, la progresiva sustitución por otros bisfenoles en la fabricación de productos de policarbonato de uso cotidiano, y la atención prestada por los organismos de control, ha generado la necesidad de disponer de métodos para la determinación simultánea de estos analitos y que sean rápidos y eficientes.
	En 1999 la Unión Europea aprobó una estrategia Comunitaria para Disruptores Endocrinos [], en la que se propuso que la Unión Europea presentara informes periódicos sobre los avances efectuados en los campos de investigación, cooperación internacional, información pública y medidas políticas apropiadas.
	En años sucesivos se han publicado los correspondientes informes sobre los progresos realizados. En el primer informe emitido en 2001 [], se elaboró una lista provisional de sustancias, la cual incluyó al BPA como sustancia con evidencia de disruptor endocrino (potencial o efectivo) en categoría 1 y al BPF como sustancia con insuficientes datos. Posteriormente, el BPF fue clasificado como sustancia con insuficientes datos sobre los efectos disruptores endocrinos en categoría 3a y 3b. [].
	En 2019 se publicó un Dictamen de la Comisión Europea [] en el que se exige la prohibición de los bisfenoles en todos los materiales en contacto con alimentos que ya estaba prohibido desde 2011 en biberones policarbonatados. Además, señala que el BPA se sustituye a menudo por otros bisfenoles, y sugiere que debe asumirse que las sustancias con una estructura química similar tienen propiedades toxicológicas tan nocivas como las de la sustancia más tóxica conocida del grupo. Entre las alternativas se encuentran BPS, BPF, BPZ y BPAF y por esta razón se han escogido estos bisfenoles para este trabajo.
	A continuación, se procede a extractar del artículo enviado a publicar [3] los aspectos relativos al ajuste e inversión del modelo PLS2 para encontrar las condiciones experimentales del método analítico que finalmente se puso a punto y se validó.
	5.2.  PROCEDIMIENTO GENERAL

	Dado un ATP, para obtener los CMP correspondientes, el procedimiento conlleva los siguientes pasos:
	1. Elección de un diseño de experimentos adecuado para obtener el conjunto de entrenamiento para el modelo PLS2. Incluye el establecimiento de los factores CMP, su variación para definir el dominio experimental, un diseño experimental combinado y reducido, y la definición precisa de las respuestas de interés (ATP).
	2. Selección de las condiciones experimentales óptimas. Incluye el ajuste e inversión de un modelo de regresión predictivo, PLS2 en este caso, la obtención y exploración del frente Pareto para el ATP deseado y la selección final de un único conjunto de CMP (condiciones experimentales) para realizar la determinación cromatográfica.
	3. Validación del método analítico con los CMP seleccionados. Incluye la validación experimental en las condiciones establecidas, así como las figuras de mérito del procedimiento analítico propuesto para determinar los cinco bisfenoles.
	5.2.1.  DISEÑO DE EXPERIMENTOS

	Hay cuatro CMP (la composición ternaria de la fase móvil y su velocidad de flujo), que pueden variar y cuya variación modifica el cromatograma resultante.
	Tres de ellos definen la composición de la fase móvil, es decir, los porcentajes de agua (Z1), metanol (Z2) y acetonitrilo (Z3), con algunas restricciones: en el caso del agua, por encima del 20 % y por debajo del 50 % y en el caso del metanol y el acetonitrilo, por debajo del 70 % de la mezcla.
	El cuarto factor, la velocidad de flujo de la fase móvil, es un factor continuo que varía entre 0.6 y 1 mL min-1. En la Tabla 51 se resumen las condiciones de los cuatro factores y sus restricciones. Desde el punto de vista del Diseño de Experimentos (DoE), 𝑍1,𝑍2,𝑍3 constituyen los componentes de una mezcla, que varían en un simplex restringido y U4 es un factor continuo que se codifica para variar en −1, 1. Como es habitual, X4 se refiere a la variable codificada y U4 al factor experimental.
	Tabla 51: Factores y sus límites de variación.
	Para obtener un conjunto de entrenamiento representativo con el cual ajustar el modelo PLS2, los experimentos realizados siguen un diseño experimental. Como hay proporciones en una mezcla y un factor continuo, se realiza un diseño combinado (con variables de mezcla y de proceso) en el dominio definido en la Tabla 51 y representado en la Figura 51, que consiste en un simplex restringido para las mezclas extendido a lo largo de los tres niveles de velocidad de flujo.
	/
	Figura 51: Dominio experimental de la mezcla de las tres variables de proceso en los tres niveles de velocidad de flujo.
	Para este diseño, el modelo asumido para cada Y individual es cuadrático en la variable continua (velocidad de flujo), según la eq. (51):
	(51) 𝑌=𝛾0+𝛾4𝑋4+𝛾44𝑋442
	donde 𝛾𝑖 incluye también una dependencia cuadrática en la composición de la mezcla 𝑍1,𝑍2,𝑍3. Por ejemplo, 𝛾4 se expresa en la eq. (52):
	(52) 𝛾4=𝛽41𝑍1+𝛽42𝑍2+𝛽43𝑍3+𝛽412𝑍1𝑍2+𝛽413𝑍1𝑍3+𝛽423𝑍2𝑍3
	Al sustituir todos los términos en los coeficientes de la eq. (51) el modelo final consta de 18 coeficientes por cada nivel de X4.
	(53) Y=𝛽1𝑍1+𝛽2𝑍2+𝛽3𝑍3+𝛽12𝑍1𝑍2+𝛽13𝑍1𝑍3+𝛽23𝑍2𝑍3+
	  𝛽41𝑋4𝑍1+𝛽42𝑋4𝑍2+𝛽43𝑋4𝑍3+
	 𝛽412𝑋4𝑍1𝑍2+𝛽413𝑋4𝑍1𝑍3+𝛽423𝑋4𝑍2𝑍3+
	 𝛽441𝑋42𝑍1+𝛽442𝑋42𝑍2+𝛽443𝑋42𝑍3+
	 𝛽4412𝑋42𝑍1𝑍2+𝛽4413𝑋42𝑍1𝑍3+𝛽4423𝑋42𝑍2𝑍3
	En principio, el diseño completo requeriría 19 experimentos por cada nivel de X4, pero 57 cromatogramas (tres niveles de velocidad de flujo) se consideran demasiados. Con el fin de reducir la cantidad de disolventes (reduciendo también el impacto en el medio ambiente y el tiempo de análisis), se debe seleccionar un subconjunto reducido de experimentos, pero sin perder la calidad de la información extraída de ellos. Aplicando el criterio D-óptimo [70] hay una reducción de 19 a 9 experimentos en cada nivel de velocidad de flujo, manteniendo buenas propiedades en la predicción porque el máximo de la función de varianza en el dominio experimental es 0.8. Estos 27 experimentos están representados en negro en la Figura 51.
	Se quiere explorar detalladamente el efecto de las mezclas ternarias de la fase móvil, por ello, se añaden 10 experimentos representados en rojo en la Figura 51, que se han elegido con la condición de ser los más alejados de los experimentos ya existentes. Se distribuyen en los tres niveles de velocidad de flujo, ocho con una fase móvil ternaria y los otros dos son mezclas binarias colocadas en el punto medio del lado correspondiente del simplex reducido. Por último, se incluyeron dos réplicas adicionales en el centroide del simplex para cada velocidad de flujo. Por lo tanto, la matriz X tiene 43 filas (27 + 10 + 6 ejecuciones cromatográficas) y 4 columnas correspondientes a sus valores CMP.
	Después de realizar cada cromatograma se calcularon los valores de seis características relacionadas con el ATP, que son la resolución entre los picos consecutivos R12, R23, R34 y R45, el tiempo inicial ti y el tiempo total (final) tf, ambos en minutos. La resolución Ri,i+1 entre los picos cromatográficos consecutivos i-ésimo y (i+1)-ésimo se calcula como en la eq. (54):
	(54) 𝑅𝑖,𝑖+1=2.35𝑡𝑅,𝑖+1−𝑡𝑅,𝑖2𝑤0.5,𝑖+1+𝑤0.5,𝑖
	Donde 𝑡𝑅,𝑖 es el tiempo de retención y 𝑤0.5,𝑖 es la anchura a media altura del pico cromatográfico i-ésimo, según se ilustra en la Figura 52 para los picos 1 y 2.
	/
	Figura 52: Resolución entre dos picos cromatográficos.
	5.2.2.  SELECCIÓN DE CONDICIONES EXPERIMENTALES

	Con la notación establecida en la introducción, X es la matriz que contiene los valores de los CMP, es decir, las 43 condiciones experimentales seleccionadas con el diseño experimental, mientras que Y es la matriz que contiene los seis valores relacionados con el ATP calculados partir de los cromatogramas correspondientes. Asumiendo que X está libre de ruido, el procedimiento habitual en DoE es ajustar modelos de regresión multilineal (MLR) independientes para cada respuesta. Aunque los factores en el presente experimento están controlados y se asume al menos que la variabilidad en X es insignificante en comparación con la de Y, se espera que la correlación entre las respuestas sea alta. Por lo tanto, se construye un solo modelo PLS2 para manejar esta correlación al ajustar las seis respuestas a la vez.
	Por otro lado, el modelo PLS2 construido contiene más términos que los lineales relacionados con las columnas en X, es decir, no depende exclusivamente de las variables Z1, Z2, Z3 y X4 (factores principales que se pueden modificar dentro del dominio experimental), sino también de varios términos cruzados. Esto es porque se esperan interacciones entre factores, no solo entre las variables de la mezcla, sino también entre la composición de la mezcla y la velocidad de flujo de la fase móvil, además de posibles efectos cuadráticos entre todos los factores en el diseño. Estas interacciones y efectos no lineales se reflejarán en el modelo que se ajustará con PLS2, en el presente caso, el modelo definido en la eq. (55) con 16 coeficientes.
	(55)            𝑌=𝛽1𝑍1+𝛽2𝑍2+𝛽3𝑍3+𝛽4𝑋4+
	 𝛽12𝑍1𝑍2+𝛽13𝑍1𝑍3+𝛽23𝑍2𝑍3+𝛽41𝑋4𝑍1+𝛽42𝑋4𝑍2+𝛽43𝑋4𝑍3+
	 𝛽412𝑋4𝑍1𝑍2+𝛽413𝑋4𝑍1𝑍3+𝛽423𝑋4𝑍2𝑍3+
	 𝛽441𝑋42𝑍1+𝛽442𝑋42𝑍2+𝛽443𝑋42𝑍3
	Esto significa que la matriz X de los CMP no es la matriz de predictoras utilizada para ajustar el modelo. Por el contrario, de la misma manera que se construye la matriz del modelo a partir de la matriz del diseño de experimentos, cada conjunto de condiciones experimentales x debe ser ampliado en un nuevo vector 𝐱𝐄 (en dimensión mayor) siguiendo los términos del modelo ajustado. Así, el nuevo vector ampliado 𝐱𝐄, tiene 16 coordenadas, tal y como se expresa en la eq. (56).
	(56) 𝐱T=z1,z2,z3,x4
	𝐱𝐄𝑇=𝑧1,𝑧2,𝑧3,𝑥4,𝑧1𝑧2,𝑧1𝑧3,𝑧2𝑧3,𝑥4𝑧1,𝑥4𝑧2,𝑥4𝑧3,𝑥4𝑧1𝑧2,𝑥4𝑧1𝑧3,𝑥4𝑧2𝑧3,𝑥42𝑧1,𝑥42𝑧2,𝑥42𝑧3
	Para no confundir aquí la notación, el conjunto de entrenamiento para ajustar el modelo PLS2 se denota como XE reflejando el hecho de que X se amplía, porque el modelo está construido de hecho con vectores filas de XE, de dimensión 16 que se proyectan en el espacio latente de menor dimensión para predecir Y.
	En términos más precisos, se denotará mediante L al modelo PLS2 ajustado a los datos X-Y en función de u, de modo que 𝐲=𝐿𝐮 es la respuesta predicha (vector de dimensión 6) para una u de dimensión cuatro en el dominio experimental de la Figura 51.
	Para aplicar L, cada u debe codificarse para obtener x y expandirse en el correspondiente vector 𝐱𝐄 de dimensión 16 de acuerdo con la eq. (55). A continuación, se escala con el pretratamiento utilizado al ajustar el modelo PLS2, descartando directamente los vectores resultantes cuyos valores de los estadísticos Q-residual y T2 sean superiores a los límites de confianza del 95 %.
	Por lo tanto, un punto válido será cualquier 𝐮=𝑧1,𝑧2,𝑧3,𝑢4 de dimensión 4 para el cual, el 𝐱𝐄 resultante (escalado adecuadamente), cumpla con las restricciones para aplicar el modelo. Como el dominio está en dimensión 4 y el modelo está ajustado en dimensión 16, no se puede aplicar el método algebraico de inversión para modelos en variables latentes que se sigue, por ejemplo en las Refs. [52, 53, 55, 56, 57].
	La alternativa propuesta aquí, desarrollada en el Capítulo 2 [1], funciona mediante un algoritmo evolutivo moviendo puntos dentro del dominio experimental (de cuatro dimensiones dentro de los CMP válidos) para que los valores predichos de las respuestas estén cada vez más cerca de 𝐲𝑑𝑒𝑠, que es el vector ideal con las características deseadas para el cromatograma.
	Como pseudocódigo, a continuación, se enumeran los pasos a seguir en la búsqueda del frente Pareto para las seis respuestas.
	a) Comenzar con una población de “ps” puntos válidos (vectores u de dimensión cuatro que cumplen con las restricciones).
	b) Calcular 𝐲=𝐿𝐮.
	c) Calcular la bondad de cada candidato, definida como el vector de dimensión 6 del valor absoluto de las diferencias individuales entre los valores predichos y los valores objetivo.
	d) Aplicar los operadores de selección, cruzamiento y mutación para construir ps nuevos CMP, los cuales también se evalúan en términos de la bondad de ajuste descrita en c).
	e) Combinar la población antigua y nueva.
	f) Ordenar a los miembros de la población ampliada de acuerdo con el orden de Pareto para vectores multidimensionales [60] y seleccionar los supervivientes para la próxima generación como soluciones no dominadas. Si hay más de ps, se seleccionan los puntos más dispersos de acuerdo con la distancia crowding [46].
	g) Repetir (a) – (f) para un número determinado de generaciones.
	La población final se compone de CMP que se espera que proporcionen el valor más cercano al deseado en al menos una de las respuestas, y lo que es más interesante, la estimación del frente Pareto describe las compensaciones o compromisos necesarios entre las seis respuestas que se están manejando. Como tal, se utiliza para decidir sobre las condiciones experimentales necesarias para realizar la determinación de los bisfenoles.
	5.3.  RESULTADOS Y DISCUSIÓN

	Todos los cromatogramas necesarios para este capítulo se han llevado a cabo en el laboratorio de Química Analítica de la Universidad de Burgos con el material y métodos que se detallan en la Ref. [3]. 
	5.3.1.  DATOS EXPERIMENTALES

	Una vez realizados los 43 experimentos, la matriz Y recoge los valores de las respuestas calculadas a partir de los cromatogramas obtenidos. Como ya se ha anticipado, sus variables están altamente correlacionadas, como se puede observar en la matriz de correlaciones por pares que muestra la Tabla 52. Las tres primeras respuestas (valores de resolución) están altamente correlacionados positivamente entre ellos y, por otro lado, altamente correlacionados negativamente con R45. Esta resolución también se comporta de manera opuesta cuando se compara con el tiempo tanto inicial como final, variables que a su vez están correlacionados positivamente entre sí.
	Tabla 52: Matriz de correlación de Y, variables que definen el ATP.
	Respecto a los CMP, aunque la distribución de sus valores se haya diseñado, también hay correlación entre ellos. Como era de esperar, las correlaciones más bajas están entre la velocidad de flujo de la fase móvil X4 y las proporciones de la mezcla ternaria de la fase móvil 𝑍1,𝑍2,𝑍3, aunque hay una alta correlación (-0.899) entre Z2 y Z3. Además, si se tienen en cuenta las 16 variables que se utilizan para ajustar el modelo PLS2, variables que incluyen interacciones y posibles efectos no lineales, hay 120 coeficientes de correlación, 59 de ellos son significativamente distintos de cero (0.05 de nivel de significación) y 40, de hecho, son mayores de 0.80 en valor absoluto.
	5.3.2.  MODELO PLS2

	El modelo PLS2 está ajustado con variables predictoras, autoescalando XE(43x16), y con respuestas en Y(43x6). Ha sido necesario transformar las respuestas R45 y tf, en este caso, 𝑌4=2𝑅45 e 𝑌6=log10𝑡𝑓. Con estas seis variables de respuesta, se seleccionaron siete variables latentes con las características de la Tabla 53. Las siete variables explican en gran medida los datos del conjunto de entrenamiento: el 99.53 % de varianza de XE y el 96.97 % de la varianza total en Y.
	Tabla 53: Varianza capturada por PLS2 en las variables predictoras XE y de respuesta Y cuando se añaden variables latentes en el modelo.
	Las seis respuestas están bien ajustadas, excepto Y4, como se puede observar en la Tabla 54, que presenta los coeficientes de determinación y coeficientes de determinación en predicción mediante validación cruzada con persianas venecianas con diez lamas (una muestra por lama). La similitud de la varianza explicada en ajuste y predicción apunta a modelos altamente predictivos, exceptuando de nuevo Y4 para la que se observan diferencias mayores.
	Tabla 54: Coeficientes de determinación y coeficientes de determinación en predicción (estimados mediante validación cruzada) para seis respuestas ajustadas con PLS2.
	También se realizaron test de permutación para validar el modelo de siete variables latentes. En términos generales, estas pruebas consisten en ajustar los modelos PLS a permutaciones aleatorias de los valores de respuesta verdaderos. Cuando no hay diferencias significativas entre el modelo que predice la Y “real” y el que predice “cualquier otro” valor para las mismas condiciones XE, es una indicación de que el modelo PLS ajustado originalmente es poco adecuado. Con las seis respuestas dadas y con 50 iteraciones, la probabilidad de significación del modelo frente a la significación con las muestras permutadas es inferior a 5∙10−3, por tanto, las diferencias son muy significativas.
	5.3.3.  INVERSIÓN DEL MODELO PLS2 PARA OBTENER UN CMP PARA UN ATP DESEADO.

	Una vez hecha la validación, queda un modelo PLS2 de siete variables latentes que depende de dieciséis variables de entrada y predice seis respuestas. Este es el modelo utilizado para explorar la disponibilidad de las condiciones experimentales para que el cromatograma obtenido tenga una resolución entre picos consecutivos de 1.1, con tiempos inicial y final de 2 y 4 minutos respectivamente. De acuerdo con esas respuestas, el vector (ATP) objetivo transformado es:
	(57) 𝐲𝑑𝑒𝑠=1.1, 1.1, 1.1, 21.1, 2.0, log104.0𝑇
	Por lo tanto, la función a minimizar es:
	(58) fitness𝐮=𝑦1−1.1, 𝑦2−1.1, 𝑦3−1.1, 𝑦4−21.1, 𝑦5−2, 𝑦6−log104.0𝑇
	Si existiera uno de estos cromatogramas, la función anterior con las condiciones experimentales correspondientes sería el vector nulo. Como ya se ha anticipado, debido a las altas correlaciones en Y (Tabla 52), no va a ser el caso.
	Con una selección uniforme de individuos 𝑝𝑠=50, cruzamiento uniforme de un solo punto y probabilidad de mutación de 0.1, la población evoluciona durante 500 generaciones. De la población final, la estimación del frente de Pareto para las seis respuestas al tratar de llegar a 𝐲𝑑𝑒𝑠, la constituyen 45 elementos.
	El hecho de que el frente no se reduzca a un solo punto, ya es una indicación del comportamiento conflictivo de las respuestas, algo que se nota también al observar la última fila de la Tabla 55, que contiene el mínimo individual de las diferencias, eq. (58), para los 45 elementos.
	Tabla 55: Condiciones experimentales para lograr al menos uno de los valores de respuesta deseados, con sus valores predichos (en escalas originales para los factores y todas las respuestas).
	El valor mínimo es prácticamente cero en todas las respuestas salvo en R34, de modo que el objetivo perseguido se logra en todas las respuestas menos en una, aunque no simultáneamente. En las filas restantes de la Tabla 55 se muestran las soluciones para las que se ha alcanzado ese mínimo en cada respuesta individual. Las primeras cuatro columnas son las condiciones experimentales y las últimas seis columnas muestran directamente las respuestas predichas, deshaciendo además las transformaciones para facilitar la interpretación.
	Siguiendo con la Tabla 55, la primera fila significa que con una mezcla de 32 % de agua, 14 % de metanol y 54 % de acetonitrilo, y velocidad de flujo de 0.61 mL min-1, se espera obtener el valor deseado de 1.1 para R12, manteniendo el resto de las resoluciones por encima de 2.28, con 2.21 minutos de tiempo inicial y 4.5 de tiempo final.
	La segunda fila detalla que, disminuyendo Z2 y aumentando tanto Z3 como X4, se espera lograr un valor muy cercano a 1.1 en R23, y por encima de 1.1 en las dos siguientes resoluciones. No obstante, en este caso, la resolución entre los dos primeros picos R12, es prácticamente nula, no admisible, y con alrededor de un minuto de tiempo inicial, que tampoco es admisible por ser menor a dos minutos.
	Sin apenas acetonitrilo 𝑍3=0.01, y una velocidad de flujo de 0.87 mL min-1, en la tercera fila resulta un valor deseado de 1.11 en R45 pero tarda casi una hora en finalizar el experimento. Además, los valores de las tres primeras respuestas están muy lejos de sus valores deseados.
	En las dos últimas filas, con el 41 % de agua (Z1) y el 6 % de metanol (Z2), se obtiene el ti deseado a 2 minutos, mientras que reducir el tf a 4 minutos requiere aumentar Z2 y disminuir Z1, aunque en este caso R12 no sería admisible.
	Aunque este análisis pormenorizado realizado se reduce a los extremos teóricos del frente (el mejor valor posible para cada respuesta individual), sirve para ilustrar el comportamiento conflictivo entre las respuestas y muestra la utilidad de explorar el frente Pareto. Como primera conclusión, se desprende que no se puede obtener un cromatograma ideal tal como se define en el ATP, por lo que hay que llegar a un compromiso para seleccionar las condiciones experimentales en la determinación de los bisfenoles. A este compromiso es más fácil llegar conociendo el grado del conflicto entre las respuestas y las posibles soluciones factibles.
	En este problema concreto, para simplificar la selección, se descartan todas las soluciones con cualquiera de las resoluciones menor que 1, tiempo inicial menor a 1.7 minutos o tiempo final superior a 5.5. La Figura 53 muestra las soluciones seleccionadas en un gráfico de coordenadas paralelas, primero las condiciones experimentales y, a continuación, las respuestas predichas. Cada línea quebrada representa un único vector en el gráfico y como las diferentes escalas dificultan el seguimiento de los vectores, los valores se han escalado en un rango común. Como referencia, los valores mínimo y máximo de cada coordenada se encuentran en la parte inferior y superior de cada línea vertical correspondiente.
	En el gráfico se observa el comportamiento conflictivo antes mencionado: las tres primeras resoluciones R12, R23 y R34 (resolución por pares entre los primeros cuatro picos) aumentan o disminuyen simultáneamente, aunque en diferente proporción, quedando claro que su comportamiento se opone al de R45 que, a su vez, también se opone al tiempo inicial ti. Los tiempos inicial y final, ti y tf, también se comportan de manera opuesta. Esto parece una contradicción debido a la correlación positiva que se observa en la Tabla 52, pero se justifica porque el cromatograma necesita más tiempo para finalizar cuanto más tarde comienza. Sin embargo, el comportamiento mencionado en las soluciones del frente Pareto indica que tratar de aumentar el tiempo inicial como objetivo, se opone al objetivo de reducir el tiempo final.
	/
	Figura 53: PCP del frente Pareto reducido, condiciones experimentales en las primeras cuatro coordenadas y respuestas predichas en las últimas seis coordenadas. Todos los valores están escalados en un mismo rango y los mínimos y los máximos individuales quedan respectivamente reflejados en la parte inferior y superior de cada coordenada.
	Entre las soluciones representadas en la Figura 53 , interesan las de la parte inferior de R12, R23 y R34, que están alrededor de 2 y con R45 alrededor de 3. La línea azul continua representa las condiciones elegidas y corresponde al cromatograma más corto con un tiempo final de 4 minutos y más de dos minutos para el tiempo inicial.
	En resumen, las condiciones experimentales óptimas para la determinación cromatográfica de los cinco bisfenoles fueron el 22 % de agua, 58 % de metanol y 20 % de acetonitrilo, manteniendo la velocidad de flujo en 0.66 mL min-1. La Figura 54a) muestra el cromatograma obtenido con estos CMP. A efectos de comparación, en la Figura 54b) se muestran tres picos superpuestos cuando en la fase móvil la mezcla es binaria de 30 % de agua y 70 % de acetonitrilo y una velocidad de flujo de 0.8 mL min-1 y por último, en la Figura 54c) los dos primeros picos se superponen con esa misma velocidad de flujo pero con una mezcla ternaria (26 % de agua, 22 % de metanol y 52 % de acetonitrilo).
	/
	/
	/
	Figura 54: Cromatogramas obtenidos con distintos CMP.
	5.3.4.  VERIFICACIÓN EXPERIMENTAL DEL CMP OBTENIDO.

	Para validar el método analítico, se realizan diez determinaciones de una mezcla de cada bisfenol con los CMP seleccionados en la fase de inversión del modelo de predicción. En la Tabla 56 se muestran los intervalos de confianza al 95 % para las medias de las seis características relacionadas con el ATP objetivo, en dos casos: de los datos teóricos para la inversión del modelo PLS2 y de los datos experimentales del análisis HPLC-DAD. En cinco de las seis características los datos cromatográficos reales se incluyen dentro de los intervalos de confianza calculados con el modelo PLS2, quedando fuera la resolución R45 que es la respuesta peor ajustada por el modelo.
	Tabla 56: Intervalos de confianza para la media a un nivel de confianza del 95 % para los seis ATP: a) datos teóricos para la inversión del modelo PLS y b) datos experimentales del análisis HPLC-DAD.
	Después de confirmar experimentalmente que los CMP calculados proporcionan el ATP esperado, se valida el procedimiento analítico en términos de veracidad, límite de decisión y capacidad de detección para valores prefijados de los riesgos de falso positivo y falso negativo. Todos los detalles están en [3].
	5.4.  CONCLUSIONES

	La metodología desarrollada para la inversión de modelos PLS se integra en el ámbito de aplicación de AQbD y permite el análisis del conflicto entre seis respuestas correlacionadas que se utilizan para definir el ATP de una determinación cromatográfica de cinco bisfenoles.
	Un uso sistemático de DoE para un diseño combinado y su reducción a través del criterio D-óptimo proporciona un conjunto de entrenamiento representativo para construir un modelo PLS2. Tras el ajuste y validación del modelo de predicción, el estudio de las soluciones óptimas (en el sentido de Pareto) proporcionadas por la inversión permite la selección de los CMP para realizar la determinación cromatográfica con las características preestablecidas.
	Con estos CMP, el procedimiento analítico implementado y validado representa una mejora real respecto a otros trabajos similares.
	CONCLUSIONES GENERALES
	Se ha diseñado un procedimiento computacional basado en algoritmos evolutivos para invertir modelos predictivos de tipo PLS.
	Este procedimiento permite la inversión incluso en aquellos casos en los que no es posible la inversión algebraica, que es la única herramienta existente hasta ahora, por lo que se trata de una aportación significativa en el ámbito de la PAT y la QbD.
	Además de obtener los valores de las variables predictoras del modelo que se corresponden a una respuesta prefijada, el procedimiento también permite obtener las soluciones que conducen a respuestas óptimas.
	Como novedad, se ha añadido también la inversión de un modelo para un intervalo de valores de una respuesta.
	Mediante varios casos de estudio, se ha mostrado la necesidad de considerar los dos espacios nulos cuya unión configura el espacio nulo en las variables predictoras de un modelo PLS, dando lugar a una caracterización más apropiada del espacio de diseño.
	Se ha ampliado el uso de la metodología al caso del modelado con PLS de variables respuesta cualitativa, en particular, en el contexto del modelado de clases. Ello permite un análisis detallado de la influencia de las variables predictoras sobre la sensibilidad y especificidad de los modelos construidos.
	Se ha mostrado también la utilidad de la metodología desarrollada en el ámbito de la Calidad Analítica Diseñada en el caso concreto de la determinación por HPLC-DAD de cinco bisfenoles potencialmente peligrosos para la salud. Por inversión, se obtiene la composición ternaria y la velocidad de flujo de la fase móvil que conducen a unas características prefijadas del cromatograma.
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