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Capitulo 1

Nociones basicas

1.1. Sistemas de ecuaciones lineales

(199

Definicién 1.1.1. Una ecuacién lineal en “n” variables (o incognitas) x1, s, ..., T, es
una relacion de la forma

a1r1 + asxs + ...+ apx, = b,
donde ay, as, ..., a, (coeficientes), y b (término independiente) son constantes reales.

Ejemplo. Son ecuaciones lineales: x1 + 2xo — 33+ 14 =2, x —y + 2z = 1.
No son ecuaciones lineales: z129 + 323 =4, 22 +y — 2z = 1.

[139%)]

Definicién 1.1.2. Una solucién de una ecuacion lineal en “n” variables es una sucesién
de “n” nameros sq, So, ..., S, tales que al sustituir x; por s, x5 por Ss, ..., T, pPor S,
en la ecuacién queda una igualdad. Al conjunto de todas las soluciones de la ecuacién
se le denomina conjunto solucién. Cada una de las soluciones del conjunto solucién
se denomina solucién particular.

Ejemplo. z =1,y = 0, 2z = 0 es una solucién particular de x — y + 2z = 1.
El conjunto soluciéon es

r=1—2s+1t
y:t )
Z =S

donde t, s € R.
Las soluciones particulares se obtienen dando valores concretos a t y s.

Definicién 1.1.3. Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones
lineales.



Sistema de “m” ecuaciones y “n” incégnitas

anry + apexs + ...+ a1y = bl
(9121 + ag9xo + ... + Aonly = bg (I)

A1 L1 + QmaTo + ...+ Qpn®y, = b

Definicién 1.1.4. Una solucién del sistema de ecuaciones lineales (I) es una sucesién
de “n” nimeros s, Sa, ..., S, tales que al sustituir x; por si, xo por Ss, ..., T, POr Sy,
se satisfacen todas las ecuaciones del sistema. Al conjunto de todas las soluciones de
un sistema se le denomina conjunto solucién.

Ejemplo.
r+y—2=0
20 —y =2
es un sistema de 2 ecuaciones lineales con 3 incognitas. Una solucién particular es, por

ejemplo, x =2,y =0,z = 2.

Vemos a continuacién cémo encontrar el conjunto solucién de un sistema de ecua-
ciones lineales (lo llamaremos, sin més, solucién)

Definicién 1.1.5. Dado el sistema (I), sea

a1 A12 Q1n by €

Q21 A22 Q2n by X2
A= .,  B= . X =

Am1 Am2 - Amn bm Tn

A se llama matriz de coeficientes, B matriz o vector de términos independientes y
X, matriz o vector de incégnitas. A partir de A y B se construye la matriz ampliada o
matriz del sistema:

a;; a2 - A, by

Az @y - Qg, by
(AlB) =

Am1 Qm2 - Amn bm

Definicién 1.1.6. Un sistema se dice que es compatible si tiene alguna solucién. Com-
patible determinado (S.C.D.) si la solucién es unica y compatible indeterminado (S.C.1.)
si tiene infinitas soluciones. Un sistema se dice que es incompatible (S.I.) si no tiene
solucion.

Maés adelante (Teorema 7.1.1) veremos que todo sistema de ecuaciones lineales es de
uno de estos tipos: no tiene solucién, tiene exactamente una solucion o tiene infinitas
soluciones.



Sea el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

ar + by =
a2 + bzy = C2

Cada una de las ecuaciones anteriores representa en el plano una recta (que llama-
mos “r” y “ry”), y cada uno de los puntos de dichas rectas son las soluciones de la
correspondiente ecuacién. En consecuencia la solucién del sistema seria (si existe) el
punto de interseccién de las dos rectas. Existen tres casos (y solo tres) posibles:

= Siry y re son coincidentes el sistema tiene infinitas soluciones (S.C.I.).
= Si 7y 7o son paralelas no coincidentes el sistema no tiene solucién (S.I.).

= Siryy re se cortan el sistema tiene una unica solucién (S.C.D.).

1.2. Método de Gauss para la resoluciéon de siste-
mas

El método basico para resolver un sistema es en esencia el método de reduccion.
Consiste en reemplazar el sistema por un nuevo sistema (que tenga el mismo conjunto
solucién) y que sea “més facil” de resolver.

Este nuevo sistema se obtiene aplicando a las filas de la matriz ampliada (que seria
lo mismo que hacerlo con las ecuaciones), los siguientes tres tipos de operaciones que
se denominan operaciones elementales.

1. Multiplicar una fila (“¢”) por una constante (k) distinta de cero: kF;.
2. Intercambiar dos filas (“i” y “57): F; <> Fj.

3. A una fila (“"), sumarle un multiplo (k) de otra fila (“57): F, + kF.

Definicién 1.2.1. Dos sistemas de ecuaciones lineales se dice que son sistemas equi-
valentes si tienen el mismo conjunto solucion.

Teorema 1.2.1. Si efectuamos cualquier operacién elemental en un sistema de ecua-
ciones lineales, el nuevo sistema es equivalente al anterior.

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

El Método de Gauss consiste en reducir, mediante operaciones elementales, la matriz
ampliada de un sistema hasta llegar a una matriz que debera tener “determinadas”
caracteristicas para poder resolver el sistema a simple vista o mediante unos sencillos
calculos.

Las caracteristicas que buscaremos en la matriz son las siguientes:



1. Si una fila no consta exclusivamente de ceros, el primer elemento distinto de cero
es un uno (llamado 1 principal).

2. Las filas que tengan todos sus elementos cero, han de estar situadas en la parte
inferior de la matriz.

3. Cada dos filas consecutivas, el primer elemento distinto de cero de la inferior estéd
a la derecha del primer elemento distinto de cero de la superior.

Definicién 1.2.2. Se denomina matriz escalonada (M.E.) a una matriz que verifique
las tres propiedades anteriores.

Asi, una matriz escalonada tiene més o menos este aspecto:

1 % % * % *x % x
0 01 % % x % %
0000 1 % % =
000001 % =
000 0O0O0 1 =«
00 0O0O0O0O0TO 0
00 0O0O0O0O0TO 0

(las estrellitas representan ntimeros reales cualesquiera).

Observaciéon. El Método de Gauss-Jordan consiste en seguir realizando operaciones
elementales en la matriz hasta conseguir ceros “encima” de los 1 principales.

Ejemplo. Reducir a la forma escalonada la matriz ampliada del siguiente sistema:

201 + Txg =12
21’1 + 41’2 - 101’3 + 61’4 - 121’5 =28
—25(]1 - 4[1/’2 + 5[E3 + 6[L‘4 — 51‘5 =—1

Solucion: La matriz del sistema es:

00 -2 0 7|12
2 4 —-10 6 12|28
24 =5 6 —5|-1

(1) Buscamos una fila con un elemento no nulo lo més a la izquierda posible. En este
caso, la segunda (F3), pues la primera empieza por dos ceros. Intercambiamos estas dos
filas (Operacién elemental Fy <> F3):

2 4 —-10 6 12| 28
00 -2 0 7|12
24 -5 6 —5H|-1



(2) Dividimos todos los elementos de F; por el primer elemento no nulo (%Fl) (las
filas Fy y F3 se quedan como estaban):

12 -5 3 6|14
00 =220 7|12
24 -5 6 -5 -1

(3) Sumamos a cada una de las filas de debajo kF}, donde k se elige para cada fila
de manera que debajo del 1 principal de F} queden ceros. En este caso, sélo necesitamos
hacerlo para la tercera fila, con la operacién (F3 — 2F}):

12 -5 3 6 14
00 -220 7 12
00 5 0 —17|-29

Ahora, olvidamos la primera fila y repetimos los pasos (1), (2) y (3) con las restantes:

(1) Las dos filas que quedan, Fy y Fj, tienen el primer elemento no nulo en la misma
columna - la tercera -; no necesitamos intercambiar filas.

(2) Dividimos todos los elementos de F3 por el primer elemento no nulo (—%Fg):

12 -53 6 |14
00 1 0 —7/2| -6
00 5 0 —17|—29

(3) Sumamos a Fj la operacién (Fs — 5F3):

1 2 -5 3 6 14
00 1 0 —7/2|—6
00 0 0 1/2]1
(1) No hay que hacer nada.
(2) Multiplicamos F3 por 2 (2F3):
1 2 -5 3 6 14
00 1 0 —-7/2|-6
00 0 O 1 2
(3) No hay que hacer nada.
Ya hemos obtenido una matriz escalonada. U

Definicién 1.2.3. Una vez que hemos reducido la matriz del sistema a la forma de
matriz escalonada se llaman variables principales a las variables que corresponden a
algin primer elemento distinto de cero de una fila (hay tantas como filas no nulas en
la matriz de coeficientes del sistema) y se llaman variables secundarias a las que no
son principales.



Teorema 1.2.2. Un sistema, reducido ya a forma escalonada, es:

= Incompatible cuando tiene alguna fila con todos ceros menos el tltimo.

= Compatible determinado cuando todas las variables son principales. La solucién
se obtiene por sustitucion comenzando por la tltima variable.

= Compatible indeterminado cuando hay variables secundarias. La solucién se ob-
tiene igualando las variables secundarias a parametros distintos y despejando las
principales en funcién de las secundarias.

Ejemplo. Resolver por el método de Gauss el sistema del ejemplo anterior.

Solucion: La matriz escalonada del sistema es:

12 -5 3 6 14
00 1 0 —7/2|-6 |,
00 0 O 1 2

que corresponde al sistema:
T+ 21’2 — 5273 + 3&34 + 6.CC5 =14
T3 — %I5 = —6
Ty = 2

Observamos que las variables principales son z1, x3 y x5 y las variables secundarias
son xy y x4. Se obtiene:

xo=p x4 =X (Asignamos parametros a las variables secundarias),

1'5:2,
7

7

r1 = 14 — 229 + bx3 — 314 — 65,
71 = 14— 2(u) +5(1) — 3(\) — 6(2),
1 =14 —-2pu+5— 3\ — 12,
1 =T—2u— 3\
Entonces, la solucion del sistema es:

(

1 =7—2u—3A\

Ty = W

r3 =1 A € R.
$4:>\

l‘5:2



Definicién 1.2.4. Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es homogéneo si la
matriz de sus términos independientes es toda de ceros.

Todo sistema homogéneo de ecuaciones lineales es compatible ya que 1 = 0, x5 = 0,
., &, = 0 es siempre solucién del sistema. A esta solucién se le llama solucion trivial.
Si hay otras soluciones se llaman soluciones no triviales.

Teorema 1.2.3. Un sistema homogéneo con menos ecuaciones que incognitas es siem-
pre compatible indeterminado.

1.3. Matrices

En el apartado anterior hemos utilizado matrices para resolver sistemas de ecua-
ciones lineales. Ahora damos una definicién formal de matriz y vemos las propiedades
generales de las matrices.

Definicién 1.3.1. Una matriz es un conjunto de numeros ordenados en una tabla
rectangular por filas y columnas. El tamano de una matriz es el numero de filas y de
columnas que tiene: si tiene m filas y n columnas, se pone m x n. Los elementos de una
matriz son los ntimeros que la forman.

Observacion. En general, designaremos con letras maytusculas a las matrices y por
mintsculas a sus elementos:

11 Q2 - Qip
A = (a;;);; es la matriz.
a921 (02 QAo ( Z])%]

A= i ] ) ] , a4 es el elemento de la fila ¢, columna j.
: : ' : A € M,y 5n(R) (si los elementos son reales).

Am1 Am2 -~ Omp
Notacion:
» Matriz fila es la que sélo tiene una fila: (ajq, a1o, ..., a1p)-

= Matriz columna es la que sélo tiene una columna:

= Matriz cero es aquella cuyos elementos son todos nulos.

= Matriz cuadrada es la que tiene el mismo nimero de filas que de columnas. Se
llama diagonal de una matriz cuadrada a los elementos a;;.

10



Matriz identidad es una matriz cuadrada tal que todos sus elementos son nulos
excepto los de la diagonal, que son unos:

100 - 0
010 0
=001 0
000 1

Matriz diagonal es una matriz cuadrada que tiene todos ceros fuera de la diagonal.

Dos matrices son iguales cuando tienen el mismo tamano y los elementos corres-
pondientes son iguales.

Definicién 1.3.2. Sean A y B matrices del mismo tamano, m X n.

Se define su suma como:

aix iz - QAip biy bz - by
a21 Q22 -+  A2p bay  bag - by
_|_ =
am1 Am2 Amn bml me e bmn
ajp +bnn aipg+biz - a, +bi,
ag; +bar  age +byy - ag, + by
Am1 + bml Am2 + bm2 e Amn + bmn

Sean A un escalar (A € R) y A una matriz m x n. Se define el producto del escalar
por la matriz como:

aix Q2 - Aip Aay; Aaig - Aag,

Q21 A22 -+ Q2p Aagr  Aage - Aagp
AM=X]| . o R . .

Am1 Am2 - Amn Aaml )\amQ e Aamn

Sean A y B matrices del mismo tamano m x n. Se define su diferencia como

A—B=A+(-1)B.

Sean A € My,xn v B € M, (es decir, el nimero de columnas de A coincide con
el nimero de filas de B).

ain a2 - Q1p bii bip - blp
G21 A2 -+ Q2p bor bap - pr

A= . . . .|, B=

Am1 Am2 - Omnp 1 bnl an bnp



Entonces, el producto AB es una matriz C' = (¢;;)i; € My« cuyos elementos
c;j se obtienen de la siguiente forma:

n

Cij = ailblj + aigbgj + aigbgj + ...+ (lmbn]‘ = E aikbkj.
k=1

Observacién. El producto de matrices no es conmutativo. Puede ocurrir que sea
posible hacer la operacién AB, pero no BA (por cuestién de dimensiones). Incluso
cuando ambas operaciones son posibles, el resultado puede no ser el mismo (comprobarlo

. 1 2 2 =2
con las matrices A = (_2 3) y B= (_1 1 ))

Notacion: Si A € M,,,«,,, podemos poner:

Ay
Ay

A=\ |,
Am
donde Az = (aﬂ ;9 - am).
Andlogamente, si B € M,,, ponemos B = (By By --- B,), donde

by
B - |
b
Entonces podemos escribir:
Ay ABy ABy, -+ AB,
AR — 42 (B Bs - B, = AQ‘Bl AQ.B2 AQ‘Bp
A, AnBy AnBy - ALB,

Con esta notacion, resulta:
¢y = AiBj, C = (AB)y = (AiB))i;.
Ejercicio.
= Comprobar que, si A € M,,x,, se cumple que Al, = I,,A=A

= Comprobar que el producto de dos matrices diagonales es una matriz diagonal.

12



Teorema 1.3.1. Sean A, B y C matrices de las dimensiones adecuadas, y A\ y p
numeros reales. Entonces, las operaciones que acabamos de definir tienen las siguientes
propiedades:

Para la suma:

1. Conmutativa: A+ B =B + A.

2. Asociativa: (A+ B)+C=A+ (B +C).

Para el producto:

3. Asociativa: (AB)C = A(BC).

Para la suma y el producto:

4. Distributivas: A(B+ C) = AB+ AC, (A+ B)C = AC + BC.

Para el producto por un escalar y la suma:

5. Pseudodistributivas: A(A + B) = A + AB, (A + p)A = MA + pA.

Para el producto por un escalar y el producto:

6. Pseudoasociativas: A(AB) = (A)B = A(AB), (An)A = A(pA).
Observacién. En general:

1. AB=AC # B=C.

2. AB=0%4 A=06B=0.

Como contraejemplo para (1), sirven las matrices

0 1 10 3 2
=la) o) G

como contraejemplo para (2), podemos tomar

=) (B8

Ejercicio. Si A es una matriz m xn y 0 es la matriz cero de las dimensiones adecuadas
en cada caso, ver que:

1. A+0=0+A=A.
2. A-A=0.
3. 0-A=—-A

13



4. A-0=0-A=0.

Definicién 1.3.3. Sea A € M,,,. Se llama traspuesta de A, y se denota por A’ a la
matriz cuyas filas son las columnas de A:

11 Q2 - Qip @11 Q21 - Qm1

Q21 Q22 -+ Q2p Q12 Q22 -+ Am,2
t

Am1 Am2 - Amn A1p A2n - Amn

Teorema 1.3.2. Se verifican las siguientes propiedades:

1. (A" =

2. (A+B)!= A"+ B

(
(

3. (M) = M! (A € R).
(

4. (AB)t = B'A.

Definicién 1.3.4.

Una matriz se dice que es simétrica cuando es cuadrada y coincide con su traspuesta:
A€ Myy, — At = A.

Una matriz se dice que es antisimétrica cuando es cuadrada y su opuesta coincide
con su traspuesta: A € M, , — Al = —A.

Ejercicio. Poner ejemplos concretos de matrices simétricas y antisimétricas de orden
2y 3.

Definicién 1.3.5. Dado el sistema (I) de la definicién 1.1.3 sea la matriz de coeficientes
A y los vectores de términos independientes y de incognitas B y X respectivamente,
definidos en 1.1.5. Entonces, si utilizamos el producto matricial que acabamos de definir,
podemos escribir el sistema como AX = B llamada expresién matricial del sistema de
ecuaciones lineales.

Teorema 1.3.3. Un sistema de ecuaciones lineales AX = B tiene o bien una sola
solucion, o bien infinitas, o bien ninguna.

Demostracion. Vale con demostrar que si un sistema tiene dos soluciones distintas en-
tonces tiene infinitas:
Sean S y T dos soluciones distintas:

S1 tl
S92 t2
S = ; r=1.
Sn tn

14



Por ser S y T soluciones del sistema se cumple AS = B y AT = B; entonces, para
cualquier A € R, AS + (1 — A\)T también es solucién del sistema pues:

AMNS + (1 = NT) = NAS + (1 = N)AT = \N(AS) + AT — \(AT) =B+ B — \B = B.
Como hay infinitos A € R, resulta que el sistema tiene infinitas soluciones. O

Definicién 1.3.6. Sea A € M,,,, (cuadrada). Se dice que A es inversible si B € M,,«,,|
AB = BA = I,,. En este caso, se dice que B es inversa de A.

Teorema 1.3.4. Si una matriz A, tiene inversa, ésta es tnica (se escribe A™1).

Demostracion. Sea A una matriz inversible, sean B y C' inversas de A. Entonces:
B(AB) = BI, = B, (AB)C =I,C =C.

B(AB)C = BC,  B(AB)C = BC.
0

Teorema 1.3.5. Sean A y B matrices inversibles del mismo tamafio. Entonces AB es
inversible y su inversa es (AB)™!' = B~1A~1.

Teorema 1.3.6. Sean A una matriz inversible y A un nimero real no nulo. Entonces:

1. AA es inversible y (M)~ = $A7%

2. A71 es inversible y (A7) 71 = A.
3. A™ es inversible y (A")™! = (A7)" n e N.
4. At es inversible y (A")~! = (A7)

Ejercicio. Demostrar estos dos tltimos teoremas.

1.4. Meétodo de Gauss para la obtencién de la ma-
triz inversa

Veremos con ejemplos un método que nos permite saber si una matriz cuadrada es
inversible o no, y en el caso de ser inversible encontrar su inversa.

Una matriz es inversible si y solo si a partir de ella y realizando operaciones elemen-
tales se puede llegar a la matriz identidad. En este caso su matriz inversa es la que se
obtiene al realizar las mismas operaciones elementales a partir de la matriz identidad.

La justificacién de este método requiere el estudio de las llamadas matrices elemen-
tales, que no trataremos.
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—__ o

1 1
Ejemplo. Sea la matriz A= | 0 1 ]. Ver, por el método de Gauss si es inversible
1 0

y en ese caso hallar su inversa.

Solucion:
101|100 10 111 00 10 111 0 0
0110102 o1 1]0 10E222(01 10 1 0
110001 01 —1|-1 0 1 00 —2|—-1 —1 1
. (1011 0 0 Fer, (10 0] 1/2 —1/2 1/2
=% (o110 1 o0 2B 0lo 1 0o|-1/2 172 1/2

00 1/1/2 1/2 —1/2 00 1|12 1/2 -1/2

Por tanto la matriz es inversible y su inversa es la matriz:

/2 —1/2 1/2
A= -1/2 1/2 1)2
/2 12 -1/2

]
1 2 4 8
.. : ) .12 48 1 :
Ejercicio. Hallar la inversa por el método de Gauss de la matriz 418 1 2 (si
8 1 2 4
existe).
1.5. Determinantes
Definicién 1.5.1. Una permutacién del conjunto {1,2,3,...,n} es toda posible reor-
denacion de sus elementos. Ya sabemos que hay n! reordenaciones distintas. Una de
estas permutaciones se escribe (iq, g, ..., 1y).
Llamamos P(n) al conjunto de todas las permutaciones de {1,2,3,...,n}.
Si (41,92, 0py ..., 0s,...,0,) €8 una permutacion, se dice que los elementos i, e i

forman una inversion cuando i, > i, es decir, cuando no estan colocados segin su
orden natural.

Ejemplo. P(3) ={(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}.
= En la primera permutacién no hay inversiones.

= En la segunda hay una: el 3 con el 2.

16



En la tercera hay una: el 2 con el 1.

En la cuarta hay dos: el 2 con el 1 y el 3 con el 1.

En la quinta hay dos: el 3 con el 1 y el 3 con el 2.

En la sexta hay tres: el 3 conel 2, el 3conellyel2conell.

Definicién 1.5.2. Una permutacion se dice que es par cuando tiene un ntmero par
de inversiones (en el ejemplo anterior, son pares la primera permutacién, la cuarta y
la quinta). En este caso, la signatura de la permutacién es +1. Una permutacién
es impar cuando tiene un numero impar de inversiones (en el ejemplo anterior, son
impares la segunda permutacién, la tercera y la sexta). En este caso, la signatura de
la permutacion es -1.

Para denotar la signatura de una permutacién (i1, g, . . ., i,) se escribe o (iy, is, . . . , ).

Definicién 1.5.3. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Se llama determinante de
A, y se escribe det(A) o |A], al nimero Z(il’m”,in)ep(n) O (11,09, «yin)Q13, Q24+ * * Ani, -
Habréa n! sumandos, uno por cada permutacion.

Ejemplo. Para una matriz 2 x 2: A = (ZH Zu); P(2)={(1,2),(2,1)}.
21 Q22

Permutacion | Signatura | Sumando
(1,2) +1 11022
(2, 1) —1 a12a21

Entonces, queda: det(A) = ajjass — ajaas. Como regla préctica, para calcular el
determinante de una matriz de 2 x 2, se multiplica en cruz y se resta el producto
correspondiente a la diagonal secundaria del correspondiente a la diagonal principal.

5 4
2 -1

‘:5-(—1)—42:—5—8:—13.
Ejemplo. Para una matriz 3 x 3:
air a2 ais

A= a21 Q22 QA3 |,
a31 azz 33

P(3) ={(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1) }.

Permutacion | Signatura | Sumando

(1,2,3) +1 1122033
(1,3,2) -1 11023032
(2, 1, 3) —1 1209210433
(2,3,1) +1 (12093031
(3,1,2) 171 13021032
(3,2,1) -1 13092031




Entonces queda: det(A) = a11a92a33 — G11023032 — Q12021033 + A12023031 + Q13021 a32 —
13022031 -

Como regla practica: multiplicamos los elementos unidos por lineas, cambiamos de
signo a los de la derecha, y sumamos todo (Regla de Sarrus).

1 3 -1
—2 2 4| =12243414(=1)-(—=2)-3—(—1)-2:1—3-(=2)-2—4-3-1 = 44+12+64+2+12—12 = 24.
1 3 2

Teorema 1.5.1. Propiedades de los determinantes. Sea A una matriz cuadrada. En-
tonces:

1.- Si multiplicamos todos los elementos de una fila de A por una constante k, el
valor del determinante de la matriz resultante es k|A|.

Consecuencias:

(a) Si una matriz tiene una fila de ceros, su determinante vale cero.
(b) Si A € My, |kA| = k™A

2.- Si intercambiamos las posiciones de dos filas, el valor del determinante cambia
de signo.
Consecuencias:

(a) Siuna matriz tiene dos filas iguales, su determinante es cero.

(b) Si en una matriz una fila es multiplo de otra, su determinante es 0.

3.-
al a12 A1n a1 Aaig A1n ail  aig A1n
a;1 +bi aip + big Qin, + bin ;1 Qg2 Qin bir  bio bin,
an1 an?2 Ann An1  Ap2 Ann An1  Ap2 Ann

Consecuencia: Si a una fila le sumamos otra multiplicada por una constante, el valor
del determinante no varia.

4.- El determinante de una matriz es igual al determinante de su traspuesta: |Af| =
|Al.

Consecuencia: Las tres propiedades anteriores y sus consecuencias también son vali-
das para columnas.

Teorema 1.5.2. Si A es una matriz cuadrada entonces: A es inversible < |A| # 0.
Teorema 1.5.3. Si Ay B € M,,«,,, el determinante del producto es el producto de los
determinantes: |AB| = |Al|B].
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Ejercicio. Demostrar

= A"

a) Si A es inversible, entonces |A~
b) Si Ay B € M,,x, se cuample |AB| = |BA]|.
Teorema 1.5.4. Si Ay B € M, tal que AB = I,, entonces existe A~ y B = A~1.
Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

Definicién 1.5.4. Sea A una matriz cuadrada. Se llama menor del elemento a;;,
escrito m;;, al determinante de la matriz que se obtiene al suprimir de A la fila i y la
columna j.

Se llama adjunto del elemento a;;, escrito a;;, al nimero (—1)"m;;. Se define
la matriz adjunta de A como: adj(A) = (aj)i -

Teorema 1.5.5. Desarrollo por los elementos de una linea. Sea A una matriz cuadrada.
Entonces:

1. Desarrollo por elementos de una fila y adjuntos de la misma fila: |A| = a; 041 +
oo + ...+ Qi Qlipy

2. Desarrollo por elementos de una fila y adjuntos de otra fila: a;1 o1 +appojo +. ..+
AinOljn = 0 <Z 7é j)

3. Desarrollo por elementos de una columna y adjuntos de la misma columna: |A| =
13005 + Q30025 + . .. T+ Ui Qln.

4. Desarrollo por elementos de una columna y adjuntos de otra columna: aj;o; +
Q2; (X9 + ...+ ApiOlpj = 0 (2 7é ])

21 3 -1

: . 12 0 0
Ejemplo. Calcular el determinante de A = 01 -9 s
13 3 0

Solucion: Para calcular el determinante de la matriz A, utilizaremos el método de
expansion por cofactores. La mejor fila para expandir es la Fila 2, ya que contiene dos
ceros, lo que simplificara los célculos.

2 1 3 -1
12 0 0
A:o1—25
13 3 0
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El determinante de A expandiendo por la Fila 2 es:

|A] = 21051 + a22C9% + a23C53 + a24C54,

|A| = (1) - Co1 4 (2) - Ca2 4 (0) - Ca3 + (0) - Cay,
|Al =1 (=1)*"" My + 2+ (=1)*"* Moy,

|A] = —1- My + 2 - Moy.

Donde My y Mas son los menores (determinantes de las submatrices).
1. Calcular My,

1 3 -1
Myy=11 =2 5
3 3 0
Expandimos por la Fila 3 (que también tiene un cero):
3 -1 1 -1 1 3
=% e Sleo
Mz =3-((3)(5) — (=1)(=2)) = 3- (1)(5) — (=1)(1)),
My =3 (13) — 3 - (6),
My = 39 — 18,
My, = 21
2. Calcular My,
2 3 -1
My =10 =2 5
1 3 0
Expandimos por la Columna 1 (que tiene un cero):
-2 5 3 —1 3 -1
M22_2-'3 o‘_o'g NER ‘_ ,

5
M =2-((=2)(0) = (5)(3)) +1- ((3)(5) = (=1)(=2)),
My =2-(0—-15)+1- (15— 2),
My =2-(—15)+1-(13),
Moy = —30 4 13,
Msy = —17.
3. Calcular el determinante de A
Ahora sustituimos los valores de My, y Myy en la férmula original:
|Al = —1- My +2- My
Al = —1-(21)+2-(—17)
|A| = —21—-34
|A| = —55.
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El determinante de la matriz A es —55. ]

Teorema 1.5.6. Si A es una matriz inversible entonces A™' = ‘i(adj(A))t.

Al
1 01
Ejemplo. Calcular la inversa de la matriz {0 1 1
1 10

Solucion: 1. Calcular el determinante de A Calculamos el determinante expan-
diendo por la primera fila:
11 0 1 0 1
|A|:1‘1 o] =" o‘+1‘1 1"

Al = 1((1)(0) = (1)(1)) = 0+ 1((0)(1) — (1)(1)),
|A| =1(-1) + 1(-1) = —2.
Como |A| = —2 # 0, la matriz A es inversible.

2. Calcular la matriz de cofactores adj(A) La matriz de cofactores (o adjunta),
adj(A), se calcula con los menores con signo A;; = (—1)"M;;.

-

oy o
1 0 1 0 1 1
) 01 1 1 1 0
adj(A) = =1 ol *11 o] 11
Lo i o
1 1 01 0 1
Calculando cada determinante 2 x 2:
0-1) —0-1) (0-1) 1 1 -1
adj(A)=[-0-1) ©0-1 -a-0]=[1 -1 -1
0-1) —(1—-0) (1-0) -1 -1 1
3. Calcular la traspuesta de la adjunta, (adj(A))’
1 1 -1\’ 1 1 -1
(adjA) =1 -1 1] =1 -1 -1
-1 -1 1 -1 -1 1

(En este caso particular, la matriz adjunta es simétrica, por lo que es igual a su tras-
puesta).
4. Aplicar la férmula de la inversa

1 -1 1 -1
A‘lzm(adj(A))t:_—Q 1 -1 -1/,
-1 -1 1
/2 —1/2 1/2
A= -1/2 1/2 1/2

/2 1/2 —1/2
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1.6. Meétodo de Gauss para la obtencion de deter-
minantes

Definicién 1.6.1. Se dice que una matriz A € M,,,, es triangular cuando o bien todos
los elementos situados debajo de la diagonal son nulos (triangular superior) o bien todos
los elementos situados encima de la diagonal son nulos (triangular inferior).

Teorema 1.6.1. El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los
elementos de la diagonal. En particular, el determinante de una matriz diagonal sera
también el producto de los elementos de la diagonal por tanto el determinante de I,, es
1.

El método de Gauss para el cdlculo de determinantes consiste en hacer operaciones
elementales hasta obtener una matriz triangular, cuyo determinante es facil de calcular
a partir del teorema anterior. Hay que tener en cuenta que al hacer operaciones elemen-
tales el determinante va cambiando segun las propiedades enunciadas en el apartado
anterior (1.5.1).

21 =3 1
. ) 1 2 0 0
Ejemplo. Calcular el determinante de A = 01 -2 5
13 3 0
Solucion:
1 2 0 o op 1 2 0 0
norn 2 1 =3 1| A-m |0 =3 =3 1
4] "“lo1 =2 5 "o 1 -2 5
1 3 3 0 0 1 3 0
1 2 0 0 oan 2 0 0
mor (0001 =2 5 AT 10 1 =2 5
0 -3 -3 1 00 —9 16
0 1 3 0 00 5 -5
12 0 0 12 0 0
%F4 0 1 —2 5 F3<Fy O 1 _2 5
500 0 —9 16 oo 1 -1
00 1 -1 0 0 -9 16
12 0 0
Fy+9F; 01 -2 5 . .
— =5 00 1 -1= 5.1-1-1-7=-35
00 o 7
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1.7. Rango de una matriz

Definicién 1.7.1. Sea A € M,,«, (no necesariamente cuadrada). Consideremos todas
las submatrices cuadradas que tenga A. El tamano de la mayor de estas submatrices
cuyo determinante no sea nulo es el rango de A. Se denota por rg(A).

Teorema 1.7.1. Se verifican las siguientes propiedades:
1. A€ My, = 1g(A) < min(m,n).
2. Si A € M, entonces rg(A) =n < |A| # 0.
3. rg(A) = rg(A").

Teorema 1.7.2. El rango de una matriz no se altera al hacer operaciones elementales
sobre ella.

Ejercicio. Demostrar los dos teoremas anteriores.

Definicién 1.7.2. Este tltimo teorema nos permite redefinir el rango de una matriz
A de la siguiente forma: hacemos operaciones elementales sobre A hasta obtener una

matriz escalonada B. Entonces, el rango de A es el niimero de filas no nulas de
B.

1 2 3 -1
013 2
Ejemplo. Hallar el rango de la matriz |2 0 1 6
010 7
1 2 3 —1

Solucion: Observamos que la Fila 5 es idéntica a la Fila 1. Por lo tanto, la operacién
Iy — F} — Fj la convertira en una fila de ceros.

1 2 3 —1

013 2

LAEB 12 01 6

010 7

000 O

Hacemos cero el primer elemento de la Fila 3:

1 2 3 -1
o 1 3 2
LB o -4 -5 8
o 1 0 7
0O 0 0 0
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Ahora usamos el pivote de la Fila 2 (el 1 en la posicién (2,2)) para hacer ceros debajo
de él:

12 3 -1
01 3 2
%00716
TR0 0 =3 05
00 0 0

Finalmente, usamos el pivote de la Fila 3 (el 7 en (3,3)) para hacer cero el elemento

(4,3):

123 -1
peimen |01 32
% Moo 7 16
00 0 8/7
000 0

Hemos llegado a una matriz escalonada B. Contamos el nimero de filas no nulas.

1 2 3 -1
01 3 2
B=10 0 7 16
00 0 83/7
000 O
Hay 4 filas no nulas. Por lo tanto, rango(A) = 4. O

1.8. Determinantes y sistemas de ecuaciones

Teorema 1.8.1 (Regla de Cramer). Sea A una matriz inversible de orden n. Sabemos
que en este caso el sistema AX = B tiene solucién unica X € M,,,. Entonces: x; = %,
donde A7 representa la matriz que resulta de sustituir la columna 7 de A por la matriz

columna B.

Teorema 1.8.2 (Teorema de Rouché-Frébenius). Sean A € My,wn v B € Mypx1.
El sistema AX = B es compatible < rg(A) = rg(A|B).
De aqui podemos deducir que:

» Sirg(A) # rg(A|B), el sistema es incompatible.

» Sirg(A) =rg(A|B) = n (ndmero de incégnitas), el sistema es compatible deter-
minado.

» Sirg(A) =rg(A|B) < n, el sistema es compatible indeterminado.
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1.9. Aplicacion: amortiguacion

El modelado de un sistema de amortiguacién de dos masas es una técnica de la Inge-
nierfa Mecédnica que se utiliza para analizar el comportamiento de un sistema mecanico
que consta de dos masas conectadas por un resorte y un amortiguador. Este sistema se
utiliza comtinmente en aplicaciones como sistemas de suspension de vehiculos y sistemas
de protecciéon sismica.

Para modelar el sistema, se utilizan las leyes de Newton para escribir las ecuaciones
diferenciales que describen el movimiento de las dos masas en términos de las fuerzas
que actian sobre ellas. Luego, estas ecuaciones diferenciales se resuelven para obtener
la respuesta del sistema en términos de las variables de interés, como la posicion y la
velocidad de las masas.

La respuesta del sistema se puede analizar para determinar cémo se comportara
el sistema en diferentes condiciones, como durante una vibracién o una perturbacion
externa. El modelado de un sistema de amortiguaciéon de dos masas también se puede
utilizar para disenar sistemas de amortiguacién mas efectivos y eficientes para aplica-
ciones especificas.

Para simplificar el tratamiento (el uso de ecuaciones diferenciales se estudiard en
la segunda parte del curso), vamos a considerar un sistema estatico [1]. En concreto,
consideramos dos masas conectadas por 3 muelles en serie, con constantes de elasticidad
k1, ko v k3, v longitudes [y, I y I3 en estado de reposo, que a su vez estan conectados a
dos paredes A y B, de modo que la longitud total del sistema es L, como se puede ver
en la Fig. 1.1.

T, 15 Ty 13
AAA . . AAA_ L . AAA
/ /
k1 k2 k3

I

€T

L

Figura 1.1: Esquema del sistema de amortiguacion del ejemplo propuesto.

Para disenar el sistema de amortiguacién, tenemos que calcular las distancias x1,
T2, lo que haremos suponiendo que el sistema esta en equilibrio, es decir, que las fuerzas
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restauradoras se compensan. Aplicando la ley de Hooke a cada uno de los muelles, se
tiene las siguientes relaciones:

Fy = kl(l’l - ll) )
F2 = k’Q(l’z — T — 12),
Fg = k’g(L — L9 — lg) .

Si el sistema esta en equilibrio es porque F} = Fy, = F3, es decir,
kl(xl — ll) = k’g(l’g — 1 — lg) = kg(L — L9 — lg) s
de donde se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

(/ﬁ + kQ)SCl — kQ.I’Q = lﬁll — kglg
—]{321’1 + (k)g + k‘g)l’g = kglg + k?gL — k)glg

Conociendo la inversa de la matriz de coeficientes' A, tendremos la solucién del

sistema: " " iy
+ Ko —Kg
A= M
( —ky k2+k3> —

- 1 (k2 +ks  ky )
k’lk’g + k’gk’g + k)lk/‘g k2 kl + k2 '

Por tanto, la solucién del sistema es

1\ 1 ]{52 + k‘g kg k‘lll — ]{5212
) n kiks + ]{32]{33 + ]{?1:1{?3 ko ky + ko koly + k3L — ksls ) -~

Problemas

1. Resolver, por el método de Gauss, los siguientes sistemas:

dr+Ty—2=26
(a) ¢ 20 +10y —22=14 |
r+y+z2z=0

20 +3y—2+2t=3
(b) § z+2y+2—-3t=1
2r+y—6z2+t=-1
3r4+2y—z4+t="7
() S z—y+2—-2t=5
dr+y—1t=06

INétese que la matriz de coeficientes es regular porque |A| = kiko + koks + k1ks # 0, ya que la
constante del muelle es siempre positiva.
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2. Estudiar la compatibilidad de los siguientes sistemas segtin los valores del parame-
tro a.

ar+y+z=1
(a) ¢ x+ay+az=1 |
r+y+a’z=-1

3r —y =ax
(b) § br+y+2z=ay .
dy + 3z = az

Encontrar las soluciones para a = 0 (apartado a) y para a = 3 (apartado b).

3. Estudiar la compatibilidad de los siguientes sistemas segin los valores de los
parametros a y b.

r+y+(a®>=1)z=1
(a) ¢ z+2y+32=1 :
2 +b5y+z2z=">

ar + 2z =2
(b) § br+2y=1 :
r—2y+bz=3

ar+z—1=0
(c) § ax+ (a+1)z+ay =2 :
ar+ay+(a+b+1)z=a+1

4. Sea el sistema de incognitas z, v, z, t:

2v+ay+2="7
r+ay+z+t=">
r+2ay+t=-—1
br+ay =b

a,beR.

(a) Hacer un estudio de la compatibilidad y nimero de soluciones para los dife-
rentes valores de a y b.

(b) Resolver el sistema cuando a = b = 0.

5. Calcular, si es posible, AB y BA, siendo A y B las matrices:

1 2 6 -1 _21;
A=(2 -1 1 1), B=| |
3 -2 2 -3 5y

6. Una matriz cuadrada A se llama idempotente si A2 = A.
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(a) Comprobar que la matriz

2 -3 —5
A=|-1 4 5],
1 -3 —4

es idempotente.

(b) Demostrar que si AB = Ay BA = B, entonces A y B son matrices idem-
potentes.

7. Sean A, B matrices cuadradas de orden n: ;Cudles de los siguientes resultados
son ciertos?

(a) rg(AB) = rg(BA).
(b) Sidet A =0y det B =0, entonces det(AB) = 0.
(c) AB?* = A + 2AB + B

Si no son ciertos, poner un contraejemplo.

8. Sea A € M, x,, demostrar que si n es par, det A = det (—A).

9. Si
a b c
d e f|=3,
g h 1
calcular:
a)
d e f
a b cl,
g h 1
b)
2a 2b 2c
g hoi,
3d 3e 3f
c)
a+d b+e c+f
g h i
d e f
d)
—i —-g —h
f+c d+a e+D|.
c a b
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sean A y B matrices cuadradas de orden 3 con det A =1y det B = 2. Hallar, si
es posible: |A + B|, [242|, |B™"|, rg(AB), justificando cada paso.

Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n con |AB| = I. Decir razonada-
mente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas; buscar contraejemplos
cuando sean falsas.

(a) A es inversible.
(b) A7 = B.
(¢) rg B < n.

Calcular por el método de Gauss (si existen), la inversas de las siguientes matrices:

iy (1
a1 5 6 —1 10
3 =2 5 1

Calcular, por el método de Gauss, los siguientes determinantes:

0111 12 45
1 011 31 25
110 1} 4 5 =2 2
1 110 -1 4 1 4

Calcular, por el método de Gauss, el rango de las matrices:

2 3 -2 11 4 3 7 =2
1 0 2 2 2 21 3 —1
11 0 11 ’ 2 00 3
1 0 -1 -1 0 2 0 2 -1
a a b b
. b a a b .
Calcular el rango de la matriz b b oa a para los diferentes valores de
a b b a

a,beR.

Calcular el siguiente determinante (determinante de Vandermonde):

1 1 1 1
a b ¢ d
a2 b2 C2 d2 ) a, b7 c, d S R
at B A B



17. Dadas las matrices: A = {

18.

COS X S€H$:| yB: |: COosy seny

, demostrar
—Senzr Ccosx —seny cosy

que:
2 2
a) AB — cos(z +y) sen(zr +y) . en particular A2 = | ©052¢ sen2z |
—sen(x +y) cos(z+y) —sen2x cos2x
cosnxr  sennx
—sennr CcosnT

b)A”:[

Supongamos que queremos comparar el costo total de ciertas mercancias. La si-
guiente tabla da el costo en céntimos de euro de un kilo de cada uno de los
siguientes productos:

PIENSO PERROS PIENSO GATOS PIENSO CABALLOS

PROVEEDOR 1 145 230 42
PROVEEDOR 2 155 217 48
PROVEEDOR 3 132 224 56
PROVEEDOR 4 162 204 47

Se desean comprar 45 Kg de pienso para perros, 75 Kg de pienso para gatos y 235
Kg de pienso para caballos. Si deseamos saber qué proveedor nos ofrece el mejor
precio total, jcémo planteas el problema utilizando matrices?.

Si hay 15 proveedores y 277 productos, jcudl es el tamano de las matrices con las
que hay que operar?
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Soluciones

1.

a)
b)

b)

S.C.D. Solucion: =1,y =0, 2 = —1.

S.C.I. Solucion: x = =27+ 72«, y = 17 — 43, 2 = —6 + 17a, t = a, con
a € R).

S.I.

Sia#1ya# —1,SCD.Sia=10a= -1, SI (Incompatible). Para
a = 0: Las soluciones son z =1, y = =2, 2 = 3.
Sia=0,a=30a=4,S.Cl En el resto de los casos, S.C.D. Para a = 3:
El sistema tiene infinitas soluciones: x = «, y = 0, z = —5a/2, con o € R.
Sia#4+3,SCD.Sia=43yb=2,S.ClL.Sia=3yb#2, SI1. Sia=43
yb#2,S.1.

Siab#12,S.C.D..Siab=12ya#3,S1..Sia=3yb=4, S.CI.
Sia#0yb+#0,S.CD..Sib=0ya=1,S.C.I. En el resto de los casos,
S.I.

Sia=0yb=06b=4SClL Sia=0yb#0,4S1.Sia#0yb#1
SCD.Sia#0yb=18S.IL

SClLx=3y=a,z=1,t = —4siendo a € R.

. AB y BA no son posibles de calcular porque las matrices A (4 x 3) y B (4 x 2)
no tienen dimensiones compatibles para la multiplicacion.

7. Ninguna de las afirmaciones es cierta. (Buscar ejemplos).

9.

10.

11.

a

o

@)

)
)
)
)

(oW

—3.
—18.
—3.
3.

|A + BJ: No se puede calcular (falta informacién de las matrices).
|24%] = 8

B = &

rg(AB) = 3.

Verdadera.

Falsa.

Falsa.
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12.

13.
14.

15.

16.

1 -3 7
At=-16 -6
-5 9
-3y 240
El rango de las dos matrices es 3.
Sia=b=0 1rgA=0.
Sia=0yb#0rgA=3.
a=1> rgA=1
Sia#0< a=-b rgA=2.

a#bya#—-b rgA=3

(b—a)(c—a)(d—a)(c—Db)(d—"Db)(d-c).
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Capitulo 2

Espacios vectoriales

2.1.

Espacio vectorial real

Definicién 2.1.1. Sea un conjunto V', cuyos elementos denotaremos por ,, ..., en
el que hay definidas dos operaciones

(1)
(2)

Suma (+): Vi, v € V se cumple que @+ v € V.

Producto por un escalar (-): Va € Ry Vi € V se cumple que a-d € V (o ati € V).

que verifican las siguientes propiedades:

Para la suma: Vu,v,w € V

Conmutativa: @ + U = U + 4.
Asociativa: (4@ + ¥) + W = 4 + (U + o).

Existencia de elemento neutro: 3¢ € V|Vu € V se cumple 4 + € = €+ 4 = u. El
elemento neutro es 1nico, se denota por 0 y se llama vector cero.

Existencia de elemento opuesto: Vi € V 3@’ € V|i + @ = @ + @ = 0. Este vector
se denota por —u y se llama vector opuesto de .

Para el producto por un escalar: Vi, v € V y Vo, 8 € R

a(u+7) = atl + av

Distributivas: . . .
(o + B)u = ati + Pu

Asociativa: (af)u = a(pu).

Existencia de elemento neutro: 1 -d =4 Vu V.

Entonces, diremos que el conjunto V' con las operaciones + y - tiene estructura de
espacio vectorial (e.v.) sobre R, y lo denotamos por (V,+, -, R).

33



Ejemplo. El conjunto Msys con las operaciones suma de matrices y producto de un
nuimero real por una matriz tiene estructura de espacio vectorial sobre R.

El conjunto de todos los vectores del plano R? = {(z,y) | 7,5 € R} con las opera-
ciones

(z,y) + (@) =(x+2 y+y), olr,y) = (azr,ay),

tiene estructura de espacio vectorial sobre R. Si anadimos una tercera componente
z, el conjunto R® = {(z,y,2) | z,y,2 € R} con operaciones andlogas también tiene
estructura de espacio vectorial sobre R.

Teorema 2.1.1. Si (V,+,-,R) es un espacio vectorial, se cumple:

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

2.2. Subespacios

Definicién 2.2.1. Sea (V,+,-,R) un espacio vectorial, y sea S un subconjunto de V.
Se dice que S es un subespacio vectorial de V' si S tiene estructura de e.v. sobre R con
las mismas operaciones + y - definidas en V.

Teorema 2.2.1. S es un subespacio vectorial de V' si y sélo si:
(1) S#0.
(2) Vu,v € S se cumple que 4+ 7 € S.
(3) Ya € Ry Vi € S se cumple que ol € S.

Demostracion. = ) Supongamos que S es subespacio de V. Entonces, S es e.v. por si
mismo, luego las operaciones +y- cumpliran que:
VaoeRyVu,veS: u+v€eSyaues.

<) Lo tnico que tenemos que demostrar para que S sea subespacio vectorial es la
existencia de elemento neutro y de elemento opuesto en S, ya que lo demaés es evidente.
Lo demostramos:

Por (2): Sead e S = 0i=0 €Sy (-l)i=—des



Ejemplo. S = {6} (lamado subespacio nulo o subespacio cero) y V' son subespacios
vectoriales del espacio vectorial V. Se llaman subespacios impropios de V.

Ejemplo. En M, el conjunto de las matrices cuya diagonal es nula es un subespacio
vectorial.

Definicién 2.2.2. Si V' es un espacio vectorial sobre R y S; y S2 dos subespacios de
V', definimos la interseccion de Sy y S5 como

SiNSy={uecV|ueS yuecsS}.

Teorema 2.2.2. Sean S; y S dos subespacios de un e.v. V. Entonces, S; N Sy es
subespacio de V.

., L u,ve€S, = u+veS
Demostracion. (1) 4,0€ S1NSy = ¢ | _ ' S '
U,UES, = U+0€S,

= u+v€S; NS

UES, = au e s

~ . = au € SN S.
UES, = au €Sy

(2) OéERYUESlﬂSQ — {
]

Ejercicio. Si S; y S; son dos subespacios de un e.v. V, se define la suma de los
subespacios Sy y S5 como el conjunto:

S1+ Sy = {’Jl + s ‘ iy € Sy, € 52}
a) Buscar un ejemplo en el que S; U Sy no es subespacio de V.
b) Demostrar que S; + Sy es un subespacio vectorial de V.

¢) Demostrar que S; + S es el minimo subespacio que contiene a Sy y Ss, es decir,
que si S es un subespacio tal que S; C Sy S C S, entonces S; + .5, C S.

En la Figura 2.1 se puede ver un diagrama explicativo de la suma e interseccion de
espacios vectoriales, siendo U y W subespacios vectoriales de un espacio vectorial V.

Teorema 2.2.3 (Férmula de Grassmann). Sean U y W subespacios vectoriales de un
espacio vectorial V. Entonces

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

Demostracion. Sea Synw = {¥, ..., U} una base de U NW.
Extendemos esta base a bases de U y W:

SU = {1717"'7Uk7ﬁl7"‘7ﬁm—k}7 SW = {1717"'7Uk7w17"'7wn—k}‘
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N
h

U+ W

Figura 2.1: Representacion de la suma U + W e interseccién U N W de dos subespacios
vectoriales

Proponemos como base de U + W el conjunto
Svaw = {1, Vg, Way e e oy Uy Wy ooy Wy )

1. Todo vector de U + W puede escribirse como combinacion lineal de los vectores
de Syiw, luego el conjunto genera U + .

2. Si una combinacion lineal de los vectores de Sy es nula, al separar las compo-
nentes en U y en W se obtiene que todos los coeficientes deben ser cero, por lo que el
conjunto es linealmente independiente.

Asi, Syiw es base de U + W, y su nimero de elementos es

k+(m—k)+(n—k)=m+n—k.
Por tanto,
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).
O

Ejemplo. Sea V = R? con la suma habitual y consideremos los siguientes subconjuntos:

. Sy ={(z,0) | z €R}.

= Sp={(z,0) |z e R}U{(0.9) | y € R}.
e So={(z,1)| z €R}.

= Sp={(=,0)+(0,y) | 7,y € R} =R*.

Para que un conjunto sea subespacio vectorial de R?, debe cumplir tres condiciones:
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= Contiene el vector cero.
» Cerrado para la suma.

= Cerrado para el producto por escalares.

Estudiaremos en cada caso si el conjunto es subespacio de R2.

Caso 1: Sy = {(z,0)}
Comprobamos si es subespacio.
Solucion: Sean (x1,0), (z2,0) € Sy y a € R. Entonces
(1,0) + (29,0) = (21 + x9,0) € Sy, a(x1,0) = (ax1,0) € Sy.

Se cumplen las propiedades de cierre, luego S4 es subespacio. Notar que lo mismo
ocurrirfa para el subespacio con vectores de la forma (0, y). O

Caso 2: Sg = {(z,0)} U{(0,y)}

Comprobamos si es subespacio.

Solucion: El conjunto contiene el eje = y el eje y, pero no todos los vectores de la suma
de ambos. Tomemos, por ejemplo,

(1,0) € Sp, (0, 1) € Sp.

Sin embargo,

(1,0) +(0,1) = (1,1) ¢ Sp.

De forma genérica, si @ = (z,0) y ¥ = (0,y) con = # 0 e y # 0, entonces @ + ¥ =
(xz,y) ¢ Sp. Por lo tanto falla el cierre bajo la suma, luego Sp no es subespacio. O

Caso 3: S¢ ={(z,1)}
Solucion: Tomemos dos vectores de S¢:
(z1,1), (22,1) € Sc.

Su suma es
(1,1) + (29, 1) = (21 + 22,2) ¢ Sc.

El cierre bajo la suma falla, luego S¢ no es subespacio. Esto se puede apreciar en la
Figura 2.2 0
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0¢ S,
Figura 2.2: El conjunto S¢ formado por vectores con segunda componente igual a 1.

Caso 4: Sp = {(x,0) + (0,y)} = R?
Solucion: Todo vector de R? se escribe como
(z,y) = (z,0) + (0,y),

por lo que Sp = R2.

Dado que R? con sus operaciones habituales es un espacio vectorial, cumple cierre
bajo la suma y el producto por escalares, asi como las deméas propiedades axiomaéticas.
Por tanto, Sp es un subespacio (de hecho, el espacio completo). O]

Observacion. = Aunque Sp contiene el origen, no es subespacio porque no es ce-
rrado para la suma.

= 5S¢ falla todas las condiciones, siendo la més evidente que no contiene el origen.

» Geométricamente, los subespacios de R? son: el conjunto {6}, rectas que pasan
por el origen, o todo R2. Esto se da para los casos de S, y Sp.

» Una recta que no pasa por el origen (como S¢) nunca puede ser subespacio vec-
torial.

» La unién de dos subespacios (como en Sg) generalmente no es subespacio, a menos
que uno esté contenido en el otro.
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2.3. Combinacién lineal: dependencia e independen-
cia lineal

Definicién 2.3.1. Sean V un e.v. sobre R y w1, Us, ..., 4, € V. Una combinacion lineal
de {u;,Us, ..., U, } es una expresion de la forma

Oél?jl + @21,_[:2 + -+ Oéﬂjr

con «; € R (que también serd un vector de V). Se dice que @ € V' es combinacién lineal
de {u;, s, ..., U, } siexisten escalares «; € R, tales que

ﬁ:&lﬁl +0z262—|—~~—|—omfr.

El conjunto de todas las combinaciones lineales de {u, @s, . .., iU, } se denota por
Ly, dy, ..., ).
Teorema 2.3.1. Sean V un e.v. sobre R y w1, us, ..., u, € V. Entonces:
(a) L[ty,us,...,u,| es subespacio de V.
(b) Lliy, s, ..., u,] es el minimo subespacio de V' que contiene a {uy, U, . . ., U, }.

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

Definicién 2.3.2. Sean V un e.v. sobre Ry wy, Uy, . .., 4, € V. Sedice que {u, U, ..., U}
son linealmente independientes (1.i.) si la ecuacién

061711 +Oég7jg + - +arﬁr = 0,

con «; € R, tiene solucion tnica oy = ay = - -+ = o, = 0. En caso contrario, se dice que
son linealmente dependientes (1.d.).

Ejercicio. Demostrar que {u;,Us,...,u,} son linealmente dependientes <= algin
i; se puede poner como combinacién lineal de los demaés.

Ejemplo. En el e.v. (R34, R), demostrar que:
a) {(1,0,1),(0,2,1)} son linealmente independientes.

b) {(1,0,1),(0,2,1),(1,2,2)} son linecalmente dependientes.
Solucidon: a) Para demostrarlo, planteamos la combinacién lineal igualada al vector

nulo:
a1(1,0,1) + a2(0,2,1) = (0,0,0).
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Esto genera el sistema de ecuaciones:

a1:0
20&2:()

a1+a2:0

De la primera ecuacién, a; = 0. De la segunda, as = 0. La tercera se cumple automati-
camente.

Dado que la tnica solucién es la trivial, los vectores son linealmente indepen-
dientes.

b) Planteamos la combinacién lineal igualada al vector nulo:

ar(1,0,1) + ax(0,2,1) + as(1,2,2) = (0,0,0).

Generando el sistema:
a1+ ag = 0

2a2—|—2a3:0
a1 +ag+ 203 =0

De la primera ecuacién: a; = —as. De la segunda: apy = —a3. Sustituyendo en la tercera:
—a3 — ag + 2a3 = 0, consistente.
Por ejemplo, tomando a3 = 1, obtenemos a; = —1, ag = —1, solucién no trivial.
Alternativamente, observamos que (1,2,2) =1-(1,0,1)+1-(0,2,1), por lo que un
vector es combinacion de los otros, y el conjunto es linealmente dependiente. O

2.4. Sistema generador, bases y dimension

Definicién 2.4.1. Sea V un e.v. sobre R. Un sistema generador de V' es un conjunto
de vectores iy, Us, ..., U, € V tales que

V = L[ﬁh’ljg, Ce ,ﬁm],

es decir, que todo vector de V' se pueda generar a partir de {u;, Us, . .., Uy}). Siun e.v.
admite algun sistema generador con un numero finito de elementos, diremos que es de
tipo finito. En lo sucesivo, trabajaremos solo con espacios de tipo finito, aunque no lo
digamos explicitamente.

Definicién 2.4.2. Sea V un e.v. sobre R. Una base de V' es un conjunto ordenado de
vectores de V' que es sistema generador de V' y que ademaés es linealmente independiente.

Ejercicio. Demostrar que
C ={e,e,e31 ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

es una base del espacio vectorial (R?, 4, -, R) (se llama base candnica).
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Ejemplo (Base canénica de matrices). El espacio vectorial M, x,(R) tiene como di-
mensién nm y su base candnica es el conjunto

donde &;; es la matriz que tiene un 1 en la posicién (4, j) y ceros en todas las demas.
En el caso particular de las matrices 2 x 2, la base candnica estd formada por las
cuatro matrices:

10 0 1 0 0 0 0
511:(0 0)7 5122(0 0), 5212(1 O>’ 522=<O 1)-

Ejemplo (Base de monomios en polinomios). El espacio vectorial P,,[x] de los polino-
mios de grado a lo sumo n tiene dimensién n + 1 y como base candnica el conjunto de
monomios

C={l,z,2% ... 2"}

Teorema 2.4.1. Todo espacio vectorial V' de tipo finito y distinto de {5} tiene una
base.

Demostracion. Sea {uy,Us, ..., u,} un sistema generador finito de V' (existe, pues por
hipdtesis V' es de tipo finito). Si {uy, s, . .., u,} es linealmente independiente, ya esta. Si
no, alguno de los u; se podra poner como combinacion lineal de los demas, por ejemplo,
U, (si no, los reordenamos). Lo quitamos, y el conjunto {u, U, ..., u,_1} sigue siendo
sistema generador de V. Si {@;, Uy, ..., 4, 1} es linealmente independiente, ya estd; si
no, repetimos el proceso anterior. De esta manera, al cabo de un niimero finito de pasos,
obtendremos un sistema generador formado por vectores linealmente independientes,
que sera por tanto una base de V. O

Teorema 2.4.2. Si
B = {i, s, ..., uU,}

es una base de un e.v. V, entonces todo conjunto con mas de n vectores es linealmente
dependiente.

Demostracion. Sea {Uy, U, ..., Uy} un conjunto de m vectores, con m > n. Considere-
mos la ecuacién
B0y + Bola + -+ - + Bt = 0,

y demostremos que admite alguna solucién con S; # 0.
Como B = {1, ...,u,} es una base de V, cada v; puede expresarse como combina-
ciéon lineal de los ;:

U; = Uy + Qgitly + -+ - + iy, i=1,...,m.
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién inicial:
m n n m
Pty + -+ B = E Bi g Qi | = E E a5 | iy = 0.
i=1 j=1 1 =1

j=
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Dado que {u,...,u,} es linealmente independiente, se obtiene el sistema:

ap B + aefe + -+ appfm =0,
o151 + P+ - - 4+ agm By =0,

anlﬁl + an2ﬁ2 + -+ anmﬁm = 0.

Este es un sistema homogéneo de n ecuaciones con m incognitas, siendo m > n.
El rango de la matriz de coeficientes coincide con el de la ampliada y, al haber mas
incognitas que ecuaciones, el sistema es compatible indeterminado. En particular, posee
soluciones no triviales, es decir, alguna solucién con §; # 0.

Por tanto, el conjunto {¢,vs, ..., ¥, } es linealmente dependiente. n

Observacion. Todas las bases de un mismo espacio vectorial tienen el mismo ntimero
de elementos.

Definicién 2.4.3. La dimensién de un espacio vectorial V' es el nimero de elementos
de cualquiera de sus bases. Se representa por dim(V).

Observacion.

= Sistema generador, base y dimension son conceptos igualmente validos para subes-
pacios, pues un subespacio vectorial no es mas que un espacio vectorial dentro de
otro.

= El espacio vectorial {0} no tiene base y se considera que dim({0}) = 0.

Teorema 2.4.3. Sean V un e.v. sobre R con dim(V') = n y iy, Us, ..., 4, € V. Enton-
ces:

(a) Si {uy,s,...,u,} es linealmente independiente, entonces es base de V.

(b) Si {uy,Us,...,u,} es sistema generador de V', entonces es base de V.

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

Teorema 2.4.4. Todo conjunto de vectores linealmente independientes de un espacio
vectorial de tipo finito se puede ampliar hasta obtener una base.

Demostracion. Sea {u;, s, . .., U, } un conjunto de vectores linealmente independientes
de un ev. (V,+,R). Si V = L[iy, Us, . .., U], entonces {uy, s, ...,u.} es base de V.
Si no, Iy, € V|vy ¢ L[y, s, ...,u,]. Anadimos este vector al conjunto anterior, y
{ty, Uy, ... U, v} seran linealmente independientes. Si V = L [y, s, ..., U, U], ya
estd; si no, vy € V|Uy & L[ty Us, ..., U, V1], y los vectores {uy, Us, ..., U, U1, Uy} seran
linealmente independientes. Seguimos con este proceso hasta que sea

V:L[ul,UQ,--.,Ur,Ul,UQ,...,US],

lo que sucederd en un nimero finito de pasos pues trabajamos con e.v. de tipo finito.
Entonces, los vectores {iy, s, ..., U, U1, Vs, ..., Us} son Li. (los hemos elegido con esa
condicion) y generan V. Por tanto, constituyen una base de V. [
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2.5. Coordenadas y cambio de base

Definicién 2.5.1. Sean V un e.v. sobre R y B = {ij,us,...,u,} una base de V.
Entonces, cualquier vector @ € V' se puede poner como combinacion lineal de los vectores
de B, es decir, existen escalares aq, s, . .., o, € R tales que & = aqtly +Qotia+- - -+, y,.
Ademas, fijada la base B, estos escalares son unicos para cada 4 € V (jcomprobarlo!).
g

6%)
Se les llama coordenadas del vector i en la base B; y esto se denota por [i]g =

Qn

Ejemplo. R" = {(z1,x2,...,2,) /z; € R} es un e.v. sobre R con las operaciones

($1,$2,...,$n)+(y1,y2,---,yn) = (551+Z/17$2+3/27--~;55n+yn)>
a(xy, T, ..., x,) = (X1, Ao, ..., QL) .

Es facil comprobar que {¢; = (1,0,0,...,0),é> = (0,1,0,...,0),...,é, = (0,0,0,...,1)}

es una base de este espacio, y que las coordenadas del vector (z1, za, ..., x,) € R™ en es-

ta base (que se llama base candénica de R™ ) son precisamente los niimeros 1, s, . . ., Ty;
esto concuerda con la nocién generalizada de coordenadas geométricas de un vector en

R? 0 en R3.

Entonces, fijada la base de un espacio vectorial, podemos trabajar con las coordena-
das de los vectores como si estuviéramos en R"™ (hay que asegurarse de que Vi, v :
[+ U]p =[ulp+ [V]lpy Va € R: [at]p = ald]p, pero esto es facil).

Teorema 2.5.1. Teorema de cambio de base. Relacién entre las coordenadas de
un vector en distintas bases.

Si By B’ son dos bases de un e.v. V, existe una matriz cuadrada de orden n, que
escribimos Pgp o también Pg_,p tal que Vi € V se verifica [i]p = Ppp/|i]p. La
matriz Pgp se llama matriz del cambio de base de B a B’ y tiene por columnas las
coordenadas de los vectores de la base B en la base B'.

Demostracion. Sean B = {uy, s, ..., Uy, B = {v,,0s,...,0,}. Expresamos los vec-
) ) ) ) ) )

tores de B como combinaciones lineales de los de B': w; = a1;0) + ag;02 + - - - + Gy Un.

Sea 1 € V, expresado en funcién de B:

U= ity + oty + - -+ + Qnly.
Sustituyendo w; por su expresion en B':
n n n n n
u = E aju; = E Q; E Q;;V; = E E Qi QG | Vg
=1 j=1 =1 i=1 \j=1

Siden B es
— !/ — d /] —
U = QU1 + Vs + - -+ + O, Uy,

43



por unicidad de coordenadas:

o = E ;0.

j=1
En forma matricial, esto es:
/
(071 a; Q12 ... Qin aq
/
(0%} 21 Q922 ... Qopn (0]
/
(%% Ap1 Qp2 ... Qpp (67

La matriz (a;), ;, cuyas columnas estdn formadas por las coordenadas de los vectores
de B en funcién de los de B’, se llama matriz del cambio de base de B a B’, y se
representa por Pgp,. Podemos escribir [4]g = Pgp i p.

O
Teorema 2.5.2. Se verifica que Pgp: es inversible y que su inversa es Pg/p.

Demostracion. Vemos que Pgp/ Pggp = I,, con lo que, teniendo en cuenta la definicién
1.3.6 quedaria demostrado el teorema.

Para todo vector @ € V se verifica [i|p = Ppp/|t]p = Ppp Ppp|t]p en particular para
los vectores v, Vs, . .., Uy,.

Si Pgp Ppp = (cij)

1,J

1 1 €11 Ci2 C13 -+ Cin 1

0 0 Co1 Co2 Ca3 --- Cop 0

[ﬁl]B, = 0 : 0 = C31 C32 C33 -+ Csn 0

0 0 Cpn1 Cp2 Cpz -+ Cnn O
=c1=1,c1=0,...,¢,1 =0.

Repitiendo la misma operacién con los restantes vectores se obtiene que Pgp Pgp =
I,. n

2.5.1. Ejemplo de cambios de base

El vector ¥ = (3, 1) en la base canénica se puede expresar como:
7 = 3(1,0) + 1(0, 1).

En una base distinta, B = {e; = (0, —1),e5 = (1,0)}, que se obtiene girando 90° en
sentido de las agujas del reloj los ejes coordenados, el mismo vector se escribe:

7= (=1)(0,—1) + 3(1,0) = (0,1) + (3,0) = (3, 1).
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Base canénica C' = {(1,0),(0,1)} Nueva base B = {(0,—1),(1,0)}

A

ehf- [ e R

€1

Y

Figura 2.3: El vector ¢ representado en dos bases diferentes. En la base candnica tiene
coordenadas (3,1), mientras que en la base {(0,—1),(1,0)} tiene coordenadas (—1, 3).

1 S
3 | Notar que el vector v es
el mismo en cualquier base (sistema de referencia), pero sus coordenadas (la forma en
la que lo expresamos en el sistema de referencia usado) cambia de una base a otra.

Veamos ahora como aplicar la matriz de cambio de base para obtener las coordenadas
del vector en la base B. Para hallar la matriz de cambio de base de C' a B, denotada

Pcp, se siguen dos pasos:

Por tanto, sus coordenadas en la base B son [v]p = (_

(1) Se construye la matriz de B a C, Pg¢, colocando como columnas las coordenadas
de los vectores de B respecto de C":

B = {(0,~1),(1,0)} = Ppo = (_01 (1)) .

(2) La matriz Popg es la inversa de Ppc:

Pen = (Poo) = () 3) -(73)-

Verificacién: se aplica la relacién [¢]p = Pop[t]c con

7o = (f) |
a0 )0)-6)

Podemos ver que el resultado obtenido es el mismo que en la Figura 2.3.

Entonces:
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Ejemplo (Coordenadas en la base candénica de matrices). En Mayo(R) la base canénica
es

C - {5117 8127 5217 822}'

a11 a2
Q21 A22
su vector de coordenadas en € es

Si tomamos la matriz A = ( ) = a11&E11 + a12E12 + a21E21 + a29E92, por lo que

[A]G — a2

Ejemplo (Coordenadas en la base de monomios). En P, [z] la base candnica es
C={l,z,2% ... 2"}
Un polinomio cualquiera
p(z) = ag + a1x + asx® + - + a,a”

se expresa como combinacion lineal de los monomios de la base, y su vector de coorde-
nadas en € es

ag

ai

[ple = a?

Qn

2.6. Espacio de filas de una matriz

a1 Q2 - Qip A1

. Qg1 Q22 - d2p Ay
Sea la matriz A = i i ) , = ) , donde cada A; represen-

m1 Am2  *° Qmp Am
ta una fila, que podemos interpretar como un vector de R™. Entonces, al subespacio
LAy, As, ..., Ay se le llama subespacio generado por las filas de la matriz A. Este
subespacio no se altera al hacer operaciones elementales sobre las filas de la matriz (es-
to equivale a hacer combinaciones lineales con los vectores A; ). Entonces, si obtenemos
la forma escalonada de A, las filas no nulas formaran una base de este subespacio (jpor
qué?).
Por tanto:

(1) La dimensién del subespacio coincide con el rango de la matriz.
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(2) Los vectores {A;, As, ..., A} son linealmente dependientes si y sélo si en la for-
ma escalonada hay alguna fila de ceros.

(3) El subespacio generado por las columnas (que serd un subespacio de R™ ) tiene
la misma dimension que el generado por las filas, pues el rango de una matriz
coincide con el de su traspuesta.

Esto nos proporciona un método sencillo para hallar la base de un subespacio y para
ver si un conjunto de vectores es o no linealmente independiente.

2.7. Producto interno

Definicién 2.7.1. Sea V un espacio vectorial sobre R. Un producto interno en V es
una aplicacién de V' x V en R que a cada par de vectores (u,¥) le asocia un nimero
real (@, 7) € R cumpliendo las siguientes condiciones:

) VieV, (@) >0,y (i1 =0 < i=0.

(1)

(2) Yu,v eV, (u,v) = (v, u).

(3) Vu,vy,05 € V, (U, V) + V) = (U, V1) + (U, Va).
(4) Ya € R, Vu,v € V, (au, V) = a(u, V).

Ejemplo. En R? definimos ((z1,%2), (y1,y2)) = 1y1 +Xays; es facil comprobar que esto
es un producto interno. Se llama producto escalar, y se denota por 7 - ¥/.

Se puede extender a R" de la siguiente manera: Si 7 = (x1,Z2,...,Z,) vV § =
(Y1, Y2, -, Yn), T+ Y = T1Y1 + ToYo + - -+ + TnYn, que corresponde al producto matricial
X'Y, donde X e Y son las columnas de coordenadas de T e g/ respectivamente.

Definicién 2.7.2. Un espacio vectorial euclideo (e.v.e.) es un e.v. en el que se ha
definido un producto interno.

Observacion. Trabajaremos habitualmente en R™ con las operaciones usuales y el
producto escalar.

Ejercicio. Sea V un e.v. euclideo. Demostrar que:

(1) (0,@) =0vae V.
(2> <Z::1 U, 17> = 22:1 <ﬁia U> ) <ﬁ7 Zf:l ﬁl) = Zle <ﬁ7 Ul’>'
(3) < Doy utly, D05, BT >= D00 D by < Uy, Uy >.
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Teorema 2.7.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz): Sea V' un e.v. euclideo. Entonces,
Vi, v € V, se cumple: (@, 0)? < (u, 4)(V, V).
Demostmcwn Si@= 0 es inmediato pues (ﬁ,ﬁy =02<0= <6>, ﬁ) (U, ).
Siu # O : Sea w =zt + v con x € R.
0 < (W, W) = (xid + v, zd + V) = (i, @) + x(i, V) + z(v, @) + (U,7) =

= 2%(i, @) + 2x(i, ) + (U,0) = ax* + 2bx +c,

- — — _> - — - —
donde a =< @,u>0puesd # 0,0 =<u,T>yc=<0,7> y=axr’>+2bxr+cesuna
pardbola que nunca toma valores negativos, y entonces A = 4b*> — 4ac < 0 (no puede
tener dos raices reales distintas). Queda visto que (i, v)? < (4, @) (¥, T). O

2.8. Norma y distancia

Definicién 2.8.1. Sea V un ev.e. y @ € V. Se define la norma de 4 como |u|| =
\/ (U, @). Se dice que un vector es unitario cuando su norma es 1.

Ejemplo. En R? con el producto escalar: ||(z,y)|| = /22 + y2; la norma coincide con
el concepto usual de longitud de un vector (y también en R3).

Teorema 2.8.1. Se verifican las siguientes propiedades (para la norma):
(1) YaeV, ||@| >0,y ||i] =0 < @=0.
(2) ||at]| = |of||@]] Vo eR,VueV.
(3) ||+ || <||u|| +||7]| Vu,v €V (Desigualdad triangular).
Demostracion. (1) Inmediato.

(2) llevil]| = /(o ) = /a2 (i, i) = |a]y/ (i, i) = |of ]

(3) ||u+v|]? = (4 + v, 4+ T) = (4, u) + 2(, V) + (V,0) =

= ||@||? +2 < @,7 > +|\17]|2 < HﬁHQ + 2/ < i, i >< 0,0 >+ ||7]|* =

l\)

= [lal* + 2[|al||7] + [|9]|* = (||ﬁ| +I71)? = 1@ + ol < ||l + [|9]]-
O

Definicién 2.8.2. Sean @, v € V (e.v.e.). Se define la distancia entre @ y U como
d(u,v) = ||@ = .

Ejemplo. En R? con el producto escalar, si @ = (x1,%1) y ¥ = (22, y2) entonces d(u, ) =

V(1 —22)2 + (11 — 2)%.
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Teorema 2.8.2. Se verifican las siguientes propiedades (para la distancia):
(1) Yu,v eV, d(u,v) > 0; d(u,v) =0 < u=17.
(2) d(u,v) =d(v,4) Vu,veV.
(3) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) Yu,v,weV.

Ejercicio. Demostrar las propiedades anteriores.

2.9. Angulos y ortogonalidad

= Ya conocemos las nociones de angulo y perpendicularidad en el plano; las relacio-
namos con el producto escalar en R2.

xy = ||| cos ay, y1 = ||| sen oy,
xo = ||U]| cos a, Yo = ||7|| sen aa.
Entonces: o
-V = (z1,y1) - (@2, %) = 122 + Y1¥2
= ||| cos a1 ||T|| cos ag + ||| sen vy ||T]| sen ap
= ||@||||7]| (cos ay cos ag + sen ay sen )
= ||| || 5] cos(az — )
= |||||v/]| cos S
Por tanto: .o
u-7
cosff = ———.
[[a]] |7

En particular, si @ y ¥ son perpendiculares (ortogonales), se verifica:

—

. S — S 11— ™
-0 = |all[|v]| cos B = [[all[|v]| cos 5

220.

Generalizamos esto a un espacio vectorial euclideo cualquiera.

Definicién 2.9.1. Sean V un e.v.e. y @, 7 € V distintos de 0. Se define dngulo 3 entre
Uy U como
B = arc cos (—@’UZ ) )
[l 7]

Definicién 2.9.2. Sean V un e.v.e. y 4,7 € V. Se dice que & y ¥ son ortogonales,
escrito @ L ¥, cuando (u, 0) = 0.

Definicién 2.9.3. Sean V un e.v.e. y 51,95 subespacios de V. Se dice que Sy y S5 son
ortogonales, escrito S; L Sy, cuando u L v Vu € Sq,Vv € Ss.
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Definicién 2.9.4. Sean V un e.v.e. y iy, uUs,...,u, € V. Se dice que el conjunto

{1, Uy, ..., U, } es ortogonal cuando u; L u; para i # j.

Definicién 2.9.5. Sean V un ewv.e. y uy,us,...,u, € V. Se dice que el conjun-
to {u,Us,...,u,} es ortonormal cuando es ortogonal y ademads ||u;|| = 1, para i =
1,2,...,7.

Teorema 2.9.1. Sean V un e.v.e. y {uy, iy, ..., u, } un conjunto ortogonal de vectores
de V tales que u; # 0, para i = 1,2,...,r. Entonces, {u;,1s,...,u.} es linealmente
independiente.

Demostracion. Planteamos la combinacién lineal
Oél’ljl -+ CKQ?IQ + ..+ Ckrﬁr = O,

y tenemos que probar que «; = 0 Vi.
Para cada+1=1,2,...,7:

0= <6, 'Jl> = <Oélﬁl -+ 042112 + ...+ arﬁr, ﬁl>

= Ofl<ﬁ1,ﬁi> + O@(ﬁg,ﬁ» + ...+ aZ@’Z,ﬁZ) + ...+ ar<ﬁraﬁi>-

Luego, a; = 0 Vi, pues u; # 0 para todo .

Teorema 2.9.2. Sean V un e.v.e.y {iy, us, ..., U, } un conjunto ortonormal de vectores
de V.7 € L[ty, iy, ..., U] < 0=<0,i; >+ < U,dy>ty+ ...+ <7, i > U.

m
Demostracion. =) Sea U € L[uy, s, . .., u,|. Entonces existen aq, s, ...,a, € R tales
que

U= Ollﬁl + 06262 + ...+ arﬁ}.
Para cada ¢ se tiene:

7‘ T
<17, ﬁz> = Zakﬁk,ﬁi = Zak<ﬁkaﬁi> = ai<ﬁz’7ﬁi> = Q.
k=1

k=1

Luego, o; = (U,1;) Vi=1,2,...,7.
<) Inmediato. O

Teorema 2.9.3. (Teorema de Pitdgoras): Sean V un e.v.e. y @, € V tal que 4 L 7.
Se cumple: [|@ + o] = [|4]|* + [|7]*.

Ejercicio.

s Demostrar el teorema anterior.
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» Demostrar que si {uy,Us, ..., 4, } es un conjunto ortonormal de vectores de V' y
'
U € L |iy, s, . ..,U,] entonces ||v]|* = E < U U >
k=1
Definicién 2.9.6. Una base de un e.v.e. V' es ortonormal cuando los vectores que la

forman son un conjunto ortonormal.

Si B = {uj,Us,...,U,} es una base ortonormal de V' entonces, las coordenadas de
(i, iy)

u’
<ﬁ7 2>

S

un vector # en la base B son [i]|p =

Solucion: Llamemos a los vectores de la base 51 = (\/iﬁ, \%) y 52 = (—%, i)

Queremos encontrar las coordenadas (cq, ¢2) tales que:
U= Clgl + 0252,
(3.4) ( 1 1 ) N ( 1 1 )
) =cC T =y = & T =y T = *
Va2 U VR Ve

Cuando la base es ortonormal, las coordenadas (cj,ce) del vector u se calculan
simplemente con el producto escalar:

Clzﬁ'gl y CQZl_L" 2.
Calculamos:
1 1 1 1 7 V2
P W S WO R A0
2 2 2 2 2 2
11 1 1 —3+4 1 2
co=034) |—,—=|=3-(—%= ) +4-—== R
2= )< 2\/§> ( > 5 V2 V2 2
Las coordenadas son (%, 72> O

Definicién 2.9.7. Sean V un e.v.e. y S un subespacio de V. El conjunto S+ = {& €
Vig L § V§e S} sellama complemento ortogonal de S.

Ejercicio. Comprobar que S+ es subespacio vectorial de V.
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2.10. Cambios de bases ortonormales: matrices or-

togonales
Definicién 2.10.1. Sea A una matriz cuadrada inversible. A es ortogonal cuando
A~ = Al
Ejercicio.

a) Demostrar que si A € M,y,, es una matriz ortogonal, su traspuesta A’ también
es ortogonal.

b) Demostrar que si A € M,,, es una matriz ortogonal, entonces |A| =16 |A| = —1.

Teorema 2.10.1. Sea la matriz A € M,,,,, donde A; es la fila i-ésima. A es ortogonal
< {4, Ay, ..., A,} es una base ortonormal de R™ con el producto escalar.

Observacién. El resultado también es cierto si se consideran los vectores columna en
lugar de los vectores fila.

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.

Teorema 2.10.2. Sean V un e.v. y By B’ dos bases ortonormales de V. Entonces, la
matriz del cambio de base de B a B’ es ortogonal.

Demostracion. Sea

B=1{&,6,....8), B =188, . ...

n

Llamamos P a la matriz del cambio de base de B a B’. Las columnas de P son las
coordenadas de los vectores de B expresados en funcion de los de B’:

(€, @)

Estas n columnas forman una base ortonormal de R™ con el producto escalar. Por
el Teorema 2.10.1, P es ortogonal.
De hecho, para cada ¢:

n n
<[€2 B 61 B’ Z = Z<gz; <é;, a€>gk>
k=1

k=1

<67,a

3
H
k‘
~_
I
—~
e
DL
~
I
—_



Sii# g

(E1p, [Em) = Y (@ 8@, 80 = D (&), (€, E)e)
k=1 k=1
= <Z<>> = (&,&) =0,
k=1

Como las columnas de P forman una base ortonormal, se concluye que P es una
matriz ortogonal. O

2.11. Aplicacion: relojes digitales

En esta seccion vamos a ver un ejemplo sencillo de espacio vectorial. En concreto,
consideraremos los nimeros de un reloj digital.

Antes de empezar, debemos introducir el concepto de grupo ciclico. Para poder en-
tender mejor este grupo, pensemos en un reloj analégico usual. El grupo que describe las
horas de un reloj es conocido como el grupo ciclico de las horas, denotado comtinmente
como Zqo. Este grupo esta compuesto por los niimeros enteros modulo 12, es decir, los
numeros del 1 al 12. Cuando pasa una hora de las 12 el reloj marca la 1. Este grupo es
ciclico porque se puede generar repitiendo una unica operacién, en este caso, sumando
1 repetidamente.

Para el problema que vamos a estudiar ahora, vamos a considerar el grupo Zs,
también conocido como grupo ciclico de orden dos, que es un grupo abeliano (es decir,
conmutativo) que consta de dos elementos: 0 y 1. La operacién binaria que define al
grupo es la suma médulo 2, es decir:

_|_
0
1

— OO

1
1
0

Podemos pensar en Zs; como un conjunto de nimeros que representan si una pro-
posicion es verdadera (1) o falsa (0). Por ejemplo, en un problema de légica, podemos
usar 0 para representar una proposicién falsa y 1 para una proposicion verdadera.

En términos algebraicos, podemos definir el grupo Zy como un conjunto de elementos
{0,1} con la operacién binaria + definida anteriormente (0+0=0,0+1=1+0=1
y 1+ 1 = 0). Este grupo es abeliano porque la operacién es conmutativa, es decir,
a+ b= 0b+ a para cualquier a y b en Z,. Ademas, es un grupo ciclico porque se puede
generar cualquier elemento del grupo a partir de una operacién de suma repetida sobre
el elemento identidad 0.

Con todo esto, vemos que podemos construir un espacio vectorial, donde los vectores,
en vez de tener los reales como grupo, sea este Zs.
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Sabiendo esto, podemos considerar ahora una representacién de un reloj digital LED
de 7 componentes [2] Fig. 2.4. Cada LED que esté encendido se representara con 1 y
serd 0 cuando esté apagado.

Figura 2.4: Los 10 ntimeros de un reloj digital.

Por lo tanto, podemos hacer las siguientes sumas de ntimeros de la Fig. 2.5

1 I
- g 2

Figura 2.5: Ejemplos de suma de nimeros.

Podemos demostrar que esto representa un espacio vectorial de dimensiéon 7. Para
ello, tenemos que ver que se cumplen las siguientes propiedades (que aparecen en el
Tema 2 de los apuntes de teoria):

= Suma:

e Conmutativa: hemos visto antes que la suma de elementos del grupo Zs
es conmutativa, por lo que un vector definido sobre este grupo satisfara la
propiedad conmutativa para la suma.

e Asociativa: La suma de elementos del grupo Zs es también asociativa, por
lo que también la satisface.
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e Existencia de elemento neutro: en este caso, el vector neutro serd un vector
de 7 componentes con todo ceros (ningin LED encencido).

e Existencia de elemento opuesto: a partir de la propiedad vista anteriormente
de la suma de elementos, el elemento neutro sera el propio vector.

= Producto por un escalar:

e Distributiva: se sigue de manera directa de las propiedades del grupo.
e Asociativa: igual que en el caso anterior.

e Existencia de elemento neutro: en este caso, el elemento neutro serd el 1.

Problemas

1. Determinar cudles de los siguientes conjuntos, con las operaciones indicadas, son
espacios vectoriales sobre R:

(:L‘,y) + (xlvy/> = (x +a' Yy + y,)

a) R2 con las operaciones
) P {au, ) = (201, 2ay)

b) El conjunto P3(R) de todos los polinomios de grado menor o igual que 3 con
coeficientes reales con las operaciones usuales.

2. jCuales de los siguientes conjuntos son subespacios del e.v. que se indica?

a) En R? con las operaciones habituales, el conjunto de vectores de la forma
(a,1,0).

b) En Msys con las operaciones habituales, el conjunto de las matrices anti-
simétricas.

¢) En P3(R) con las operaciones habituales, el conjunto de los polinomios con
derivada nula.

d) En R? con las operaciones habituales, el conjunto F' = {(z,y) € R?|z = 0}.

e) En Msys el conjunto de todas las matrices de la forma (g 2), a,beR.
f) En My el conjunto de todas las matrices de la forma <g 2), a,beR.

3. ;Son linealmente independientes los siguientes vectores de R*:
(1,0,-1,1),(-2,1,1,0),(6,1,2,0), (0,—-1,0,2),(1,0,1,1)7

4. Probar que B = {(1,1,1),(1,1,0),(

1,—1,0)} es una base de R3. Calcular las
coordenadas en esta base del vector (2, —4,1

).
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5. Hallar una base y la dimensién de cada uno de los siguientes subespacios del e.v.
RS
a) Ly =L[(1,-1,2),(—1,1,-2),(2,-2,4)].

b) Ly = {(ov,a = 3,28)|ov, B € R}.
c) Ly={(z,y,2) ER}|z —y+2:=0,—z+y—22=0,—2x+ 2y — 42 = 0}

6. En Ms,», hallar una base del subespacio S = {(g 2) la,b € R}.

7. En R3 se consideran las bases: B = {(1,—-1,1),(2,0,1),(-1,2,3)} y
B ={(2,—1,5),(1,0,5),(0,6,10)}.

a) Hallar la matriz del cambio de base de B a B'.
b) Hallar la matriz del cambio de base de B" a B.

c) Hallar la matriz del cambio de base de B a la base candnica.

8. En el espacio vectorial P3(R) (ejercicio 1b) se consideran los polinomios ¢ = 1+,
U :iCz, Uz = 1+$2, Uy = 22 + 23,

a) Demostrar que B = {, U, U3, U4} es base de P3(R).

b) Dado w; =1+ x + 2% + 23, hallar [@,]5.

1
- 1 -
c) Si [whp = e hallar .
0

d) Sean ws = 3 + 2z + 2% + 323, @, = 1. Hallar L1}y, Wy, w3, ).
9. En el e.v. R* se consideran los siguientes subespacios vectoriales:
Ly=1L[(1,-1,2,0),(0,1,-3,1),(1,1,—4,2)],
Ly = {(x,y,2,t) € Ry = 0,2 + 2z +t = 0}.

a) Hallar una base y la dimension de L;.

b

)

) Hallar una base y la dimensién de L.

¢) Hallar una base y la dimensién de L; + L.
)

d) Hallar una base y la dimension de Ly N Lo.
10. Se consideran en R* los vectores: ¥, = (1,2,a,1), % = (a, 1,2,3), 3 = (0,5,7,0).

a) Hallar a para que la dimensién de Ly = L[v}, U, U3] sea 2. Dar una base.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

b) Sea el subespacio Ly = {(z,y,2,t) € R}z =0,y + 2z + t = 0}. Obtener una
base.

c¢) Hallar una base de L; N Ly para el valor de a dado en a).

d) Hallar una base de Ly + Lo para el valor de a dado en a).

Sea un espacio vectorial (V,+,-,R). Demostrar que si los vectores {uy, Uy, u3}
forman una base de V, entonces los vectores {¥), U, U3}, donde ¥} = iy + 2y,
Uy = 21 — U3, U3 = U3, también forman una base de V.

Consideremos el espacio vectorial euclideo R? con el producto escalar. Hallar un
vector unitario que sea ortogonal a los vectores 4 = (4,6, —1) y 7 = (2,3, —2).

Sea V un e.v.e. y 4, € V. Probar que: |4+ || = || — V|| <= d y ¢ son
ortogonales.

En R? se considera el subespacio S generado por (1,0, 1) y el producto escalar.

a) Hallar una base de S*.
b) A partir de la base hallada en a), obtener una base ortonormal de R3.

c¢) Expresar el vector (3,1, —1) como suma de un vector de S mds otro de S*.

Demostrar que si Ay B € M, «, son matrices ortogonales, AB y BA son también
ortogonales.

Demostrar que si A € M,,,, es ortogonal y simétrica, entonces A% = I. (Si A? =T
se dice que la matriz A es involutiva).

a) En R* consideramos el subespacio generado por los vectores @y, ¥ y 73, siendo
v = (1,2,1,1),05 = (—1,0,1,2),75 = (—1,4,5,6). Hallar el valor de m y n para
que (2,m,n,m +n) € L[V}, Vs, v3]. Calcular la dimensién del subespacio y sus
ecuaciones paramétricas e implicitas.

b) En R?* consideramos el subespacio generado por los vectores 0, ¥ y 73, siendo
v = (1,2,1,0),v5 = (—1,0,1,2),75 = (—1,4,5,6). Hallar el valor de m y n para
que (2,m,n,m +n) € L[V}, Vs, v3]. Calcular la dimensién del subespacio y sus
ecuaciones paramétricas e implicitas.

Sean v, = (0,1,—1,1),75 = (1,-2,0,a),v3 = (a,—1,—1,2),0y = (2,-3,1,3),
vectores de R* :

a) Hallar a para que los vectores {], U, U3} sean linealmente dependientes.
b)Sia=1y U= L[th,%] yV = L|[U5, 0], encontrar una base de U + V' y otra
de UNV.

27



19

2

o

21

22

23

25

. Sean los subespacios de R* : H; = L[(1,1,1,1),(1,-1,1,—-1)] ¥
H,=L[(1,1,0,1),(1,2,—1,2),(3,5,—2,5)].
a) Calcular = e y para los que (1,5, —x,y) € H;.
b) Hallar la dimensién y una base de los subespacios Hy, Hy, Hy + Hy, Hy N Ho.
c¢) Hallar unas ecuaciones implicitas de H; + H,.

a b
. a) Probar que V; = {( a—b atb
espacio vectorial Ma.o(R).
b) Hallar la dimensién y una base de dicho subespacio.

c¢) Si B es dicha base, hallar las coordenadas de < _21 2 ) en B.

> Ja,b € R} es un subespacio vectorial del

. Sean H; y H, dos subespacios vectoriales de R*, tales que dim H;, = 2 y dim H, =
3. {Qué valores pueden tomar dim (H; + Hy) y dim (Hy N Hy) ?

. Sea P(R) el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que 2 y
coeficientes reales. Sea S = {p(z) € P(R) | p(1) = 0}. Probar que S es un subes-
pacio de Py(R), y hallar su dimensién y una base de S.

. En R3 se considera el subespacio S = {(z1, %9, 73) € R3/22) — 29 — 13 = 0} y el
producto escalar definido en R3.

a) Hallar una base de S*.
b) A partir de la base hallada en a), obtener una base ortonormal de R3.

. Dados los vectores
a 1 2
1], b1, 21,
1 1 3

halla los valores de los parametros a y b, o la relacion entre ellos, para que:

a) Los vectores sean base de R3.

b) Los vectores generen el subespacio

1 3
w==r|[2],[4
1 4
.St A= :; 2 ), demuestra que S = {B € Msy2(R)/A- B =0} es un subes-

pacio vectorial de Mayo(R) y halla la dimensién y una base.
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26. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension n y sea S, T subespacios de V.

)
b) Prueba que si S C T, entonces S+ D T,
(c) Prueba que (S+T)*+ =StnT+.
(d) Prueba que (SNT)+ =S+ 4T+

(a) Si dim(S) =r, jcudl es la dimensién del subespacio ortogonal a S?
(

27. Sea A = (a;j) € M, (R). La traza de A, denotada tr(A), se define como la suma
de sus elementos diagonales:

tl”(A) = Zaii =ai +ag + -+ App-
i=1
Demuestra que el conjunto de matrices de traza cero
T, ={A e M,(R) | tr(A) =0}

es un subespacio de M,,(R).

Soluciones

1. No.

St

Qo

o o
NI N N N N N -

o
)

No.
Si.
Si.
Si.
No.
Si.

o

R

w
Z,
e

1
. Las coordenadas son | —2
3

W

5. a) dimL; = 1. Una base: {(1,—1,2)}.
b) dim Ly = 2. Una base: {(1,1,0),(0,—1,2)}.
) dim L3 = 2. Una base: {(1,1,0),(—2,0,1)}.

10 0 0
{(O O)’(O 1)}esunabasede5.

29
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10.

1

\)

14.

17.

18.

. Hay dos vectores: (%,J—%,O) y <_%

20
23 9 _2
9
b) Ppp = Pgp = t oy ¥
% 1 26
9 9
1 2 -1
C) PBC’— -1 0 2
1 1 3
1
. 0
b) [ = |
1
c 2+ + 222,

) Wy =
d) P3(R).
a) dim L, = 2. Base: {(1,-1,2,0),(0,1,-3,1)}.
b) dim Ly = 2. Base: {(—2,0,1,0),(—1,0,0,1)}.
¢) dim L; + Ly = 3. Base: {(1,-1,2,0),(0,1,-3,1),(0,0,—1,2)}.
)
)
)
)
)

d) dim L; N Ly = 1. Base: {(—1,0,1,—1)}.

a) a = 3. Una base es, por ejemplo, {(1,2,3,1),(0,5,7,0)}.

b) {(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)} es una base de Ls.
LiNLy={(0,0,0,0)}. No tiene base.

L, + Ly = R%. La base canénica de R* es una base de L + Lo.

¢
d

5:0).

i

a) Una base puede ser {(1,0,—1),(0,1,0)}.
0,

b) Base ortonormal: {(\}5, > 1,0), (\}Q,O,—\/AQ>}.

)
)
c) (3,1,—1) = (1,0,1) + (2,1, -2), donde (1,0,1) € Sy (2,1,—-2) € S+,
) n
) m

m=2,dimV =3,V ={(a,a+b,b,¢)a,b,ceR}
=-2n=4,dmV =2,V ={(a,a+b,b,—a+0b)|a,b,ceR}

S

b

a) a=1, b) Byyv = {172,173,174}, Byrv = {773}
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

a)r=—1,y=>.

b) B, = {(1,1,1,1), (1, =1,1, =1)}, dim(By, ) = 2.
Bu, {(1,1,0,1),(1,2,1, 1)}, dim(By,) = 2.
BH1+H2 {( » Ly b (17 -1,1,- ) (17 1,0, 1)}7 dim<BH1+H2) = 3.

1,1,1),
BHlmHz_{( ) 7]-’ ) 7d1m(BHlmH2):1. C)t—y:O

)G

) en B son (2,3).

b) dim(V}) =2. B =

¢) Las coordenadas de 1

( 2
Los valores posibles son:

S es un subespacio vectorial. dim(S) = 2. Una base de S es Bg = {z — 1,2% — 1}.
a) Bgr ={(2,—-1,-1)}.
_ (L 2 2 -1 5 2
b) BON_{<7377570)7(\/_3*07\/_3*07\/_3*0)7<7€7 >}
a) 3ab—2b—2a+1#0.
b)a=3, b=2.

ims =2 muas - {(20). (0 )},

a) Por descomposicién ortogonal V = S @ S+, luego dim S+ =n —r.

St

Y

St

b) Si S C T, todo vector ortogonal a T es ortogonal a S, de donde T+ C S*.

¢) € (S+T) «— (#,§+1) =0 paratodo e S, teT,loque equivale a
(Z,8) =0y (£,t) =0, es decir, ¥ € St NTL.

d) Setiene siempre St+T+ C (SNT)*. Ademss, por dimensiones y la identidad
del apartado (c),

dim(S* + 77F) = dim S* + dim T+ — dim(S+ N T+)
=(n—dimS)+ (n—dim7) — (n —dim(S + T)).
Esto es n — dim(SNT) = dim(SNT)*, con lo que St + T+ = (SNT)*L.
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Capitulo 3

Aplicaciones lineales

3.1. Concepto de aplicaciéon lineal y propiedades

Definicién 3.1.1. Sean U y V' dos espacios vectoriales sobre R, y sea la funcion f :
U — V. Se dice que f es una aplicacién lineal (o transformacién lineal) si cumple las
condiciones:

(1) f(ii+ ) = f(i) + f(7), Vii,7 € U.
2) fai) = af(d), Ya € RVi € U.

Si U =V, se dice que f es un endomorfismo (u operador lineal). Si f : U — V es
una aplicacién lineal biyectiva se dice que es un isomorfismo entre U y V. Si existe un
isomorfismo entre U y V, se dice que U y V son e.v. isomorfos.

Ejemplo.

» Sea A una matriz m x n. La aplicacién f : R" — R™ X — AX (considerando los
elementos de R™ y R™ como vectores columna) es una transformacién lineal. A las
transformaciones lineales de este tipo se les llama transformaciones matriciales.

cos — sin a)

» En particular, en el e.v.e. R?, sea o un dngulo fijo. Sea A = [ .
sina cosa

La aplicacién f : R? — R2, (;) — A (i) es una aplicacion lineal. Se llama

rotacién o giro de dngulo a. Geométricamente, f(u) es el vector que se obtiene si
se hace girar « hasta describir un dngulo « en sentido contrario a las agujas del
reloj.

= Sea V un e.v. sobre R, A € R. La aplicacién f : V — V, ¥ — AU es una aplicacion
lineal. Si A > 1 f es una dilatacion de V. Si 0 < A < 1 f es una contracciéon de V.
Geométricamente, una dilatacién ”estira” cada vector que esta en V' en un factor
A, y una contraccion de V' ”comprime” cada vector en un factor .

62



Ejercicio. Sean las funciones f : R* — R? f(z,y) = 2x,2 — L,z +y). g : R? = R3,
g(z,y) = (22,2 — y,x + y). {Son aplicaciones lineales?

Solucion: Para que una aplicacién sea lineal, debe cumplir dos condiciones:
1. Aditividad: f(d+v) = f(u) + f(?).
2. Homogeneidad: f(cw) = cf(u).

Una consecuencia directa de estas propiedades es que f (6) = 0. Si esto no se cumple,
la aplicacién no es lineal. O

Anilisis de f(x,y) = 2z,z — 1,z + y):
Comprobamos la condicién del vector nulo f(0) = 0:
£(0,0) = (2(0),0 — 1,0 + 0) = (0, —1,0).
Dado que f(0,0) # (0,0,0), la aplicacién f no es lineal. La presencia del término

constante “—1” rompe la linealidad.

Andlisis de g(z,y) = (22,2 —y,z + y):

=,

Comprobamos la condicién del vector nulo ¢(0) = 0:
g(0,0) = (02,0 — 0,0 4+ 0) = (0,0,0).

Esta condicién si se cumple. Debemos comprobar las propiedades de linealidad. La
presencia del término 2 sugiere que no serd lineal.
Comprobemos la homogeneidad g(ct) = cg(@). Sea @ = (z,y) y ¢ un escalar.

glet) = glex, cy) = ((cx)?, (ca) — (cy), (cx) + (cy)),
glei) = (a?, c(x — y), c(z + y)).
Por otro lado:
¢ g(@) = ¢ (25— g5+ ) = (2, el — y), ez + 1)

Al comparar g(ci) y c¢- g(@), vemos que c*z? # cx® (a menos que c =0, c =10z = 0).
Como g(ci) # ¢ - g(@) para cualquier vector y escalar, la propiedad de homogeneidad
falla. Por lo tanto, la aplicacion g no es lineal.

Teorema 3.1.1. Sean U y V espacios vectoriales sobre R, y f una aplicaciéon de U en
V. Entonces f es aplicacién lineal si y sélo si: Vi, v € U Va, 8 € R : f(aud + 7)) =
af(a) + Bf (V).

Ejercicio. Demostrar el teorema anterior.
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Teorema 3.1.2. Sean U y V espacios vectoriales sobre R y f una aplicacion lineal de
U en V. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

(2) f(—i) = —f(@), Vi e U.
(3) f(a—v) = f{@) - f(v), Vi, v € U.

Ejerc. Demostrar el teorema anterior.

3.2. Imagen y nucleo de una aplicacion lineal

Definicién 3.2.1. Sea f : U — V una aplicacion lineal entre los e.v. U y V. Se llama
Imagen de f al conjunto Imf = {v € V|3ud € U, f(u) =0} = {f(0)|ju € U} C V. Se
llama Nucleo de f al conjunto Kerf = {v € U|f(d) =0} C U.

Podemos expresar con palabras la anterior definicion:

= Laimagen de una aplicacion lineal f : U — V es el conjunto de todos los elementos
de V' que se pueden obtener como resultado de aplicar f a algin vector de U.
Es decir, recoge todos los “resultados” posibles de la transformacion; en términos
practicos, la imagen responde a la pregunta “;qué vectores se pueden alcanzar en
V usando la funcién f77.

= El niicleo de f es el conjunto de todos los vectores de U que son llevados exacta-
mente al vector cero de V por f. Es decir, son los elementos “invisibles” para la
aplicacion: aunque existan en U, su imagen por f estd completamente anulada.
El nicleo responde a la pregunta “;qué vectores de U desaparecen (se anulan) al
aplicar la transformacion?”.

Esto queda representado en la Figura 3.1.

Teorema 3.2.1. Si f es una aplicacion lineal de U en V', entonces:
a) Imf es un subespacio de V.
b) Kerf es un subespacio de U.

Demostracion. a) Sean a, € Ry #],7, € Im f. Para demostrar que Im f es un
subespacio de V' basta verificar que av; + Sv, € Im f.
Como v, 75 € Im f, existen iy, us € U tales que

Dado que U es un espacio vectorial, ati; + iy € U, y como f es lineal:
flaty + Biy) = af (i) + Bf(dz) = avh + Bos.
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Figura 3.1: Representacién esquemaética de una aplicacién lineal f: V — W.

Por tanto, av; + fv, € Im f, v asi Im f es un subespacio de V.

b) Sean a, 8 € R y i, 1y € Ker f. Para demostrar que Ker f es un subespacio de
U basta comprobar que au; + [y € Ker f.
Como 1, us € Ker f, se cumple

fla) =0,  f(d)=0.
Por linealidad de f:
flaiy + Biy) = af (i) + Bf (@) = ol + 0 = 0.

Luego aii; + piy € Ker f, y por tanto Ker f es un subespacio de U.
O

Definicién 3.2.2. Dada una aplicacién lineal f : U — V entre los e.v. U y V se
llama rango de f a la dimensién de Imf (hemos visto en el Teorema 3.2.1 que es un
subespacio).

Teorema 3.2.2. Sean f una aplicacién lineal de U en V' y {u;, U, ..., 4, } un sistema
generador de U. Entonces, {f (i), f(u2),..., f(@.)} es un sistema generador de Imf.

Demostracion. Sea v € Im f. Entonces existe @ € U tal que f(@0) = 0. Como {u, U, ..., U}
es un sistema generador de U, pueden encontrarse oy, as, ..., a, € R con

U = Uy + Qg + -+ + Q.
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Aplicando f y usando la linealidad,
U= f(d) = flarth + agtly + -+ + i) = ay f(U) + agf(Uz) + -+ + oy f ().

Por tanto, ¥ es combinacién lineal de los vectores {f(u1), f(u2),..., f(d.)}, lo que
prueba que este conjunto es un sistema generador de Im f. O]

Ejemplo. Si f es la aplicacién del ejemplo 1 (Definicién 3.1.1), se verifica:
Ker f = {X e R"| AX =0} (conjunto solucién de un sistema lineal homogéneo),

Im f = L[Xl,gz, . ,/Yn], donde A, ..., A, son las columnas de A,
rg(f) = rg(A).
Teorema 3.2.3. Sea f : U — V una aplicacién lineal. Entonces
dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(U).

Demostracion. Sea n = dim(U) y r = dim(Ker f) (como Ker f C U, se tiene r < n).
Sea
By = {7717627 s 7ﬁr}

una base del nticleo. Completamos este conjunto hasta obtener una base de U:
By = {uy, sy, ... Uy Uyt .oy Un e

Como By es sistema generador de U, el conjunto

{f(ﬁ1)7f<ﬁ2)7 tee 7f(ﬁr>7f<ﬁr+1>7 R f(ﬁn)}

genera Im f. Los primeros r elementos son 0, pues son imagenes de vectores del nicleo,
de modo que

Imf = L[f(ﬁr-f-l)a ey f(ﬁn)]
Probemos que {f(t@y+1),..., f(u,)} es linealmente independiente. Consideremos

ar-&-lf(a'r-ﬁ—l) + O‘nf(ﬁn) = 67 Q; € R.

Por linealidad,
f(OérJrlUrJrl + -+ anﬁn) = 07

por lo que
Qpy1Upy1 + -+ + aptl, € Ker f.

Por ser Bx base del nicleo, existen fy,..., 5, € R tales que

Qpp1Upy1 + -0+ Qply = Blul +-+ Brur-
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Equivalente a
Blul +- Brur — Oy 1Upy1 — 00— QplUp = 0.

Como los elementos de By son linealmente independientes, se obtiene
fpr=-=p=ap==a,=0.
Por tanto, {f(t,41),..., f(@,)} es una base de Im f, y
dim(Im f) =n —r.
Finalmente,

dim(Ker f) + dim(Im f) =7+ (n —r) = n = dim(U).

Teorema 3.2.4. Propiedades importantes:

= f es inyectiva < Ker(f) = {0} < dim(Ker(f)) = 0.

f es sobreyectiva < Im(f) =V < dim(Im(f)) = dim(V).

f es biyectiva < f es inyectiva y sobreyectiva.

Si dim(U) = dim(V) y f es inyectiva, entonces f es sobreyectiva (y viceversa).

Ejemplo. Consideremos la aplicacién lineal f : R? — R3 definida por:

f(z,y,2) = (2,9,0)

Esta aplicacién toma cada vector del espacio tridimensional y lo proyecta vertical-
mente sobre el plano zy (es decir, el plano z = 0), anulando su componente en la
direccion z, como se puede ver en la Figura 3.2.

Interpretacion de la accién de f sobre los vectores

Para comprender mejor la aplicaciéon, veamos como transforma algunos vectores
concretos:

» El vector 7 = (1, 1,2) no pertenece al nicleo, pues tiene componentes en x e y.
Al aplicarle f, se proyecta sobre el plano xy, eliminando la componente z:

f@) =(1,1,0).

Esto significa que toda la informacion en la direccién z se pierde, pero se conservan
las coordenadas en x e y.
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Eje 2 (Ncleo)

A 7= (1,1,2)

#(@) = (0,0,0)

Plano zy (Imagen)

Figura 3.2: Proyeccién de vectores de R3 sobre el plano z = 0.

» El vector @ = (0,0, 2) esta alineado con el eje z, por lo que pertenece al nticleo de
f. Al aplicarle la transformacion, obtenemos:

f(@) =(0,0,0).

Esto confirma que cualquier vector vertical se anula completamente.

» El vector @ = (2,—2,0) ya estd en el plano zy, por lo que la aplicacién no lo
modifica:

f(?ﬂ) = (27 —2, O)

En este caso, f actia como la identidad sobre los vectores del plano xy.
Podemos ver que la aplicacién f conserva las componentes horizontales y elimina
las verticales, proyectando todo el espacio tridimensional sobre el plano xy.
Verificaciéon de linealidad

Para comprobar que f es lineal, verificamos:
1. Aditividad:

[0 + ) = f(x1 + 22,01 + Y2, 21 + 22) = (21 + T2, y1 + ¥2,0)

= (21,41,0) + (72,92,0) = f(71) + f(vh)
2. Homogeneidad:

fOU) = f(Ax, Ay, Az) = (Az, Ay, 0) = Az, y,0) = \f (V)

Por tanto, f es una aplicaciéon lineal.
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Ntcleo de f

El nicleo de f es el conjunto de vectores que se proyectan en el vector cero:
Ker(f) = {7 e R*: f(7) =0}
Calculamos:
f(z,y,2) =(0,0,0) <= (z,9,0)=(0,0,0) <= z=0,y=0

Por tanto:
Ker(f) ={(0,0,z2) : z € R} = Eje z

Interpretacion geométrica: El nicleo estda formado por todos los vectores que
son verticales (paralelos al eje z). Cualquier vector de la forma (0,0, z) se proyecta en
el origen del plano xy.

Dimensién: dim(Ker(f)) = 1, ya que el eje z es un subespacio de dimensién 1.

Imagen de f
La imagen de f es el conjunto de todos los vectores que son imagen de algtin vector
de R3:
Im(f) = {f(¥): v € R*} = {(2,,0) : 2,y € R}
Por tanto:

Im(f) = Plano z = 0 = Plano xy

Interpretacion geométrica: La imagen es todo el plano zy. Cualquier punto
(a,b,0) del plano es la proyeccién de infinitos vectores, por ejemplo (a,b,0), (a,b, 1),
(a,b,—5), etc.

Dimensién: dim(Im(f)) = 2, ya que el plano zy es un subespacio de dimensién 2.

Verificacion del Teorema de la dimension

El teorema de la dimensién establece que:
dim(R?) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

En nuestro caso:
3=1+2.

Matriz asociada

En la base candnica de R3, la matriz asociada a f es:

o = O
o O O

1
/1= 10
0
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Podemos verificar:

1 00 €T €T
01 0)y|l=1y]|=Ff(zy2)
00 0/ \z 0

Observaciones importantes:

= f no es inyectiva porque Ker(f) # {0}. Infinitos vectores se proyectan en el
mismo punto del plano.

» f no es sobreyectiva porque Im(f) # R3. Ningtin vector fuera del plano z = 0
es imagen de f.

= Por tanto, f no es biyectiva y no tiene inversa.
» Todo vector 7 € R? se puede descomponer de forma tnica como:
V= Uy + U,

~—
elm(f) €Ker(f)

donde Uy, = (x,y,0) y ¥, = (0,0, z).
Ejemplo. Consideremos la aplicacién lineal ¢ : R* — R? definida por:
9(@,y,2) = (z,y)
Esta aplicacion toma cada vector del espacio tridimensional y lo proyecta sobre el
plano xy, eliminando completamente la informacion de la coordenada z y reduciendo
la dimension del vector resultante a dos componentes.

Interpretaciéon de la accién de g sobre los vectores

Para comprender mejor la aplicaciéon, veamos como transforma algunos vectores
concretos:

» El vector v = (1,1,2) no pertenece al nucleo, pues tiene componentes en z e y.
Al aplicarle g, se proyecta eliminando la componente z:

g(¥) = (1,1) € R

Esto significa que toda la informacion en la direccién z se pierde, pero se conservan
las coordenadas en x e y.

» El vector 4 = (0,0, 2) estd alineado con el eje z, por lo que pertenece al niicleo de
g. Al aplicarle la transformacion, obtenemos:

g(i@) = (0,0) € R2.

Esto confirma que cualquier vector vertical se anula completamente.
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Espacio de partida R? Espacio de llegada R?

Yy
z
Eje z (Ntcleo)
U= (0.0,2)A 7=(1,1,2)
> T
g(@) = (0,0)
@ = (2,-2,0)
y g9(w) = (2,-2)
& Plano completo (Imagen de g)

Figura 3.3: Proyeccién de vectores de R? a R? mediante g(z,v, 2) = (z,y).

» El vector @ = (2, —2,0) estd en el plano xy, por lo que la aplicacién conserva sus
dos primeras componentes:
g(w) = (2,-2) € R
En este caso, g simplemente “olvida” la tercera coordenada (que ya era cero).

Observamos que g reduce la dimensién del espacio: partimos de vectores en R? (tres
coordenadas) y llegamos a vectores en R? (dos coordenadas).
Verificacién de linealidad

Para comprobar que g es lineal, verificamos:

1. Aditividad:
(0 + o) = g(z1 + 22, y1 + Y2, 21 + 22) = (21 + X2, Y1 + Y2)

= (21, 31) + (@2,92) = g(Th) + g()
2. Homogeneidad:

g(AT) = g(Ax, Ay, Az) = (Az, Ay) = A(z,y) = Ag(?)

Por tanto, g es una aplicacién lineal.

Ncleo de g

El nicleo de g es el conjunto de vectores que se transforman en el vector cero de
R2:
Ker(g) = {7 € R : g(v) = (0,0)}
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Calculamos:
g(x,y,z) = (0,0) <= (z,y) =(0,0) <= z=0,y=0
Por tanto:
Ker(g) = {(0,0,2) : z € R} = Eje z

Interpretacién geométrica: El niicleo esta formado por todos los vectores ver-
ticales (paralelos al eje z). Cualquier vector de la forma (0,0, z) se transforma en el
origen de R2.

Dimensién: dim(Ker(g)) = 1, ya que el eje z es un subespacio de dimensién 1.

Imagen de g

La imagen de g es el conjunto de todos los vectores de R? que son imagen de algin
vector de R3:

Im(g) = {g(?) : 7€ R’} = {(x,y) : 2,y € R}

Por tanto:
Im(g) = R?

Interpretaciéon geométrica: La imagen es todo R?. Cualquier punto (a,b) del
plano es la imagen de infinitos vectores de R3, por ejemplo (a,b,0), (a,b, 1), (a,b, —5),
etc. Todos los vectores con las mismas dos primeras coordenadas producen el mismo
resultado.

Dimensién: dim(Im(g)) = 2, ya que la imagen es todo R?.

Verificacion del Teorema de la dimension

El teorema de la dimensiéon establece que:
dim(R?) = dim(Ker(g)) + dim(Im(g))

En nuestro caso:
3=1+4 2.

Matriz asociada

La matriz asociada a g respecto a las bases canénicas de R3 y R? es:

=(p 1 o)

Observa que esta matriz tiene 2 filas (dimension del espacio de llegada) y 3 columnas
(dimensién del espacio de partida).
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Podemos verificar:

64 E)-)-rens

Observaciones importantes:

N

= ¢ no es inyectiva porque Ker(g) # {0}. Infinitos vectores de R? se transforman
en el mismo vector de R?. Concretamente, todos los vectores de la forma (a, b, 2)
con z variable se transforman en (a, b).

» g es sobreyectiva porque Im(g) = R2. Cualquier vector (a,b) € R? es imagen
de, por ejemplo, (a,b,0) € R3.

= Por tanto, g no es biyectiva y no tiene inversa (aunque si tiene inversa por la

derecha).
» Todo vector v = (x,y,2) € R? se puede descomponer de forma tnica como:
U= (may>0) —|—<O,O7Z)
~—— —
representante en el plano €Ker(g)

» A diferencia del ejemplo anterior (proyeccién sobre el plano en R?), aqui el es-
pacio de llegada tiene menor dimensién que el de partida. Esto hace que g sea
sobreyectiva pero no inyectiva.

Ejemplo. Sea f: R? — R? una aplicacién lineal de la que conocemos f(1,0) = (1, 3),
f(0,1) = (—2,0).  Es posible calcular la imagen de un vector cualquiera (z,y)?

Solucidn: Si, es posible. La razén es que el conjunto de vectores B = {(1,0),(0,1)}
forma una base del espacio vectorial R2.

Cualquier vector (z,y) € R? se puede expresar como una combinacién lineal tinica
de los vectores de esta base:

(z,y) = 2(1,0) +y(0,1).

Ahora, aplicamos la aplicacion lineal f a esta expresién. Usando la propiedad funda-
mental de linealidad (f(at + b0) = af(@) + bf(v)), podemos separar la suma y extraer
los escalares x e y:

f(xay) :f(x(lvo)_’_y(()’l)) :I~f(1,0)+y-f(0,1).

Conocemos las imagenes de los vectores de la base, asi que las sustituimos:

f(x,y) = :L‘(l, 3) + y(—Z,O).

Operamos con los vectores para encontrar la expresion general de la imagen:

f(z,y) = (z,3x) + (—2y,0) = (z — 2y, 3z).

Por lo tanto, la imagen de un vector cualquiera (z,y) es (x — 2y, 3x). O
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Una aplicacion lineal queda perfectamente determinada por las imégenes de los

vectores de una base. Si
B = {i, sy, ..., uU,}

es una base de un espacio vectorial U y f es una aplicacion lineal de U en V', dado un
vector cualquiera @ de U, para calcular f(@) basta con conocer

{f(ﬁl)v f(ﬁ2)7 ) f(ﬁn>},

pues podemos expresar # como combinacion lineal de los vectores de B:
U= 131?7:1 + 5172?7:2 +-F $nﬁn,
y entonces

() = f(z1ty + 2oty + - - - + wptly) = 21 f(U1) + 22 f (Ua) + - + 2 f ().

3.3. Matriz y ecuaciones de una aplicacién lineal

Definicién 3.3.1. Sean f : U — V una aplicacién lineal, B = {u, U, ..., u,} una
base de U, y B' = {v}, ¥, ..., ¥, } una base de V.
Sea u € U:

—

Por otra parte, los vectores {f(u1), f(ds),. ..,
naciones lineales de los de B’:

f(@,)} se podran expresar como combi-

f(ﬁl) = a1V + 2102 + . . . + A1 U,

f(ts) = aroU1 + agels + ... + Ao,

f(ﬁn) = alnﬁl + agnﬁg 4+ ...+ @mnﬁm'
También f(u) se puede expresar como combinacién lineal de los vectores de B’:
f (@) = 101 + Yoty + . . A+ YU
Entonces,

= z1(a101 + an o + ... + @p1Un)+

+ 272(&12171 + &22172 + ...+ amgﬁm) + ...+

+ xn(alngl + a2n172 +.. .+ amnﬁm)
= (anzy + a1222 + . .. + a1,2,) 01+

+ (aglxl + ag99xo + ... + agnxn)l_fz + ...+

+ (a1 71 + G + .. F QT Uiy

(@)
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Como la expresion de un vector como combinacion lineal de los elementos de una
base es unica, sera:

Y1 = a11%1 + AQ12T2 + ... + A1, Ty

Yo = A21T1 + G222 + ... + A2, Ty

Ym = Gm1T1 + GmaZ2 + ... + ApnTh

Observacion. Estas son las ecuaciones de la aplicacién lineal con respecto a las bases
By B’: nos dan las coordenadas (yi, ¥, ..., ¥n) de f(u) en funcién de la base B a
partir de las coordenadas (z1, xa, ..., x,) de 4 en funcién de la base B.

En notacion matricial:

n ayp Q2 o Qip Ha)
Y2 21 Q22 -+ Q2 X2 . o =

= 7 LT, es decir [f(@)]s = Alil]s.
Ym Am1 Qm2 - Amn Tn

donde las columnas de la matriz A = (a;;) son precisamente las coordenadas de los
vectores {f(1),..., f(i,)} en la base B’

A= | = [F@)) s

La matriz A se llama matriz de la aplicacion lineal f respecto a las bases B y By
se denota [f]%', con lo cual se cumple

[f(@)]p = [f]5 []5.

Si f:V — V y B esuna base de V, la matriz de f respecto a B se denota [f]z,
con lo cual se cumple

[f(@)]5 = [f]8[] 5.

La matriz de la aplicacién lineal cuando se consideran las bases candnicas en los
espacios vectoriales de partida y de llegada se llama matriz estdndar.

Observaciéon. El rango de la matriz A coincide con el rango de la aplicacion lineal f.
Luego, si A y B son matrices de la misma aplicacién lineal respecto a distintas bases,
deberan tener ambas el mismo rango.

Ejemplo. Hallar la matriz de la aplicacién lineal f : R? — R3, siendo f(z,y) =
(r,2 4y, —y), con respecto a las bases canénicas de R? y R3.
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Solucion: Para encontrar la matriz A asociada a una aplicacién lineal f con respecto a
las bases canodnicas, la regla es que las columnas de la matriz A son las imagenes
de los vectores de la base candnica del espacio de partida.
El espacio de partida es R? y su base canénica es Boo = {€1, €} = {(1,0),(0,1)}.
El espacio de llegada es R3. La matriz A tendrd 3 filas (dimensién de R3) y 2
columnas (dimensién de R?). O

1. Calculo de la Primera Columna

La primera columna es la imagen del primer vector de la base, €; = (1,0). Usamos
la formula f(x,y) = (x,x +y,x — y):

f(er) = f(1,0) = (1,1+0,1—-0) = (1,1, 1).

Esta es la primera columna de A.

2. Calculo de la Segunda Columna

La segunda columna es la imagen del segundo vector de la base, & = (0, 1).
f(e) = f(0,1)=(0,0+1,0—1) = (0,1, —1).

Esta es la segunda columna de A.

3. Matriz de la Aplicacion

Al colocar estos vectores como columnas, obtenemos la matriz A:

10
A=11 1
1 -1
Ejemplo. Sea f : R* — R? una aplicacién lineal, vy = (1,1,1), %, = (1,1,0),
U3 = (1,0,0). f(vh) = (1,0), f(vh) = (2,-1), f(U3) = (4,3). Hallamos la matriz de
la aplicacién en las bases canodnicas y la expresién de f(z,vy, 2).

111 ] 1 0 1 1 1 |1 0 11 1 |10
110]2 -1|~f0 0 =1 ] 1 -1|~{0 -1 -1]3 3
1001 4 3 0 -1 -1 ] 3 3 00 -1 ] 1 -1
1 11] 1 0 110 2 -1 100 4 3
~101 1] -3 -3]~|010] -2 —4|~(010 ]| -2 —4
001 ] -1 1 001 ] -1 1 001 ] -1 1
Tenemos que f(1,0,0) = (4,3), f(0,1,0) = (—=2,—4), f(0,0,1) = (=1,1). Por tanto

)
[f1¢ = (;1 :i _11),f(x,y,z):(4x—2y—z,3x—4y+z).



3.4. Semejanza de matrices

Definicién 3.4.1. Sean A, B € M,,. Se dice que A y B son semejantes si existe

P e M, inversible tal que
B =P AP

Teorema 3.4.1 (Teorema de semejanza). Sea [ un endomorfismo de un e.v. V| y
sean By B’ dos bases de V', con Pgp la matriz de paso de B a B’. Entonces

[f18 = Pap|f]5 P,
es decir, [f]p v [f]p son matrices semejantes.

Demostracion. Sea v € V. Su imagen f(v) € V también. Se tiene:

(V)5 = Ppp[U]p (1), [f(D)]p = Ppp[f(D)]5 (2),
Lf(@)]s = [fl5[V]5 (3), S = [flzlt]s (4).

De (2) y (4) se sigue:
Ppe[f(V)|s = [f]plU]s = [f] Ppe (U]
Multiplicando por Py Ll?, a izquierda se obtiene
[f(D)]s = Ppp | fle P [0]5.
Comparando con (3), se deduce que para todo v € V
1808 = Pgpfle Psp[t]s,

de donde se concluye
[l = Ppplf]p Pop.
O

Ejercicio. Demostrar que si A y B son dos matrices cuadradas de tamano n y se
verifica que

AX = BX,
para todo vector columna
T
x=|71,
T

entonces A = B.

Observacion.
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= Hemos demostrado que
18 = P e Pop,

o lo que es equivalente,
[l = PpiplflsPos.

= En el tema siguiente intentaremos encontrar una base de V' para la cual la matriz
del endomorfismo sea diagonal.

Ejemplo. Vamos a considerar un ejemplo sencillo para ilustrar cémo cambia la matriz
de la aplicacién lineal, de una base a otra, utilizando el teorema de semejanza. Para
ello, retomamos el ejemplo del capitulo anterior, como se puede ver en la Figura 3.4.
Vamos a considerar una aplicacién lineal tal que a cada vector nos dé otro vector con
la misma componente z pero con el doble de su componente y. Entonces, f : R? — R?
definida por f(z,y) = (z,2y).

Base canénica C' = {(1,0),(0,1)} Nueva base B = {(0,—1),(1,0)}
) y
3 s
= (1) v =)
S S 1 ST 2
! 1 —1ey Y
> 1 S > 1
€1 €2
&3] v
f
3 —2
y e = (3) , = (5)
A~ v 3(2
L A,
(@)
€2 A f(f' *2(1
> > T > 1
€1 (&5
€1 v

Figura 3.4: Aplicacién de f(z,y) = (x,2y) sobre el vector ¢ en dos bases diferentes.

Para hallar la matriz de la aplicacién lineal en la base canénica C' = {(1,0), (0,1)},
aplicamos f a los vectores de la base. Aplicamos f al primer vector de la base:

f(1,0) =(1,0-2) = (1,0)

78



Sus coordenadas en la base candnica son:

o= (g)-

Aplicamos f al segundo vector de la base:

Sus coordenadas en la base candnica son:

o= (3).

La matriz asociada a f en la base candnica se forma colocando estas coordenadas como
columnas:

e = (0.0l 1F0.0)) = (g )

Por tanto, la matriz de f en la base candnica es:

10
Entonces, tenemos que

e =1l = (5 5)- (1) = (3).

como era de esperar por el punto de partida del ejercicio.

Cambio a la base B = {(0,—1),(1,0)}. La matriz de cambio de base de C' a B
obtenida en el capitulo anterior viene dada por:

0 -1
FPep = (1 0 ) ;

0 1
- (1)

El teorema de semejanza establece que la matriz de la aplicacién lineal en la base B se
obtiene mediante:

y su inversa (de B a C) es:

[fle = PelflcPre.

ma= (1 2) (0 2) (o)
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Calculamos el producto:
0 -1\ /1 0y (0 =2
1 0 0 2) \1 0/
0 —2 0 1 2 0
m3:(1 0)(-1 0):<0 1)'

Por tanto, la matriz de la aplicacion lineal en la base B es:

1= (5 1)

La relacién entre las matrices en ambas bases cumple:

Luego:

[fls = PeslflePse,  [fle = Peelf]sFPes-

Asi se comprueba que ambas matrices representan la misma transformacion lineal,
expresada en bases diferentes.
Por tltimo, vemos que

o= = (5 1) (5) = (5):

Nota: Observe que el vector transformado f(7) es el mismo en ambos casos (el
punto (3,2) en el plano), pero sus coordenadas dependen de la base elegida.

3.5. Aplicacién: deformaciones

En el diseno de una armadura metdlica se desea transformar una pieza de la forma

O A

en una de la forma
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. Cudl es la aplicacién lineal que efectiia este cambio? [1]
De la figura vemos que el punto (1,0) permanece igual, mientras que el (0,1) pasa
a ser el (1,1). Escrito en forma matemética:

f(LO):(LO)a f((),l):(l,l).

Podemos ahora reescribir la aplicacion lineal en forma matricial, poniendo los vectores
anteriores como columnas en la matriz

11
Podemos comprobar que f(2,2) = (4,2), lo cual es una consecuencia directa de
trabajar con aplicaciones lineales.
Problemas

1. Sea la aplicacién lineal

f:R® > R3
(x,y,2) = (r+2y+ 2,3z +y — 22, —x — Ty — 62)

a) Hallar la matriz de f con respecto a la base canénica de R3.
b)
)
)

c
d) Hallar la matriz de f con respecto a la base B = {(1,1,0),(0,1,1),(0,0,1)}.

Calcular las dimensiones del niicleo y de la imagen.

Calcular una base del niicleo y otra de la imagen.

2. Sea la aplicacion lineal

f:R?* 5R?
(z,y) =(z +y,2)

Sean B = {(1,1),(0,1)} y B'={(1,0),(1,1)} dos bases de R.
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a) Hallar la matriz de f con respecto a B.
b) Hallar la matriz del cambio de base de B a B'.

c¢) Hallar la matriz de f con respecto a B’ y comprobar que se verifica el teorema
de semejanza.

d) Hallar la matriz de f en las bases B de partida y B’ de llegada.
3. Sea la aplicacion lineal f : R® — R? (z,v, 2) — (az+by+2,x+aby+z, v+by+az)
a) Hallar los valores de a y b para que Imf = R3. ;Cudl es en este caso el
nucleo?

b) Hallar una base del nicleo para a = 1.

c) Paraa =1y b =0,y dadas las bases: B = {(—1,0,1),(0,1,0), (4,1,2)},
B ={(1,1,2),(1,1,0),(=1,1,—1)}
i) Hallar la matriz de f con respecto a la base B.
ii) Hallar la matriz de cambio de base de B a B'.

iii) Encontrar la matriz de f respecto a la base B’ aplicando teorema de
semejanza.

4. Sea la aplicacién lineal f: R* — R?® (z,y,2,t) = (v +2y+ 2 +2t,—x +y + 22 —
2t,x — az + 2t)
a) Hallar la matriz de f con respecto a las bases canénicas de R* y R3.

b) Calcular las dimensiones de la imagen y del nicleo de f segiin los valores de
a.

¢) Para a = 1, hallar una base de la imagen y otra del nicleo.

5. Sean los vectores @; = (1,—1,0,0), @, = (1,1,0,0), a3 = (0,0,1,1), a4 =
(0,0,1,—1). Probar que forman una base de R*.

Se considera la aplicacién lineal f : R* — R* tal que: Kerf = L{a@; + @, a3 + dy —
al}a f(c_il) — 261; f(ag) = 263

a) Hallar la matriz de f con respecto a la base canénica de R?.

b) Hallar una base de la imagen y otra del nicleo.

6. Consideramos el e. v. de las matrices Mayy. Sea S = {(Z ZC)) la,b,c € R} C
M2><2-

a) Demostrar que S es subespacio vectorial de Msys y encontrar una base.
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b) Demostrar que

T M2><2 —>M2><2 (31)
A A (3.2)

es una aplicacion lineal. Encontrar una base del niicleo y otra de la imagen.

¢) Hallar [T)c (matriz de la aplicacién en la base canénica)

11 01 0 0 0 1 .
d) Sealabase B = {(0 0) , (0 1) , <1 1) , <1 0) } de las matrices Myyo.

Encontrar, utilizando el teorema de semejanza, [T]p (Basta indicar la ope-
racion).

7. Sea f:R? — R? tal que f(z,y,2) = (v + vy, (a+ 1)z —y,az).

a) Hallar los valores de a para los que dim(Kerf) = 1.
b) Hallar una base del nicleo y otra de la imagen para a = —2.
¢) Paraa = —2 hallar la matriz de la aplicacién en la base B = {(1,2,0), (—1,0, 1), (0,1,1)}.

8. Demostrar que la aplicacién f : R? — R definida por f(x,y) = T ‘7{ es lineal.

9. Sean U y V dos espacios vectoriales reales y a € R. Sea f : U — V una aplicacién
lineal. Demostrar que Im(af) C Im f.

10. Si U es un espacio vectorial de dimension finita y f un endomorfismo de U tal
que dimKer f = dim Im f, demostrar que dim U es par.

11. Sea la aplicacién lineal f : R* — R?

(v ,y,2,t) > (x+y+2+2t,—x+y+22—2t,x — 2+ 2t),

y la aplicacién lineal g : R? — R?

(z,y,2) = (v +y,y + 2).

a) Hallar la matriz de f con respecto a las bases canénicas de R* y R3.
b) Hallar la matriz de g con respecto a las bases canénicas de R3 y R
c) Hallar la matriz de g o f con respecto a las bases canénicas de R* y R?.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

La matriz de la aplicacién lineal f : R™ — R™ respecto de las bases candnicas de

21 20
R*yR™es | a 1 2 0
1 a 1 0

a) Cudles son los valores de m y n.
b) Hallar la dimensién de Im f y de Kerf segun los valores de a.
c¢) Para a = 1, hallar una base de Im f y otra de Ker f.

Sea la aplicacién lineal f: R3 — R3, tal que f(z,y,2) = (v + az,z +y,x + bz).
a) Hallar la matriz estdndar de la aplicacién en funcién de a y b.

b) Calcular dimKer f y dimIm f, segun los valores de a y b.

c) Paraa=0=2:

c.1) Hallar una base de Ker f y de Im f.

c.2) Sea B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} una base de R®. Hallar la matriz [f]p.

Sea la aplicacién lineal f : R? — R3 tal que f(1,1) = (1,3,2)y f(1,—1) = (1,1,0).
Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R? y R3.
Obtener una base de Ker f y otra de Im f.

Hallar unas ecuaciones implicitas de Im f.

Sea B = {(1,2),(3,4)} una base de R?* y B’ = {(1,1,1),(0,2,2),(0,0,3)} una
base de R?. Hallar la matriz [f]5.

;Puede existir una aplicacién lineal f : R* — R3 tal que f(1,1) = (1,2,1), f(1,—-1) =
(1,0,—1), f(3,—1)=(3,2,-1)?

Sea aplicacién lineal f : R* — R? dada por la expresién f(x,y,z,t) = (v — 2y +
22,20 —y —t,my + 4z + ).
a) Hallar la dimensién de Ker f y de Im f, segin los valores de m.

Param =1

b) Calcular una base del nicleo y otra de la imagen, asi como las ecuaciones
implicitas del nicleo.

c¢) Hallar la matriz de la aplicacién respecto de la base

B = {(17 1,1, 1>’ (17 1,1, O)a (17 17 0, O), (L 07 0, 0)}
de R* y canénica de R3.

Sea f : R* — R* una aplicacién lineal de la que se sabe que

_ 4 r1— 23 =0
Kerf—{(fﬂl,ﬂ?%ﬂ??»z“)ER Ty + 12+ 24 =0 }7
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18.

19.

20.

21.

22.

f(er)=(1,0,1,1)y f(é) =(1,-2,1,-1).
Hallar la matriz estandar de la aplicacion.
Hallar la dimensién y una base de Im f.

Sea la aplicacién lineal f : R? — R? definida por

a) Demuestra que es lineal.
b) Encuentra la dimensién y una base del niicleo y otra de la imagen.

¢) Obtén la matriz asociada a la aplicacién en las bases
B={(1,0), (1,1)}, B ={(1,1,0), (0,1,1), (0,1,0)}.
Sea f : R?® — R* dada por
flr,y,2)=(r—ay+2z, x—y—2z, 20—y —bz, y+ z).
Estudia, en funcién de a,b € R, el niicleo y la imagen (dimensién y bases).
Consideramos f : P(R) — P(R) definida por
fla+br+cr?)=(a+b+c)(1+2).

a) Halla la matriz de f en la base candnica {1, x, z*}.
b) Halla la dimensién y base de ker(f) y de Im(f).

Dada f : PQ(R) — PQ(R),
fla+br+cr?)=(a+2b+c)+ (b+c)r+ (—a+ b+ 2c)z’.

a) Matriz de f en la base canénica.
b) Base de ntcleo e imagen.

c¢) Calcula los polinomios cuya imagen es 2 + x + 2.
Sea f : R? — R? lineal tal que
f(1,1)=(-1,3,1), f(—=1,2) = (—8,—6,5).

a) (Estd bien definida? Justifica.
b) Hallar la matriz de f en candnicas y expresion de f(z,y).

c) Hallar la matriz [f] en las bases
B={(1,1), (-1,2)}, D={(-1,3,1), (-8,-6,5), (1,0,0)}.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

JExiste f : R? — R? lineal tal que ker(f) = L[(1,0)] e Im(f) = L[(1,0)]? Si
existe, da su matriz estandar y comprueba las propiedades.

;Existe f: R3 — R* lineal tal que
ker(f) = L[(1,0,1),(1,1,1)], Im(f)= L[(1,0,0,0),(1,2,0,0)]?
En caso afirmativo, encuéntrala.
Encuentra, si es posible, f : R? — R? lineal tal que
f(1,3) =(1,-1), (2,5) € ker(f).
Justifica la respuesta.

Sea M C Myx2(R) dado por

S fa+B 20—

W= {(TF ) wser)

a) Construye f : Myyo(R) — R? tal que ker(f) = M.

b) ;Puede ademds ser sobreyectiva? ;E inyectiva?
Sea f : R3 — R? la aplicacién lineal cuya matriz, respecto de la base candnica, es

1 3 2

0 1 1
2 -1 0
Calcula f(ey), f(ea), f(es)y f(e1 + 2ex — e3). (Es un isomorfismo?

Sea f; : R — R?® con matriz (candnica)

1 0 1
-1 k 0], keR
2 —-11

a) jPara qué k es isomorfismo?

b) Para k = 1, halla las bases respecto de las cuales la matriz sea

S O =
S = O
o O O

Define, si es posible, f: P;(R) — P;(R) lineal con 14z € ker(f) y 1+2z,3—x €
Im(f).

Sea f : R® — R3. Halla la matriz en la base B = {iy, s, i3} sabiendo que
f(un) = f(uy) = U3 y que u3 € ker(f).
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31. La matriz de f : R® — R3 en la base

B =1{(1,0,1), (=1,0,1), (0,1,0)}

fle =

Tt = W
DN W N
o O O

Halla f(0,1,0) y f(0,0,2) en base canénica.
32. Halla f: R3 — R* lineal tal que
ker(f) ={(x,y,2): 20 4+y—22=0, y—2=0, 20+ 2y — 3z = 0},
Im(f) ={(z,y,2,t): 2e+y—2=0, z+y—1t =0}
33. Sea f :R3 — R3 lineal tal que
£(1,0,0) = (1,2,0), £(0,0,1) = (0,0,a —1), f(1,—1,0) = (0,0,0).

a) Halla la matriz en la base candnica y la expresién de f(x,y, z).

b) Halla las dimensiones y una base del nucleo y otra de la imagen de f para
los distintos valores de a.

¢) Para a = 1, halla la matriz de la aplicacién en la base
B={(0,-1,1), (-1,—-1,1), (0,1,0)}.
34. Sea f :R3 — R3 una aplicacién lineal tal que
f@)=3,-1,0), fl@+é&+e)=(1,1a), fle1+e)=(220).

a) Halla [f]c.

b) Halla [f]B para B = {ﬁl,ﬁg,ﬁg} con 51 = ﬁl — "JQ, 52 = 17:1 -+ 1,_1:27 53 = Ug.

35. Sean u; = (1,1, 1), 4y = (0,2, —1), 43 = (1,1,0), y la aplicacién lineal f : R —
R? definida por

f(th) =ty — s, [f(U) =1t +us, [f(Us) =1+ Us.

a) Demuestra que B = {uy, tis, U3} es base y halla [f]g vy [f]c-
b) Halla una base de Im(f) y otra de ker(f).
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Soluciones

1 2 1
1. a) [fle= (3 1 —2>.
~1 -7 —6

b) dim(Im f) = 2, dim(Ker f) = 1.
c) Base de la imagen: {(1,3,—1),(2,1,—7)}. Base del nicleo: {(1,—1,1)}.

3 3 -1
d) [f]s = ( 1 —4 3)~
-9 -9 -3

3. a) Siempre que a # 1, a # -2y b# 0, Ker f = {(0,0,0)}.
b) Para a = 1, una base del nicleo es {(—b,1,0),(—1,0,1)}.

0 0 2
o) Ifls={0 0 4.
0 0 2
3 1 1
4 4 4
i) Pogo= -2 1 9
11 _3
2 2 4
5 3 1
i) [flp = % % —1
00 O

1 2 1 2
4. a) [fl=-11 2 -2].
1 0 —a 2
b) Sia=1: dim(Im f) = 2, dim(Ker f) = 2.

Sia # 1: dim(Im f) = 3, dim(Ker f) = 1.
¢) Base del nucleo: {(1,—1,1,0),(—2,0,0,1)}. Base de laimagen: {(1,—1,1),(2,1,0)}.
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11.

12.

0 -2 1 -1
0 2 -1 1
A lle=1g 0 0 2
00 0 2

b) Base de laimagen: {(1,—1,0,0), (-1, 1,2,2)}; Base del niicleo: {(1,0,0,0), (0,1,2,0)}.

s ()03) 6 )

b) KerT = O 0 }, por tanto no tiene base.
ImgT = Msy», cuya base puede ser la canodnica.

1000
0010
0001
1000\ /1000 1000 1 000
1101 0010 1101 -1 011

d)[T]B_0011 0100 0011 |1 100
01 10 0 001 0110 0 0 01

a) dim(Ker f)=1<a=—-20a=0.
b) Sia = -2, {(—1,1,0)} es una base del niicleo de f, y {(1,—1,0),(0,0,1)}

una base de la imagen.

—-6 4 0
c) [fle=(-9 5 -1
9 -7 -1
a) La matriz asociada a f respecto de las bases canénicas de R* y R?® viene
1 1 2
dadapor [f]=| -1 1 2 =2
10 -1 2

b) La matriz asociada a g respecto de las bases canénicas de R® y R? es

1-(o1 1)

c¢) La matriz de g o f asociada a las bases canénicas de R*yR? es [g o f]ggﬁz =
0230
an=(o 51 0)

a) Es claroquem=3yn=4. myn.
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b) i) Sia # 2y a # 1/2, entonces dim(Ker f) = 1 y dim(Im f) = 3. ii) Si
a = 2, entonces dim(Ker f) = 2 y dimIm f = 2. iii) Si a = 1/2, entonces
dim(Ker f) =2 y dimIm f = 2.

c) Para @ = 1, una base de Ker f es {(0,0,0,1)}, y una base de Im f es
(£(1,0,0) = (2,1,1), £(0,1,0) = (1,1,1), £(0,0,1) = (2,2, 1)}.

o = O
O Q2

1
13. a) La matriz estandar del endomorfismo f es [f]lp = | 1
1

b) i) Si a = b, entonces dim(Ker f) = lydimIm f = 2. ii) Si a # b, entonces
dim(Ker f) = 0 y dim(Im f) = 3.

¢) Cuandoa=b=2:
c.1) Una base de Ker f es {(—2,2,1)}, y unabase de Im fes {(1,1,1),(0,1,0)}.

3 11
) fls=[ -1 10
1 -1 0
14.
1 0
fl=1 21
11

Ker f ={(0,0)}, por lo que no tiene base.
dim(Im f) = 2. Una base de Im f es {(1,2,1),(0,1,1)}.
Unas ecuaciones cartesianas o implicitas de Im f son: x — y + 2z = 0.

1 3
g = 32 72
~-1/3 -1

15. La respuesta es afirmativa.

=
I
O =
N

16. a) i) Si m = —3, entonces dim(Im f) = 2 y dim(Ker f) = 2,
ii) Si m # —3, entonces dim(Im f) = 3 y dim(Ker f) = 1.

b) Una base de la imagen es B = {(1,2,0),(—2,—1,1),(2,0,4)}. Una base del
nicleo es {(2,0,—1,4)}.
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11 —-11
o fl=101 1 2|.
6 5 1 0
1 1 0 1
0 -2 -2 — .
17. [f] = 1 1 0 1 .dim(Im f) = 2, y una base de Im fes {(1,0,1,1), (1, -2, 1,
1 -1 -2 -1
18. a) f es lineal.

19.

20.

21.

22.

b) dimker(f) =0, ker(f) = {0}; dimIm(f) =2, base {(1,2,3), (=1,1,0) }.

1 0
¢) [flpe = ( 3 3)~
-2 0

= Sia#—1:rg = 3, ker(f) = {0}, dimIm(f) = 3,
Im(f)=1L][(1,1,2,0),(—a,—1,—1,1),(1,—1,—b,1)].

» Sia=—1, b# 1: rg = 3, ker(f) :{6},
Im(f)=1L][(1,1,2,0),(1,-1,—-1,1),(1,—1,—b,1)]

» Sia=—1, b=1:rg =2, dimker(f) =1, ker(f) = L[(0,—1,1)],
Im(f) = LI[(1,1,2,0),(1,—-1,—1,1)].

[.ﬂ{l,x,mz} - (

dim ker( f

O ==
O = =

1

1 ), dimIm(f) =1, Im(f) = L[1 + z],
0

) =2, ker(f) = L[-1+x, =1+ 27

1 21
[f](O 1 1), ker(f) = L1 —z + 2%, Im(f) = L[1 —2*, 2+ + 2?].
-1 1 2

fR4+r+2)={c+{1—-c)r+cz® : ceR}.

2 -3
Bien definida. [f]can = ( 4 1) . flzyy) = (22 — 3y, 4o —y, —x + 2y),

-1 2
[floB = ( ) :
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

Existe. A— (8 [1)) ker(f) = L{(1,0)], Tm(f) = L[(1,0)].

No existe (rango-nulidad: 2 4 2 # 3).

Existe. A= (_55 _22> , f(z,y) = (=bx + 2y, bz —2y).

f(p q) =(q+p+3r, s—2p—r, 0), ker(f) = M,

r s

rg(f) =2 = ni sobreyectiva a R® ni inyectiva.

f(gl) = (17072)7 f(€2) = (37 1? _1)a f(€3) = (27 1a0)a f(gl + 252 - 53) = (57 170)7

det = 3 # 0 = isomorfismo.

det =1—F%k = fj isomorfismo < k # 1.

Para k = 1 existen bases con matriz diag(1,1,0) (p.ej. B = {é1,é5, (—1,—1,1)},
llegada D = {Aé}, Aé,, w3} con W que complete base).

No existe: dimker(f) > 1, dimIm(f) >2 = 3 >dim P, (R) = 2.

30.

31.

32.

[fls =

— o O
—_— O O
o O O

£(0,1,0) = (0,5,0), £(0,0,2) = (1,7,9).

ker(f) = L[(1,2,2)], Im(f)=L[(1,-1,1,0),(-1,2,0,1)],

fly,z)=(x—y+% —z+2y—% 2—%, y—2).
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33.

o 3

o T O

1
1
1
—11.
2

AN O O

)

=1L

=L

-1 =2

2

-2 —4
)7 [f]B(

) o

o o |

11

2 2
0 0 a
ker(f)

ker
1

-1
a

e

L[(1,2,0)],
-1 -1
3
0

3
-1

Paraa=1: [f]B<

Sia=1:rg =1, Im(f)
rg = 2, Im(f) = L[(1,2,0),(0,0,a — 1)],
[f]can = (

34.

)

2
ker(f) = L[(0, —1,1)].

2

2

2
-1 -1 -1

-1
1
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Im(f) = L[(_lv L, _1)7 (2727 _1)]7
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Capitulo 4

Diagonalizacion

4.1. Valores y vectores propios

Sabemos que un endomorfismo f : V' — V tiene distintas matrices asociadas, segiin
la base que se considere del espacio vectorial V. Sea [f]p = A la matriz de f en la base
B. Tratamos de encontrar una base en la cual la matriz del endomorfismo sea diagonal.

Si existe una base B’ = {#, ¥, ..., U, } tal que

M O - 0
0 X -+ 0
[f]B' - : : .. : ’
0 0 - A\,
entonces
f(ﬁl) = )\17717 f(272) = A22727 ey f(ﬁn) = Angn

En consecuencia, si trabajamos con matrices,
f(;) = Ny & [f(03)| B = [Nivi] B < [flBlUi]B = Nilti]p & AV; = \iVj,
y tendremos que buscar vectores vy, s, ..., 7, y escalares A, Ao, ..., A\, tales que
AV =V, AV =X Ve, oo, AV, = AV,

donde V; es el vector columna formado por las coordenadas de o; en la base B.
Damos nombre a estos escalares y vectores de manera formal:

Definicién 4.1.1. Sea A una matriz de tamanon xny A € R.

Decimos que A es un valor propio o autovalor de A si existe ¥ € R", ¥ # 0 tal
que AX = AX. En este caso, ¥ se dice vector propio o autovector asociado al valor
propio A. Notar que X es la columna de coordenadas de . A veces se escribe A¥ = A%
entendiendo ¥ como vector columna.

Decimos que A es un valor propio o autovalor de un endomorfismo f : V. — V si
existe ¥ € V, U # 0, tal que f(¥) = AU. En este caso, ¢ se dice vector propio o autovector
asociado al valor propio A.
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Observaciéon. Sea f : V — V un endomorfismo y A la matriz del endomorfismo en
una base B del e.v. V. Los valores propios de f coinciden con los valores propios de
la matriz A. Al hallar los vectores propios de la matriz A lo que obtenemos son las
coordenadas en la base B de los vectores propios de f.

Se cumple:
AX = DX AX - A\ X =0 (A- )X =0.

Pero esta es la expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo.
Si A es valor propio de A, este sistema tiene solucién no trivial, y sabemos que esto
ocurre si y sélo si |[A — M| = 0. Entonces:

Teorema 4.1.1. A es valor propio de A si y sélo si |[A — M| = 0. En este caso, los
vectores propios asociados a A son las soluciones no triviales del sistema (A — X)X = 0.
Como el conjunto solucién de un sistema homogéneo es un subespacio vectorial de R",
el conjunto de vectores propios asociados a un valor propio A mas el vector nulo forma
un subespacio vectorial.

Definicién 4.1.2. El subespacio vectorial formado por los vectores propios asociados a
un valor propio A junto con el vector nulo se llama subespacio propio o subespacio
caracteristico asociado a A y se denota por V().

Definicién 4.1.3. La expresién |A — AI| es un polinomio de grado n en A que se llama
polinomio caracteristico de A, y se denota pa(\).

Los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico (reales o com-
plejas). Trabajaremos solo las raices reales, y a lo sumo habra n distintas.

Teorema 4.1.2. Si dos matrices son semejantes, tienen el mismo polinomio carac-
teristico y, por tanto, los mismos valores propios.

Demostracion. Supongamos que A y B son matrices semejantes, es decir, 3P inversible
tal que B = P~!AP. Entonces

ps(\) = |B = M| = |P7YAP — \I| = |P"*AP — AP~'IP|
= [PTHA = A)P|=[A = M| =pa(N).

]

Ejemplo. Hallar el polinomio caracteristico, los valores propios y los subespacios pro-
pios asociados a cada valor propio de la matriz

-4 —6 0
A=[3 5 0
0 0 2
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Solucion: 1. Polinomio Caracteristico. El polinomio caracteristico p4(A) se obtiene
calculando el determinante de la matriz (A — AI):

—4—-X -6 0
paN)=[A-A|=| 3 5-x 0 |.
0 0 2—A

Expandimos el determinante por la tercera fila para simplificar el calculo:

—4-X -6

pal) = (2= 2 (-1 |7 5_A'=<2—A>[<—4—A><5—A>—<—6><3>]=

=(2=A)[-20+4X = 5A+ A2+ 18] = (2 = N\ (A\* — A —2).

Este es el polinomio caracteristico.
2. Valores Propios (Autovalores). Los valores propios (o autovalores) son las
raices del polinomio caracteristico, es decir, p4(A) = 0.

2=N(\=X—2)=0.
Esto nos da dos factores:
B 2-)A=0 = )\ =2

= \? — X\ — 2 = 0. Factorizando esta ecuacién cuadrdtica: (A —2)(A + 1) = 0. Esto
nos da las raices \s =2y A\3 = —1.

Por lo tanto, los valores propios son:
» )\ =2 (con multiplicidad algebraica 2).
» A = —1 (con multiplicidad algebraica 1).

3. Subespacios Propios (Autoespacios). Calculamos el subespacio propio V()
para cada valor propio distinto.

Para A\ = —1: Resolvemos el sistema homogéneo (A + )X = 0:

—441 -6 0 —3 =6 0
A+D=| 3 5+1 0 |=(3 6 0
0 0 2+1 0 0 3

El sistema de ecuaciones es:

—3r—6y=0 —= xr=—2y
3z + 6y = 0 (ecuacién redundante)
3z=0 = 2=0
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La solucién es de la forma (z,y,z) = (—2y,y,0). Si tomamos y = ¢t como parametro
libre:

El subespacio propio asociado a A = —1 es V(—1) = L{(-2,1,0)}.

Para A = 2: Resolvemos el sistema homogéneo (A —2/)X = 0:

—4-2 -6 0 —6 —6 0
A-—2D=| 3 5-2 0 |=[3 3 0
0 0 2-2 0 0 0

El sistema de ecuaciones es:

—6z -6y =0 — zv=—y
3z + 3y = 0 (ecuacién redundante)

0z =0 = 2z es una variable libre

Tenemos dos variables libres. Sea y =ty z = s. Entonces x = —t. La solucion es de la
forma (x,y, z) = (—t,t, s), que podemos descomponer como:

—1 0
X=t|1]+s]|0
0 1
El subespacio propio asociado a A =2 es V(2) = L{(-1,1,0),(0,0,1)}. O

Definicién 4.1.4. Si )\ es un valor propio de A, se llama multiplicidad algebraica
de \g a la multiplicidad de A\g como raiz del polinomio caracteristico y multiplicidad
geométrica a la dimensién del subespacio propio V' (\).

Teorema 4.1.3. Sea )y un valor propio de la matriz A. Entonces la multiplicidad
geométrica de \g es menor o igual que su multiplicidad algebraica.

Demostracion. Sean r = dim V' (X\g) y B* = {u,..., @} una base de V(\g). Completa-

mos B* hasta obtener una base B = {uy,...,U,, U1, .., U, } de R™. La matriz de f
en la base B serd
Ao 0
= e Crx(nfr) 2\ = -
M = pues f(u;) = Aoty Vi=1,2,...,7.
0 Ao
O(nfr)zr ‘ D(nfr)x(nfr)

Como A y M son matrices semejantes (Teorema 3.4.1) tienen el mismo polinomio
caracteristico (Teorema 4.1.2): pa(A) = py(A) = (Ao — A)"|D — A,,_,|, y el orden de
multiplicidad de Ay como raiz de este polinomio es al menos r que es la dimension del
subespacio propio asociado a . O
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4.2. Diagonalizaciéon

Definicién 4.2.1. Se dice que una matriz A € M, ,, es diagonalizable si existe una
matriz diagonal D € M, semejante a A, es decir, si 3P inversible tal que P71AP es
diagonal.

Un endomorfismo de un espacio vectorial f : V' — V es diagonalizable si su matriz
en alguna base es diagonal.

Teorema 4.2.1. Una matriz A € M,,,, es diagonalizable si y sélo si A tiene n vectores
propios linealmente independientes.

Demostracién. =) Si A es diagonalizable 3P inversible tal que P"'AP = D ( D dia-
gonal); pongamos

A 0 0
0 Ao 0
D= , ,
0 0 An
y evidentemente los valores propios de D (luego también de A ) son Ay, Ag, ..., A, (no

tienen que ser necesariamente distintos).
Consideremos las columnas de P como n vectores de R"; como P es inversible, estos
vectores son linealmente independientes. Denotemos por P’ a estas columnas; tendre-
mos:

D =P 'AP = PD = AP =

N O oo 0
= (PP Py T = A PP P,
0 0 - A\,

e igualando columna a columna, vemos que \; P! = A - P?, luego P! es vector propio de
A asociado a \;; como esto es cierto para cada P', ya tenemos n vectores propios de A
linealmente independientes.

< ) Sea B = {P' P% ..., P"} un conjunto de n vectores propios Li. de A; tendrdn
asociados unos valores propios Ay, Ag, ..., \,, v sea P la matriz cuyas columnas son
Pi: P es inversible por ser B una base.

N 0 -0 0

0 X -+ 0 A :
Llamemos D a la matriz D = . _2 ) ; entonces, \;P* = A - P" por ser

0 0 - X\,
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P? vector propio de A asociado a );, luego

AP = (AP'|AP?| ... | AP") = (M P |\oP?|. . | \P") =

M O o 0
0 X -+ 0
=(P'|P?...|PY-| . " . |=PD=D=P"AP.
0 0 - A\,
y por tanto A es diagonalizable. O]
Teorema 4.2.2. Sean )\, ..., )\, valores propios distintos de A € M,,,,. Si &; es vector
propio asociado a \;, entonces {71, ...,7,} es linealmente independiente.
Demostracion. Por reduccién al absurdo: supongamos que {2, Zs,...,Z,} es un con-
junto linealmente dependiente. Reordenamos los vectores de modo que los r primeros,
{#,%s,...,Z,}, sean linealmente independientes, y que el siguiente, &, 1, sea combina-
cion lineal de ellos.
Sea X; la columna de coordenadas de ;. Entonces existen aq, s, ..., a, € R tales
que
X’f‘+1 = CV1X1 + OZQXQ + ...+ OéTXr. (I)
Multiplicando por A, se tiene
AXT+1 = OélAXl + OéQAXQ + ...+ CYTAXT. (II)

De (I) se obtiene
Arp1 X1 = A1 Xy + a1 Xo + 0+ A X,

y de (II)
A1 X1 = oM Xy + X Xo + .+ ap N X

[gualando ambas expresiones:
a1 (A — M) X1+ aa(ho — Mg) Xo + - 4 ar (A — As1) X, = 0.
Como {Xi, Xy, ..., X,} son linealmente independientes, se tiene
ai(Ni—Ay1) =0, Vi=1,2,...,m
Dado que los valores propios A1, s, ..., A, son distintos, se concluye que
a; =0, Yi=1,2,...,r

Por tanto, Z,,1 = 0, lo cual es imposible, pues ¥, es un vector propio. n
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Consecuencias
= Sii# j, entonces V(\;) NV ()\;) = {0}.

= Si hay n valores propios distintos, hay n vectores propios linealmente independien-
tes y la matriz es diagonalizable. Sin embargo, puede ocurrir que haya n vectores
propios Li. sin tener n valores propios distintos.

Teorema 4.2.3 (Teorema Fundamental de Diagonalizacién). Una matriz cuadrada A
de tamano n x n es diagonalizable si y sélo si:

a) Todos sus valores propios son reales.

b) Para todo valor propio de A, la multiplicidad geométrica coincide con la multi-
plicidad algebraica.

Demostracién. =) Si A es diagonalizable existe una matriz inversible P tal que P~'AP =
D es diagonal. Las matrices A y D tienen los mismos valores propios que seran los ele-
mentos de la diagonal de D, por tanto todos reales. Sean A1, Ao, ..., A, estos valores
propios con multiplicidad algebraica respectivamente: ki, ko, ..., k. (es decir, pa(A\) =
po(A) =M =N A= N2 (O, = A)).

Segun hemos visto en la demostracion del teorema 4.2.1 las k; columnas de P corres-
pondientes al valor propio A; pertenecen a V' (\;) y como son Li. serd dim (V (\;)) > k;.
Por otra parte en el teorema 4.1.3 sabemos que dim (V ()\;)) < k; con lo que queda
demostrada la igualdad.

< ) Si se cumplen (a) y (b) elegimos de cada V ()\;) tantos vectores linealmente
independientes como sea su dimensién (tendremos en total n vectores). El conjunto de
todos estos vectores es Li. (demostrarlo) y por tanto A es diagonalizable (4.2.1). O

Casos

» Caso I: Las raices de p4(A) no son todas reales = A no es diagonalizable (en R):

0 -2 -1
A=12 0 -3
1 3 0

Solucion: Calculamos el polinomio caracteristico pa(A) = |A — |

0—A -2 -1 A =2 —1
paA)=| 2 0-X =3|=|2 -1 -3|.
1 30—\ 1 3 =

Expandimos por la primera fila:

=23 o) el -
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—A(=A)(=A) = (=3)(3)) + 2((2)(=A) = (=3)(1)) = L((2)(3) = (=) (1)) =
AN H9) +2(-22+3) =16+ X)) = =X —9AN—4A+6— 6 — A = —\* — 14).

Ahora, encontramos los valores propios (las raices de pa(A) = 0):
XN — 14N = - A(N* +14) = 0.
Las raices son:

e )\; =0 (una raiz real).

e M+ 14=0 = N =-14 = N\y3==4V-14=+iV14.

Dado que la matriz A tiene dos valores propios complejos no reales (Ay = iv/14 y

A3 = —iv/14), el Teorema Fundamental de Diagonalizacién (condicién a) falla.
Por lo tanto, la matriz A no es diagonalizable en R. O

Caso II: Todas las raices son reales pero alguna multiplicidad algebraica #
geométrica = A no es diagonalizable:

1
A=1]1
1

N )
e =)

Solucion: 1. Polinomio Caracteristico y Valores Propios

Calculamos el polinomio caracteristico p4(A) = |A — AI|. Dado que (A — AI) es
una matriz triangular (al igual que A):

El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de su
diagonal principal:

pa(A) = (1 =N (1=X)(1-)) = (12N>

Para hallar los valores propios, igualamos a cero: p4(\) = (1 — \)® = 0. Esto nos
da un unico valor propio:

e )\ =1 (con multiplicidad algebraica 3).

Todas las raices son reales.
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2. Multiplicidad Geométrica
Para que A sea diagonalizable, la multiplicidad geométrica de A = 1 debe coinci-
dir con la algebraica. La multiplicidad geométrica es la dimension del subespacio

propio V(1) (ntimero de vectores propios independientes asociados al mismo au-
tovalor). Calculamos la matriz (A — I):

000
A-1T= 1 1-1 0 =11 00
110

Ahora resolvemos el sistema homogéneo (A — )X = 0:

0 00 T 0
1 00 yl =10
1 10 z 0
El sistema de ecuaciones es:
0=0
z=0
r+y=0

Sustituyendo x = 0 en la tercera ecuacién, obtenemos 0 +y =0 = y = 0. La
variable z no aparece en ninguna ecuacién, por lo que z es una variable libre (sea
z = t). La solucién del sistema es de la forma:

_ o O

0
t

IS ISR

El subespacio propio V(1) estd generado por un solo vector:
V(1) = L{(0,0,1)}.

La dimensién de este subespacio es 1. Como la multiplicidad algebraica es 3 y
la geométrica es 1, la matriz A no es diagonalizable (falla la condicién b del
Teorema Fundamental de la Diagonalizacion). 0J

Caso III: Todas las raices reales y multiplicidades coinciden = A si es diagona-
lizable:

1 -1 0 -4 —6 0
A=|1 2 1|, A=|3 5 0
-2 1 -1 0 0 2

Solucion: Analizamos ambas matrices como ejemplos de este caso.
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Andlisis de A = 1 2 1

1. Polinomio Caracteristico y Valores Propios

1—X -1 0
pa(N) =A=N| =] 1 2—A 1 =(1-X) ‘
-2 1 —1-A

2-x 1 1
1 —1—>\‘_(_1)‘—2 —1—)\'

(1=N(2=N)(=1=N)=1)+1(=1-2A=(=2)) = (1-A) (N =A=2-1)+(1-)) =
(1=NN=A=3)+1 =N =1-N[N=A=3)+1]=1-NN\=1-2)=0.

Las raices (valores propios) son:
(1-A)=0 = X\ =1,

N-A-2=0= A-2)A+1)=0 = =2\ =1
Los valores propios son A =1, A =2, A = —1.

2. Multiplicidades Todos los valores propios son reales.

e )\; = 1: Multiplicidad Algebraica 1.

e )\, = 2: Multiplicidad Algebraica 1.

e )\3 = —1: Multiplicidad Algebraica 1.
La multiplicidad geométrica siempre debe ser al menos 1 (ya que es un valor
propio). Por lo tanto, para los tres valores propios, esta es 1. Como ambas mul-

tiplicidades son iguales a 1 para todos los valores propios (y todos son reales), la
matriz A es diagonalizable.

-4 —6
Andlisis de A = 3 5
0

0
0
0 2

Esta es la matriz del ejercicio anterior.

1. Valores Propios El polinomio caracteristico es
pa(A) = (2NN =\ —2),

y las raices (valores propios) son:

e )\; =2 (Multiplicidad Algebraica 2).
e )\ = —1 (Multiplicidad Algebraica 1).
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Todas las raices son reales.

2. Multiplicidades Geométricas En el ejercicio anterior se calcularon los subes-
pacios propios:

e V(2)={(-1,1,0),(0,0,1)}. La dimensién es 2.
e V(—1)={(—2,1,0)}. La dimension es 1.

Como todos los valores propios son reales y para todos los valores propios las mul-
tiplicidades algebraicas y geométricas coinciden, la matriz A es diagonalizable.

0

Teorema 4.2.4. La multiplicidad geométrica de un autovalor A se calcula como la
dimensién de su subespacio propio asociado Vj:

mg(AN)= n,6 — rg(A—X) .
~—~ ——
Dimensién 0 .
- N de ecuaciones
de la matriz linealmente indep.

. Estudiar para qué valores de a la matriz es

S~ 2
L O O

1
Ejemplo. Sea la matriz A= | 0

1
diagonalizable.

Solucion: Para estudiar la diagonalizacion, primero calculamos los valores propios de

A.

1—A a 0
det(A—X)=| 0 1-X 0 [=(1-)

‘1—)\ 0
1 0 a— A\

PR\ BTGRPV TP

Los valores propios son A\; = 1 (con multiplicidad algebraica 2) y Ay = a.

Para que la matriz sea diagonalizable, la multiplicidad algebraica (m.a.) de cada
valor propio debe ser igual a su multiplicidad geométrica (m.g.).

Caso 1: a = 1. El tnico valor propio es A = 1 con m.a. 3. Calculamos su multipli-
cidad geométrica: m.g.(1) = 3 —rg(A — I).

A—1=

— O O

1
0
0

o O O

El rango de esta matriz es 2. Por tanto, m.g.(1) = 3 —2 = 1. Como m.a.(1) # m.g.(1),
la matriz no es diagonalizable si a = 1.
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Caso 2: a # 1. Los valores propios son A\; = 1 (m.a. 2) y Ay = a (m.a. 1). Para
Ay = a, como su m.a. es 1, su m.g. también es 1. Debemos comprobar la multiplicidad
geométrica de A\; = 1: m.g.(1) = 3 —rg(A —I).

0 a 0
A-TIT=10 0 O
1 0 a-1
El rango de esta matriz depende de a.
00 O
» Sia=0,lamatrizes [0 0 0 |, cuyo rango es 1. En este caso, m.g.(1) =
10 -1

3—1=2. Como m.a.(1) = m.g.(1), la matriz es diagonalizable para a = 0.

» Sia#0 (ya#1),las filas primera y tercera son linealmente independientes, por
lo que el rango es 2. En este caso, m.g.(1) = 3 —2 = 1. Como m.a.(1) # m.g.(1),
la matriz no es diagonalizable.

Conclusion: La matriz A es diagonalizable tinicamente para a = 0.

4.3. Diagonalizacion ortogonal

= Dado un endomorfismo f: V — V donde V es un e.v.e., se trata de ver si existe
una base ortonormal de V' respecto a la cual la matriz asociada a f sea diagonal.

» Dada una matriz A € M, ,, se trata de ver si existe una matriz ortogonal P (es
decir P71 = P?) tal que P~ AP sea diagonal.

Definicién 4.3.1. Se dice que una matriz A € M, «, es diagonalizable ortogonal-
mente si existe una matriz ortogonal P tal que P~'AP es diagonal.

Un endomorfismo f : V — V se dice diagonalizable ortogonalmente si existe
una base ortonormal de V' respecto a la cual su matriz asociada es diagonal.

Definicién 4.3.2. Sea V un e.v.e. Un endomorfismo f : V — V se dice simétrico si
(f(u),v) = (4, f(V)) Vi, TeV.

Teorema 4.3.1. Sean V e.v.e., f: V — V un endomorfismo y A la matriz asociada a
f en una base ortonormal. El endomorfismo f es simétrico < A es simétrica.

Demostracion. Sea B = {us,...,u,} base ortonormal de V' tal que [f]p = A = (a;j): ;-
=)

aij = (f(ug), wi) = (uj, f(wi)) = (f(wi),w;) = aji Vi, j
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por tanto A es simétrica.
<) Sean vy, v, € V' y Vi, V5 sus columnas de coordenadas en la base ortonormal B.
Como B es ortonormal, (v, vh) = V{V,. Entonces

<f<171)7 772> = (A‘/l)t‘/Q = ‘GtAt‘/Z = ‘/1t<A‘/2> = <1717 f(62)>7
por lo que f es simétrico. n

= Con los siguientes teoremas se demuestra que una matriz es diagonalizable orto-
gonalmente si y sélo si es simétrica, y un endomorfismo es diagonalizable ortogo-
nalmente si y sélo si es simétrico (omitimos algunas demostraciones).

Teorema 4.3.2. Una matriz A € M, ,, es diagonalizable ortogonalmente si y solo si
A tiene n vectores propios ortonormales.

Teorema 4.3.3. Sea A una matriz simétrica. Entonces todos sus valores propios son
reales.

Teorema 4.3.4. Sea A una matriz simétrica. Entonces vectores propios correspondien-
tes a valores propios distintos son ortogonales (con el producto escalar en R").

Demostracion. Sean A\, Ay valores propios distintos, &1 vector propio asociado a A, Z
vector propio asociado a Ay. Llamando X, X5 a sus columnas de coordenadas:

AX) = M X
{ PO S XTAX, = M XEXG, XTAX, = XX,

AXQ = )\QXQ

Como A es simétrica, X:AX; = XTAX,, por tanto (A — X)) (Z1-T2) = 0. Como A\; # Ag,
se sigue que ¥ - o = 0, luego son ortogonales. O

Teorema 4.3.5. A es simétrica < A es diagonalizable ortogonalmente.

Demostracion. =) No se demuestra aqui.

<) Si A es diagonalizable ortogonalmente, existe P ortogonal tal que P7!AP =
P'AP = D diagonal. Entonces A = PDP" = A' = (PDP'")' = PDP' = A, por
tanto A es simétrica. O

Teorema 4.3.6. Sea V e.v.e., f: V — V endomorfismo. El endomorfismo f es diago-
nalizable ortogonalmente < f es simétrico.

Ejemplo. Diagonalizar ortogonalmente la matriz A = <:13 ;‘))

Solucion: Dado que A es una matriz simétrica, el Teorema Espectral garantiza que es
diagonalizable ortogonalmente. Procedemos en cuatro pasos detallados:
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1. Calculo de los valores propios

Hallamos el polinomio caracteristico de A:

3—A 1

pa(\) = det(A — M) = ‘ el

':(B—A)2—1:A2—6>\+8.

Las raices del polinomio caracteristico se obtienen resolviendo la ecuacién de segundo
grado A2 — 6\ + 8 = 0, lo cual nos da los valores propios:

_6+V36-32 63632

A
! 2 ’ 2

9 = 2.

2. Calculo de los subespacios propios

Calculamos los vectores propios asociados a cada autovalor resolviendo el sistema
homogéneo (A — AI)X = 0.

Para \; = 4:
se-a= (3 2)()-()

Esto nos lleva a la ecuacion —z + y = 0, es decir, x = y. El subespacio propio es:
V(4)={(tt):t e R} =L{(1,1)}.

Tomamos como vector base u; = (1,1).

Para \, = 2:
amanx-o = (P ()= ().

Esto nos lleva a la ecuacion x + y = 0, es decir, x = —y. El subespacio propio es:
V(2) = {(~t,0): t € R} = L{(~1, 1)}.

Tomamos como vector base iy = (—1,1).

3. Comprobacion de ortogonalidad y normalizacién

Como predice el teorema para matrices simétricas, los vectores propios asociados a
autovalores distintos deben ser ortogonales. Comprobamos el producto escalar:

@iy = (1)(=1)+ (1)(1) = =1+ 1 =0.

Efectivamente son ortogonales. Para construir una matriz de paso ortogonal P, necesi-
tamos una base ortonormal. Normalizamos los vectores dividiéndolos por su norma:

. . iy 1 1
i) = VI2+ 12 =V2 = ¥ =~ = (—,—)'
[ || V2 V2

. . U
Il = VPR T = V2 = = =

2

)

Sk
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4. Construcciéon de las matrices Py D

La matriz diagonal D contiene los autovalores y la matriz de paso P (que es orto-
gonal) contiene los vectores ortonormales en sus columnas:

() ()

Se verifica que P es ortogonal (P~! = P!) y que se cumple la relacién de semejanza
A= PDP'. OJ

Teorema 4.3.7. Sea V e.v.e., f: V — V endomorfismo. El endomorfismo f es diago-
nalizable ortogonalmente < f es simétrico.

4.4. Aplicacion: vibraciones en un coche

En ingenieria mecénica, el estudio de las vibraciones en vehiculos es fundamental
para garantizar el confort, la seguridad y la resistencia estructural. Cuando un coche
circula, las fuerzas generadas por el pavimento, el motor y otros componentes pueden
provocar movimientos oscilatorios en el chasis y los ejes. Para analizar este comporta-
miento, se emplea un modelo fisico discreto: el coche se representa por varias masas
interconectadas mediante muelles (que simulan la suspension) y, en ocasiones, amorti-
guadores.

Este analisis requiere el uso de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), un
concepto que, aunque se estudiara formalmente mas adelante, tiene sus raices en la fisica
que se imparte en el bachillerato. Una ecuacién diferencial no es mas que una igualdad
que relaciona una funcién desconocida con sus derivadas. El caso mas familiar es la
Segunda Ley de Newton (F = ma) aplicada a un oscilador arménico (Ley de Hooke,

F = —kx). Dado que la aceleracion es la segunda derivada de la posicién respecto al
. 2 . , . . . .,
tiempo (a = 27;”’ = &), la fisica de un muelle se describe mediante la ecuacion:
mZ + kxr =0

donde la incégnita ya no es un nimero, sino la funcién del tiempo x(t) que describe la
posicion de la masa.

Matematicamente, un vehiculo real se modela mediante un sistema de varias EDOs
acopladas, lo que significa que el movimiento de cada masa depende de la posicién
de las demas. El proceso de diagonalizacién de matrices que hemos estudiado en
este capitulo es, precisamente, el puente que permite <desacoplars estas ecuaciones
para resolver el sistema. Esto permite encontrar los modos normales de vibracién
(formas basicas en que puede oscilar la estructura) y sus frecuencias naturales (las
velocidades caracteristicas a las que cada modo vibra).

Esto es esencial, por ejemplo, para:

= Prevenir resonancias que pueden danar el vehiculo.
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= Optimizar el disefio de la suspensién y el reparto de masas.
= Mejorar el confort de los pasajeros reduciendo vibraciones.

En esta aplicacion, veremos como la diagonalizacion ayuda a los ingenieros a comprender
y controlar el comportamiento oscilatorio de sistemas mecanicos complejos.

Modelo Fisico y Matematico

Para el andlisis de las vibraciones, es necesario considerar las leyes fundamentales
del movimiento que el estudiantado ya conoce de Bachillerato y la asignatura de Fisica
I: la Segunda Ley de Newton (F' = ma) y la Ley de Hooke (F' = —kz).

Supongamos un modelo simplificado de un vehiculo representado por tres masas
puntuales, my, mo y mg (ver Figura 4.1), unidas linealmente por muelles de constante
elastica k. Sean x1(t), xo(t) v x3(t) los desplazamientos de cada una de estas masas
respecto a su posiciéon de equilibrio.

/////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
/////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////

Figura 4.1: Modelo mecanico de tres masas y dos muelles para el andlisis de vibraciones
en un vehiculo.

Se pide:

1. Plantear la ecuacién matricial del movimiento M7 + K7 = 0, definiendo las
variables de desplazamiento .

2. Calcular las frecuencias naturales y los modos propios de vibracion, asumiendo
masas unitarias (m = 1).

Solucion: El vector de desplazamientos respecto al equilibrio se define como:

.Tl(t)
2(t) = | (1)
3(t)

Planteamiento Matricial

Para un sistema libre donde las masas extremas solo tienen un resorte conectado
(hacia el centro) y la masa central tiene dos, la matriz de rigidez K y la ecuacién de
movimiento son:
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Nota sobre la matriz K:

» Los elementos diagonales (1,1) y (3,3) son k porque m; y ms estan conectadas a
un solo muelle.

» El elemento central (2,2) es 2k porque my interactiia con dos muelles.

= La suma de cada fila es cero, condicién necesaria para permitir el movimiento de
cuerpo rigido.

Para entender el origen de los términos de la matriz K, analizamos las fuerzas que
actian sobre cada masa individualmente aplicando la Ley de Hooke.
Definimos dos muelles en el sistema:

» Muelle A (Izquierda): Conecta m; y ms. Su elongacion es (z3 — 7).

» Muelle B (Derecha): Conecta ms y ms. Su elongacion es (z3 — ).

Ecuacién para la Masa 1 (Frontal) La masa m; solo estd conectada al Muelle A.
Si my se desplaza mas que myq, el muelle tira de m hacia la derecha.

Fy = k(xy — 1)
Aplicando la Segunda Ley de Newton (F' = ma):
mit; = kxy — kg
Reordenando para la forma matricial (todo a la izquierda):
miZ, + kxy — kze =0

Esto genera la primera fila de la matriz: [k, —k,0].

Ecuacién para la Masa 2 (Central) Esta es la clave del término 2k. La masa my
sufre fuerzas de ambos muelles:

» El Muelle A tira hacia la izquierda (reaccién): Fy = —k(zy — x1)

= El Muelle B tira hacia la derecha (accién): Fg = k(x5 — x2)
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La fuerza total es la suma:
Froga = —k(zg — x1) + k(23 — 22)
mgflfg = —k‘ﬂ?z + k’iL‘l + k.fl?5 — k’$2
Agrupamos los términos semejantes (aqui aparece la suma de rigideces):

mzig = k$1 —(k + k) To + kl’g
——

2k

Reordenando:
mgfi'g — kl’l + QkZL’Q - k‘l’g =0

FEsto genera la sequnda fila de la matriz: [—k, 2k, —k|. El 2k surge porque la masa central
lucha contra dos muelles simultaneamente.

Ecuacién para la Masa 3 (Trasera) La masa mj solo esta conectada al Muelle B.
Si ms se desplaza mas que mo, el muelle tira hacia la izquierda.

F3 = —k'(xg — IEQ)
Newton:
mgig = —]{7.133 + kwg

Reordenando:
m3:'t3 — kZZL'Q + k’l’g =0

Esto genera la tercera fila de la matriz: [0, —k, k].

Calculo de Autovalores y Autovectores

Buscamos soluciones armoénicas inspiradas en el movimiento de un muelle simple,
de la forma Z(t) = ve™*, o equivalentemente, mediante senos y cosenos como se vio en
Bachillerato (x(t) = Asin(wt + ¢)). Esta propuesta permite transformar el sistema de

ecuaciones diferenciales en un problema algebraico de autovalores:
K7 =\, donde \ = w?

Calculamos el polinomio caracteristico det(K — AI) = 0:

P?A
|
>
|
=
o

det { =k 2k—X -k | =0

Resolviendo, obtenemos las raices: A\ = 0, Ay = k, \3 = 3k.
A continuacion, obtenemos los modos normales (v;) y las frecuencias naturales (w;):
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Modo 1: Traslacién (Cuerpo Rigido)

—> —> —>

Figura 4.2: Las tres masas se mueven en fase con la misma amplitud.

)\1:O:>CL)1:O, 171:(1,1,1)

Interpretacion: Todo el sistema se desplaza al unisono sin deformacion de los muelles
(frecuencia nula).

Modo 2: Contrafase (Extremos opuestos)

S — —>
Figura 4.3: La masa central es un nodo (quieta). Los extremos oscilan en oposicién.

)\2:]{’:>UJ2:\/E, 172:(1,0,—1)

Interpretacion: La masa central permanece quieta (nodo) y los extremos vibran en
oposicién de fase.

Modo 3: Simétrico (Rebote Central)

— | — —>

Figura 4.4: Los extremos se mueven juntos, comprimiendo el muelle central.

)\3:3]€:>W3:\/3k’, 173:(1,—2,1>

Interpretacion: Los extremos se mueven en la misma direccién, mientras el centro se

mueve en direcciéon opuesta con mayor amplitud.
O
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Problemas

1. Hallar los valores propios de la matriz

=500

y los subespacios propios asociados a cada uno. jEs A diagonalizable?

2. Sea la matriz

3 -1 -1
A=1[1 1 -1
2 -1 0

a) Hallar los valores propios de A.

b) Hallar los subespacios propios asociados a cada valor propio.
c) (Es A diagonalizable? ;Por qué?

3. Sea la matriz

A:

— O Q

b
1
1

_ o O

a) Estudiar la diagonalizacién de A en funcién de los valores de a y b.
b) Paraa=—1y b= —2 se pide:

1) Diagonalizarla si es posible, expresando la matriz que la diagonalice.

2) Hallar una matriz P que diagonalice a la matriz A y tal que |P| = 1.
3) Demostrar que A% = AL,

0 1
A= (4&2 —3a) ’

a) (Para qué valores de a es diagonalizable?

4. Dada la matriz

b) Diagonalizarla ortogonalmente en algin caso en que sea posible, hallando la
matriz P que la diagonaliza.

5. Diagonalizar ortogonalmente las siguientes matrices:

1 0 0 4 2 2
A=|0 -2 2 B=1|2 4 2
0 2 1 2 2 4

6. Sea
f:P(R)—= PA(R), fla+bxr)=a+ (6a—b)x.
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a) Encontrar la matriz estandar.

b) Dar una base de la imagen y otra del niicleo. ;Cudles son sus dimensiones?

¢) Determinar una base de P;(R) de manera que la matriz asociada a f en
dicha base sea diagonal.

7. Sea f : R? — R? definida por

a) (Es f un endomorfismo simétrico?

b) Hallar, si es posible, una base ortonormal de R? tal que la matriz asociada
al endomorfismo en dicha base sea diagonal.

c¢) Hallar la matriz del endomorfismo en la base {(0,1),(2,1)}.

8. Sea f : R? — R? tal que

na=(y %) B=t0n.@0)

a) Hallar la matriz de la aplicacién en la base candnica.
b) (Es f un endomorfismo simétrico? jEs f un endomorfismo diagonalizable
ortogonalmente?

9. Sea f : R3 — R? una aplicacién lineal de la que conocemos:

I

)

m) £(1,0,0) = (—2,2, —4).
)
)

(2, —1,2) pertenece al ntcleo de la aplicacion.

111) (1,0,1) es un vector propio asociado al valor propio 2.

,Cuantas aplicaciones hay cumpliendo las tres condiciones anteriores? Jus-
tificar la respuesta.

a

(=)

Hallar la matriz de la aplicaciéon en las bases canodnicas.

Hallar la férmula de la aplicacion.

o

Hallar la dimensién y una base del nicleo.

Hallar la dimensiéon y una base de la imagen.

q¥)

S8
~— — ~— ~—v ~—

Hallar, si es posible, una base de R? respecto a la cual la matriz de la apli-
cacion sea diagonal.

—

g) Hallar, si es posible, una base ortonormal de R? respecto a la cual la matriz
de la aplicacion sea diagonal.

10. Sea A una matriz de orden n y sea ¢ un numero real. Si A es un valor propio de
A, demostrar que cA es un valor propio de la matriz cA.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Probar que si A es un valor propio de A, entonces A" es valor propio de A", cuando
n es un entero positivo.

Sea la matriz , con b, c y e nimeros reales. Determinar la forma con-

o o O
W o
S 0 0O

creta que debe tener la matriz para que admita (a la vez):
el vector ( —1,0, 1 ) como vector propio asociado al valor propio A = —2, el vector
(1,—1,1) como vector propio asociado al valor propio A = 1.

, encontrar para qué valores del niimero real a dicha

o Q =

1 2
Dada la matriz 0 0
00

matriz es diagonalizable, y hallar la matriz que la diagonaliza, comprobando el
resultado.

1 2 a
Dadalamatriz [ 0 —1 a |, encontrar para qué valores del niimero real a dicha
0 0 1

matriz es diagonalizable, y hallar la matriz que la diagonaliza, comprobando el
resultado.

Seagz{(z Z) :a,b,c,dzo,a+c:b+d:1}

a) Estudia qué matrices M € G son diagonalizables.

b) Para las matrices M € G diagonalizables, obtén una matriz P que las dia-
gonaliza.

Dada la matriz

A =

S N =
[eoRR I V)
w W

a
b

C

Hallar a tal que el autovalor A = 3 tenga multiplicidad algebraica 2.
Hallar b tal que la matriz sea diagonalizable.

Hallar la matriz P que diagonaliza A.

)
)
)
d) Hallar la matriz diagonal D que satisface D = P71 AP.

Sea A una matriz cuadrada de orden n tal que A% = A. Demostrar que los tinicos
valores propios posibles de A son 0, 1y —1.

115



18. Demostrar que si A2 = 0, entonces el tinico valor propio asociado a la matriz A
es el cero.
Soluciones

1. Valores propios: 1y 2.
V(1) = L1, -1, V()

L[(—2,1)].

Si es diagonalizable.

2. a) Valores propios: 1 (doble) y 2 (simple).
b)
V(1) =L[(1,1,1)], V(2)=L[(1,0,1)].
¢) No es diagonalizable.
3. a) Sia =1 no es diagonalizable. Sia # 1yb=a—1,siloes. Sia # 1y
b#a—1,no lo es.

b) 1) Sise puede diagonalizar.

1 0 =2 1 0 O
P=|-10 0], P'AP=|01 O
0 1 1 00 -1
2) Se puede tomar
1 0 -1
P=1-10 0
0o 1 1

4. a) A es diagonalizable para a # 0.

b) Se puede diagonalizar ortogonalmente para a = i%:

2

2 L
V5 ﬁ) PTAP:(
VR

o
Il
R
aH
O wol=
|
2
~_



b) Imagen: {1,z}. Nucleo: {0}.

=ranat e (y ).

7. a) St
b)
2 1 1 2 % 0
s={(&%) (&)} mB_(O _2)
¢)
[f]{(O,l) 2,0} = (_%2 g)
8. a)

ne=(215)

b) No es simétrico, por tanto no es diagonalizable ortogonalmente.

9. a) Hay una tnica aplicacién que cumple las condiciones.

b)

) flz,y,2) = (—2x + 4y + 4z, 20 — 2z, =4 + 4y + 62).
d) dim(ker f) =1, base {(2,—-1,2)}.

e) dim(Im f) = 2, base {(—1,1,-2),(1,0,1)}.
)

)

f
9

Base de diagonalizacién: {(1,1,0),(1,0,1),(2,—1,2)}.

No es posible ortogonalizar la diagonalizacion.

12.b=e=1yc=2.

13. a =0,
1 -2 -1 1 00
P=10 1 0], D=10 00
0o 0 1 0 00



14. a =0,

15.

16.

a) p(A)=A—=1)(A—(a—10)). Autovalores: \; =1y Ay =a —b.
e Si a — b # 1: Existen dos autovalores distintos, por tanto M es diagonali-
zable.

e Si a — b = 1: Dadas las restricciones (0 < a,b < 1), esto implica a = 1y
b =0, por lo que M = I (matriz identidad), la cual es diagonal.

Conclusion: Todas las matrices M € G son diagonalizables.

b) Para M # I (caso general):

b 1 1 0
P_(l—a —1)’ D_(O a—b)'

(En el caso particular M = I, basta tomar P = I).

a) a=1.
b) b= 3.
1 3 1
c) P=|(1 0 -1
0 2 0
3 0 0
dD={03 0
0 0 -1
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Capitulo 5

Ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden

5.1. Conceptos basicos

En la modelizacion de muchos problemas fisicos y de ingenieria aparecen ecuaciones
que, ademds de funciones incognitas que hay que determinar, contienen derivadas de
distintos 6rdenes de éstas. Este tipo de ecuaciones se denominan ecuaciones diferencia-
les.

Ejemplo (Desintegracién radiactiva).

dN
Z = LAN
dt

donde t es el tiempo, N(t) es el nimero de dtomos en funcién del tiempo y A es la
constante de desintegracién. La solucién es N = Noe™*, siendo Ny = N(0).

Ejemplo (Ley de Newton en 3 dimensiones).

mx//(t) Fl(t’x7yﬂz7x/?ylﬂzl)

&7 o dr
mop = F (t a) = dmy(t) = Falt,,y, 2,20, 2)
mz"(t)

F3<t7 T,Y,z, xlu yla Z,)

donde #(t) = (x(t),y(t),2(t)) es el vector posicién, F = (Fy, Fy, F3) es la fuerza en
funcién del tiempo, la posicién y la velocidad, y m es la masa.

Ejemplo (Ecuacién del calor).

orT k(eﬂT 0*T  9*T

E: 0x2+8y2+8z2)+f(t’x’y’z)

donde T'=T'(t,x,y, ) es la temperatura, f es la fuente de calor y k es una constante.
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Todos estos ejemplos son de ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales, lo
que lleva a la siguiente definiciéon genérica:

Definicién 5.1.1. Se llama ecuacion diferencial a una ecuacién que contiene una o
varias variables dependientes (funciones incégnita) y sus derivadas respecto a una o
méas variables independientes.

= Si hay una sola variable independiente, se trata de una ecuacion diferencial ordi-

naria (E.D.O.).

= Si hay varias variables independientes, se llama ecuacion diferencial en derivadas
parciales.

= Si se trata de un sistema de ecuaciones con varias variables dependientes, se llama
sistema de ecuaciones diferenciales.

El orden de una ecuacién diferencial es el mayor de los érdenes de las derivadas que
contiene.

A partir de ahora nos referiremos a E.D.O. de la forma F(z,y,y,y",...,y™) =0,
donde z es la variable independiente e y = y(x) es la variable dependiente.

Ejemplo. 2/ +y =0, xy”" +2y=2a* " —8y=ze®son E.D.O.deorden 1,2y 3
respectivamente.

Definicién 5.1.2.

» Una funcién y = y(x) es solucion de una E.D.O. en un conjunto D C R si, al
sustituirse en la ecuacion junto con sus derivadas, la satisface para todo = € D.

= La solucion general o integral general de una E.D.O. de orden n es
Yy = S($701702a s 7Cn)7

tal que, para cada eleccién de las constantes Cj, la funcién y = S(z,CY, ..., C%) es
solucion de la E.D.O. Cada una de estas soluciones se llama solucion particular.

= La solucién también puede estar definida de forma implicita:

S(z,y,C4,...,C,) =0.

= Soluciones que no provienen de la integral general se llaman soluciones singulares.

Ejemplo. Para ¢y = f(x), la solucién general es y = F(z) + C, donde F(x) es una
primitiva de f(x).

Ejercicio.
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1. Comprobar que y = 3sinx — 4 cos z es solucién de y” +y = 0.
2. Encontrar la E.D.O. de la familia de curvas z? + y* = C*.
3. Encontrar la E.D.O. de la familia de curvas y? = 2Cx.

Observacién. En los apartados siguientes estudiaremos tipos de E.D.O. de primer
orden F(z,y,y') = 0 y técnicas exactas de integracién. La existencia y unicidad de
soluciones estd garantizada en regiones del plano bajo ciertas condiciones sobre F' (teo-
remas de existencia y unicidad), que no veremos en estos apuntes.

5.2. E.D.O. de primer orden resolubles con respecto
ay
Se dice que una E.D.O. de primer orden
F(z,y,y") =0,
es resoluble respecto a i si se puede expresar en la forma

vy = f(z,y) o, equivalentemente, dy = f(z,y)dz.

5.2.1. Ecuaciones de variables separadas

Una E.D.O. de primer orden se llama de variables separadas si puede ponerse en la
forma

P(r)dr = Q(y)dy.

La solucion general se obtiene integrando ambos miembros:

/P(m)dw - /Q(y)dy = C.

Ejemplo.
1. La E.D.O. zdx + ydy = 0 tiene como solucién general 22 + y? = C.

2. Hallar la solucién particular de la E.D.O. (1 + ¢%) yy' = e* pasando por el punto
(0,1) ( es decir, con la condicién inicial y(0) =1 ).

Solucion: La ecuacién se puede escribir como:

T

dx.
14+e® v

ydy =
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Integrando ambos lados:

eil'
dy = d
Joar=[ 52

Aplicamos la condicién inicial y(0) = 1:

=In(1+¢€%)+C.

I

1
=n2+C — C’:i—an
Por tanto, la solucion particular es:
2
1
% =In(1+¢€") + 5 —1n2,

que se puede expresar como:

1 x
y2—21n( e >—|—1.
2
Hallar la solucion general de la E.D.O.
(14+y*) +ayy =0.

Separando variables:

de  ydy 0
r  1+9? '
Integrando:
dx ydy
1492
Por tanto:
In(1+ y?)

6201 )

In|z| + =0 = 21+ =

2

Finalmente, la solucion general se escribe como:

2 (1+y%) =C.

5.2.2. Ecuaciones homogéneas

Una funcién f(z,y) es homogénea de grado n(n € N U {0}) respecto a = e y si
siempre se cumple f(Az, \y) = \"f(x,y).

Ejemplo.
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w flay) =2 +y° —ay
Aplicamos la definicién sustituyendo x por Az e y por \y:

O, Ay) = (A2)* + (Ay)? = (Ax)(hy) = N2 + N%y? — Nay.
Sacamos factor comuin A\?:
fOz, Ay) = N(2? + y* — ay).
Como (2? +y* — xy) = f(z,y), tenemos:
FQz, Ay) = N f(z,y).

Por lo tanto, la funcién es homogénea de grado 2.
. floy) = 5%

Aplicamos la definicién:
)2 — (\y)? A2 =222 222 —y?) 2% —y?

FOT ) = T OwP ~ Rt~ R y) - BT
Como 2
W = f(z,y),
tenemos:

fOx,Ny) = fla,y) = N f(z,y).
Por lo tanto, la funcién es homogénea de grado 0.

Una E.D.O. P(z,y)dx + Q(z,y)dy = 0 se dice que es homogénea si las funciones
P(z,y) y Q(x,y) son homogéneas del mismo grado.

Para encontrar la solucion general de esta E.D.O. se hace el cambio de variable
u =2 (o bien u = m ) y se transforma en una E.D.O. de variables separadas.

(u:%iy:u:ﬁédy:udm—l—xdu)

Ejemplo. La E.D.O. (z — y)ydz — z*dy = 0 es una ecuaciéon homogénea. Haciendo

u=1% (dy=udr+ xdu) queda:

(1 —w)udzr — (udz + vdu) = 0 — v*dr — zdu = 0,
dividiendo por —zu? queda la ecuacién de variables separadas

dr  du
r o u
Integrando: In |z| — + = C}, deshaciendo el cambio queda:

In|z| — - Ch,
)

que se puede expresar de la forma



5.2.3. Ecuaciones reducibles a homogéneas

Son de la forma

,_f (&1$+b1y+01
Y as® + bay + co

) con al,bl,ChaQ,bg,CQ € R.

a1x+bly+01:0

o+ by 4y = 0 y segun sea su solucion tenemos:
2 2 2 =

Resolvemos el sistema {

» Sies Unica z = o y = f, haciendo el cambio r = X + a,y =Y + § (= dz =
dX,dy = dY') la ecuacién se transforma en una E.D.O. homogénea.

= En los demaés casos haciendo el cambio z = ayx + by

-z _ az — dz _ adx
<:>y_b1 by dy—zn by

variables separadas.

) la ecuacién se transforma en una E.D.O. de

Ejercicio. Encontrar la solucién general de las siguientes E.D.O.:

s (x+y—2)dv+ (x—y+4)dy=0.

Solucion: 1. Identificacién del tipo de E.D.O.

. Ny d
La ecuacién es de la forma P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0. Reescribiéndola como 9%,
tenemos:

dy  x+y—2  r4+y—-2  x+y-—2

de ~ z—y+4 —(r—y+4) —az+y—4

/I a1x+biy+c
Esta es una E.D.O. de la forma ¢y = f <a2z+b2y+c;).

2. Comprobacién del caso

Resolvemos el sistema de ecuaciones:

r+y—2=0
—r+y—4=0

Sumando ambas ecuaciones (E1 + E2):
20 —6=0 = 2y=06 = y=3.
Sustituyendo y = 3 en la primera ecuacion:

r+3—-2=0—= 24+1=0 — z=—1.
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3. Sustitucién para convertir a homogénea
Aplicamos el cambio de variable:
r=X—-1 = dx=dX,

Sustituimos en la E.D.O. original:

e r+y—2=(X-1)+(Y+3)—-2=X+Y +2-2=X+Y,
e —y+4=(X-1)—(Y+3)+4=X-Y —d44+4=X-Y.

La ecuacién se transforma en una E.D.O. homogénea:
(X +Y)dX + (X =Y)dY =0.

Notar que, con el cambio de variable utilizado, hemos quitado la parte indepen-
diente de = e y, quedando una ecuacién diferencial homogénea.

4. Resolucién de la E.D.O. homogénea

Usamos la sustitucion estandar para homogéneas: ¥ = uX, de donde dY =
udX + Xdu. Sustituimos en (X +Y)dX + (X —Y)dY = 0:

(X +uX)dX + (X — uX)(udX + Xdu) = 0.
Dividimos todo por X (asumiendo X # 0):
(1+u)dX + (1 —u)(udX + Xdu) =0,
(1+u)dX + (u—u*)dX + X(1 — u)du = 0.
Agrupamos los términos de d.X:
(1+u+u—u?)dX + X(1 —uw)du= (142u—u*)dX + X(1 —u)du = 0.
Separamos las variables:

X(1—u)du = —(1+ 2u — u?)dX,

1—u 1
T = ——dx.
l+ou—2™ ™ "X

Integramos ambos lados:

1—u
——dX
/1+2u—u2 / +
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Integrando, llegamos a
1 2
51n\1+2u—u | = —In|X|+ C).
Multiplicando por 2:
In|1 +2u —u?| = —2In|X| + Cy,
In|1+2u —u?®| = In|X 2| + Oy,

In |1+ 2u —u? —In|X % = Oy,

14 2u — u?

In ~=

=0y = In|X*(1+2u—u?)| =C,

X3(1+ 2u —u?) = Cs.

5. Sustitucion inversa

Primero, revertimos u = Y/ X:

Y Y2
2 _

X?+2XY —Y?=Cs.
Ahora, revertimos X =x+1leY =y —3:

(z+1)*+2(z+1)(y —3) — (y — 3)*> = C5,

(#* + 20+ 1) +2(xy —3x+y —3) — (y* — 6y +9) = Cs,
2+ 20+ 1+ 22y — 62 +2y — 6 —y* + 6y — 9 = Cs.

Agrupamos términos:
22 —y? + 22y — 4 + 8y — 14 = Cs,

22 —y? + 20y — 4o+ 8y = Cy + 14.

Multiplicamos por -1 y renombramos la constante C' = —(C3 + 14):
—2? +y? — 2oy + 42 — Sy = C,

y? — 2% — 22y — 8y + 4o = C.

» (x4+y+1)de+ (22 +2y — 1)dy = 0.
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Solucion: 1. Identificacion

Observamos que la E.D.O. se puede escribir como

dy _ wty+l
dr — 2x+2y—1
Lasrectasz+y+1=0y2x+2y—1=0 (0o x +y —1/2 = 0) son paralelas, por

lo que el sistema sera compatible indeterminado. Esto sugiere una reduccién a
variables separables con la sustitucion z = = + y.

2. Resolucion por Sustitucion

Sea z = X +y. Derivamos respecto a x:

dz dy dy dz
— =1+ —=—-1
dx +dx:>dx dx

Sustituimos ' y (z + ) en la E.D.O.:
dz ] z+1

dx 221
dz_l z+1  (22—-1)—(2+1) 2z-2
de =~ 22-1 2z — 1 221
Ahora tenemos una E.D.O. de variables separables. Separamos las variables:
2z —1
- dz = dz.
z—2

Integramos ambos lados. El lado izquierdo requiere descomposicién (divisién de
polinomios):

22—1_2(2—2)+4—1_2(z—2)+3_2+ 3
2—2 z—2 N z—2 N z—2

[ )i [

224 3In|z—-2| =2+ C}.

Integramos:

Sustituimos de nuevo z = = + y:
2@+y)+3n|lr+y—2|=z+Ch,
20 +2y+3njr+y—2| =z +Ch,

r+2y+3njz+y—2 =Ch.
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Para que coincida con la solucion dada, usamos propiedades de logaritmos y ex-

ponenciales:
z+2y+In|(z+y—2)?° =0C,

In|(z +y —2)°| + (z +2y) = C\.
Tomamos la exponencial en ambos lados:

6ln [(z+y—2)3|+(z+2y) C1
)

=€

_9)3
61n|(;v—|—y 2)°| | e:c+2y _ Cl'

e

Absorbiendo el 4 del valor absoluto en la constante, obtenemos finalmente

(x+y—2)7° et =C.

5.2.4. Ecuaciones lineales
Una E.D.O. de primer orden es lineal en la variable y si tiene la forma:
Y +ple)y = qlx).
De manera analoga, es lineal en la variable x si se escribe como:

§§+mwx=q@»

Para resolver la ecuacién
Y +p(x)y = q(z),

multiplicamos ambos miembros por el factor integrante:

efp(:c) dac‘
Asi obtenemos:
efp(m) dxy/ + p(x)efp(x) dxy _ q(£)efp(z) d:):’

lo que equivale a:
plx dx / p(x dz

Integrando:

el P() vy — /q(:v)efp(x) @y + C.

Por tanto, la solucion general es:

y:eﬁﬂﬂm<c+/ﬁmk“@m¢g.
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De forma analoga, la solucién general de la ecuacién
es:

2

Ejemplo. ' + 22y = 2ze™

Solucion: 1. Identificaciéon de la E.D.O.

La ecuacién y' 4+ 2xy = 2z~ es una E.D.O. Lineal de primer orden, con la forma

estandar 3’ + p(x)y = ¢(x). Identificamos los componentes:

2

p(z) = 2z, q(z) = 2ze”

2. Célculo del Factor Integrante pu(x)

El factor integrante se calcula con la férmula p(z) = e/ P(@)de,

/ p(@)dr / owds = 2.

Por lo tanto, el factor integrante es:
p(z) =e

3. Resolucién

La solucion general para una E.D.O. lineal viene dada por la férmula:

o) =~ | [ ntaateras+ .

Sustituimos nuestros p(z) y ¢(z):

y(z) = ei { / (") - (2ze™")dx + c} .

Simplificamos la integral. Los términos exponenciales se cancelan mutuamente:

/63:2 e dr = /Zx (e e da = /23: (eNdx = /2xdx.

Resolvemos la integral simple:
/ 2xdr = 7.

Sustituimos el resultado de la integral en la soluciéon general:

() = —la® + ]
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4. Solucién General

La solucion general es:
2
y(r) = (2> + C)e ™.

Ejercicio. (xcosy + sin2y)dy = dx.

Solucion: 1. Identificacion de la E.D.O.
Reordenamos la ecuacién para expresar x en funcién de y:

dx .
— = x cosy + sin 2y.
dy

Movemos el término en z hacia la izquierda:

d
d—z — (cosy)x = sin 2y.

Esta es una E.D.O. Lineal en z, que sigue la forma estandar:

dx

o +py)r = q(y).

Identificamos los componentes:
= p(y) = —cosy.

= q(y) = sin2y.

2. Célculo del Factor Integrante pu(y)

El factor integrante se calcula con la férmula pu(y) = e/ P&

/p(y)dy = /(— cosy)dy = —siny.

Por lo tanto, el factor integrante es:
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3. Resolucién

La solucion general para una E.D.O. lineal en x viene dada por:

1
z(y) = ) Uu(y)Q(y)dy + C} :
Sustituimos nuestros u(y) y q(y):

o) = i | [ G2y €.

e~ siny

z(y) = Y [/ e S sin 2ydy + C’} :

Para resolver la integral, usamos la identidad sin 2y = 2sin y cos y:

/ e”SMY(2siny cosy)dy.

Usamos la sustitucion v = siny, lo que implica du = cos ydy.

/e”(2u)du = 2/ue”du.

Esta integral se resuelve por partes ([ f¢' = fg— [ f'g):
» Sea f=u = f'=1.
" Seag =e ™ = g=—e"

2 / wedu = 2 {u(—e“) - / (1)(—eu)du} - {—ue“—k / eudu} _

=2[-ue " —e "] = —2¢"(u+1)

Deshacemos la sustitucién u = sin y:
/e_ Y gin 2ydy = —2e” Y (siny + 1),

Finalmente, sustituimos este resultado en la solucion general:

() = [2 sy +1) +.C].
Distribuimos eS"¥:
2(y) = —2(5Me V) (siny + 1) + Cesny,
z(y) = —2(e")(siny + 1) + Ce™™Y.
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4. Solucién General

La solucion general es:

z(y) = —2(siny + 1) + Ce™"Y.

5.2.5. Ecuaciones de Bernoulli

Una E.D.O. de primer orden es de Bernoulli en la variable y si es de la forma
v +p)y=qx)y® conneR—-{0,1} (Sin=0346n=1laecuacién es lineal).
Haciendo el cambio de variable z = y'™™ se obtiene una E.D.O. lineal en z.

Una E.D.O. de primer orden es de Bernoulli en la variable x si es de la forma
2—; +p(y)xr =q(y)z™ conneR—{0,1} (Sin =036 n =1 la ecuacién es lineal).
Haciendo el cambio de variable z = 217" se obtiene una E.D.O. lineal en 2.

Ejercicio. Encontrar la solucién general de la siguiente E.D.O.:
vy +y=y*lnz.

Solucion: 1. Identificacion de la E.D.O.

Primero, reescribimos la ecuacién en su forma estandar. Asumiendo z # 0, dividimos

toda la ecuacién por x:

, 1 Inz ,
v+ -y=—1y.
x x

Esta es una Ecuacién de Bernoulli, que tiene la forma y' + p(x)y = q(x)y". Identifi-
camos:

. p(:v):%.
n g(z) =22,
=2

2. Sustitucién de Bernoulli

Aplicamos el cambio de variable z = y'=" = y'=2? = y~!. Calculamos la derivada de

z respecto a x:

dz dy Y
L AV
dx Yo e : y?
—2,

Ahora, multiplicamos la E.D.O. estandar (paso 1) por y~=:

Y 1 Inz



9 1 Inz

— / - 1 _ '
WY)+ () =—
Sustituimos z =y~ !y 2/ = —y~ 2y (0 —2' =y~ 2y'):
, 1 Inz
2+ 2= —
x x

Multiplicamos por -1 para obtener la forma lineal estandar:

1 Inz
2 — = -""
T T

3. Resoluciéon de la E.D.O. Lineal en z
Esta es una E.D.O. lineal de la forma 2’ + P(x)z = Q(x), con:
" P(x) =1

T

- Q( ) lna:‘

Calculamos el factor integrante ju(z) = e/ F(®)d

1
/P(:U)d:v = —de =—Inx =1In(z").

La solucién para z es z(x ) [f pw(x)Q(x)dx + C’}

) ()]
oo [ [ ]

Resolvemos la integral [ —lzcl—fdx usando integracion por partes:

s u=Ilnyr = du:%dx.

w dv=—x%dr = v=x"1=

x r
Sustituimos el resultado de la integral en la solucién para z:

z(x):x[(ln%jL%)%—C],
Z(x):x{lnx+1+c]’

z(z) =lnz+ 1+ Cx.
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4. Solucién General

Revertimos la sustitucién z =y~ = 1

y o=
1
—=Inz+1+Cx.
Y
La solucion general es:
1

Y=

Inzx+1+Cx

5.2.6. Ecuaciones exactas y factores integrantes
Derivadas parciales: explicaciéon y ejemplos

Cuando una funcién depende de varias variables, por ejemplo f(z,y), podemos
estudiar cémo cambia la funcién respecto a una sola variable, manteniendo las demas
constantes. A esto se le llama derivada parcial.

of
ox
of
dy

significa: derivar f(x,y) respecto a x manteniendo y constante.

significa: derivar f(x,y) respecto a y manteniendo = constante.

Ejemplo.

1. Sea f(x,y) = 2%y + 3y.

of o
Ft %(9623/ + 3y) = 2zy,
porque y se considera constante.
0 0
a—f; =g, (Y3 =43,

porque x se considera constante.

2. Sea f(x,y) = sin(zy).
O _ cos(ay) v,
Ox

ya que derivamos respecto a x y tratamos y como constante.

— = cos(zy) - x,

9y
porque ahora derivamos respecto a y.

Interpretacién geométrica: Cada derivada parcial mide la pendiente de la funcién
en la direccion de una variable, manteniendo las otras fijas.
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Ecuaciones exactas: definicién

Una E.D.O. de la forma
P(z,y) dx + Q(z,y)dy =0
es exacta en un conjunto D C R? si existe una funcién real u(z,y) tal que:
du = P(z,y)dz + Q(z,y) dy,

lo que equivale a:

%(I’y):f)(:t,y), %(Iay> :Q(x,y).

La solucién general se expresa como:
u(z,y) = C,

en general dada de forma implicita.

Caracterizacion de las E.D.O. exactas

La ecuacién
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0
es exacta en una bola abierta D si y sélo si:
or _ 09
oy  Ox
en los puntos de D.

Observaciéon. Este resultado también es vélido en conjuntos mas generales: D domi-
nio simplemente conexo (intuitivamente, conjuntos abiertos, de una sola “pieza” y sin
“agujeros”).

Resolucién practica de las E.D.O. exactas

Si la ecuacién
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

es exacta, entonces:
ou ou
— =P — = )
e (z,y), Q(x,y)

Integrando la primera respecto a x:
u(x,y) = /P(x,y) dz + ¢(y),
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donde ¢(y) es una funcién desconocida.
Derivamos respecto a y y comparamos con Q(z,y):

Q(r,y) = %/P(x,y) dx + &' (y).

Despejamos ¢'(y) (que depende sélo de y) e integramos para obtener ¢(y).

Observacion. Dependiendo de la dificultad de las integrales, también se puede integrar

g_Z = Q(may)

respecto a y y luego derivar respecto a x.

En algunos casos, cuando la ecuaciéon

P(x,y)dr + Q(z,y)dy =0

no es exacta, se puede hallar una funcién p(z,y) (llamada factor integrante) tal que
la ecuacion modificada:

p(x,y)P(x,y) de + p(z,y)Q(x,y) dy = 0
sea exacta.

Ejemplo. (senzy + zycos xy)dz + 2% cos xydy = 0.

Solucion: 1. Identificacién y Comprobacion de Exactitud
La ecuacion es de la forma P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.
» P(z,y) = sen(zy) + xy cos(xy).

= Q(z,y) = 2° cos(zy).

Comprobamos si es una ecuacion exacta calculando las derivadas parciales cruzadas.
Calculo de %—];: (Usamos la regla del producto para el segundo término)

oP

9 6—y(sin(xy)) + 2(xy cos(wy)) = 2z cos(xy) — z?y sin(xy).

dy

Calculo de aa—f: (Usamos la regla del producto)

a@ a ) 2 :

— = —(a cos(xy)) = 2z cos(xy) — x“ysin(zy).

5~ D1 (2y)) (zy) — z7y sin(zy)
Dado que ‘?9—1; = ‘?9—(‘:3, la ecuacién es exacta.

136



2. Solucién de la Ecuacién Exacta

Buscamos una funcién potencial U(x,y) tal que g—g =Py %—Z = (). La solucion
general serd U(x,y) = C.
Es maés sencillo empezar integrando Q(z,y) respecto a y:

Uwy) = [ Qa)dy = [ a* cos(ay)dy

Tratando z? como constante (respecto a y):

o) = [ costanyty = (<) 4 o),

U(z,y) = zsen(zy) + ¢(z).

Ahora, derivamos U(zx,y) respecto a z y la igualamos a P(z,y):

ou 0 B ,
B = %(x sen(zy) + ¢(x)) = sen(zy) + xy cos(zy) + ¢ (z).
[gualamos a P(x,y):

sen(zy) + zy cos(zy) + ¢'(x) = sen(xy) + xy cos(zy)

Esto simplifica a:
#'(x) =0
Integrando, obtenemos ¢(x) = K (una constante).
Sustituimos ¢(x) en U(z,y):

U(x,y) = zsen(zy) + K.
La solucién general es U(z,y) = Cy:
zsen(zy) + K = (4.
Agrupando las constantes (C' = C; — K):

zsen(xy) = C.
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Factores integrantes

Como hemos mencionado, si la ecuacién P(x,y) dx+Q(z,y) dy = 0 no es exacta (es
decir, 6—1; #* %—g), a veces es posible encontrar una funcién p(z,y) tal que al multiplicar
la ecuacién por ella, la ecuacion resultante:

/L(l‘,y)P(l‘,y) dx + /L(ill',y)@(l',y) dy =0

sea exacta. Esta funcion p se llama factor integrante.

Aunque encontrar p(x,y) en el caso general es complicado (requiere resolver una
E.D.P.), hay dos casos particulares sencillos en los que el factor integrante depende de
una sola variable.

Caso 1: Factor integrante dependiente sélo de z, u(z).

Si la expresion
or _ 9Q
Py - Qw oy ox

Q Q

depende unicamente de la variable x (es decir, es una funcién h(z)), entonces existe un
factor integrante que depende sélo de z, dado por la féormula:

M(x) _ efh(a:)dz _ eny%de:c‘
Caso 2: Factor integrante dependiente sélo de y, u(y).

Si la expresion
29Q _ opr
Q:p - Py Oz Oy

P P

depende unicamente de la variable y (es decir, es una funcién g(y)), entonces existe un
factor integrante que depende sélo de y, dado por la férmula:

”(y) = efg(y) dy — ef QCL‘;Py dy‘

Ejemplo. Resolver la ecuacién diferencial:
(2 +y* +2)dx + 2ydy = 0.

Solucién: 1. Comprobar si es exacta. Identificamos P(z,y) = 22 +y*+z y Q(x,y) =
xy. Calculamos sus derivadas parciales cruzadas:

or _, 9Q _

Como 2y # vy, la ecuacién no es exacta.
2. Buscar un factor integrante. Probamos primero si existe un factor integrante

que dependa sélo de z:
Py—Qs 2y—y _y

Q Ty vy
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Como el resultado % depende sélo de x, podemos hallar p(z):
p(x) = ef 3z — eMnlzl — |z].

Podemos tomar p(z) = = (para > 0) simplificando el valor absoluto para encontrar
una solucién.
3. Multiplicar la ecuacién original por u(z) = z.

z(z® +y* + z) dx + x(zy) dy = 0,
(2% + 29 + 2%) do + 2°y dy = 0.

Ahora consideremos P = 23 + 2y + 22 y Q = 22y. Comprobamos nuevamente la
exactitud: ~ ~
o, 0
oy ’ Ox
Como coinciden, jla nueva ecuacion es exactal

4. Resolver la ecuacién exacta. Buscamos la funcién potencial U(x,y). Sabemos

que %—g = Q = 22y. Integramos respecto a y:

= 2xy.

2
y
Uz, y) = /nydy =25 + ().

Derivamos esta expresion respecto a z e igualamos a P:

ou 0 (x2y2

- —_ 2 / )
5= (o) =+ )
Igualamos a P = 23 + zy? + 2%

vyt 4+ ¢ (2) =2 + 2y’ +2° = ¢(x) =2° + 27

Integramos ¢(x) para hallar ¢(x):

() :/(:173+$2)dx:%4+%3.
(La constante la agruparemos al final). Sustituimos en U(z,y):
Ulz,y) = w22y2 + %4 -I—%S
La solucién general viene dada por U(z,y) = C:
22y . zt .\ s _
2 4 3

Multiplicando por 12 para eliminar denominadores, obtenemos la solucién implicita:

62%y° + 3zt + 42° = K.
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5.3. Aplicacién: caida libre
Sabemos por las leyes de Newton que
F=ma.

Por lo tanto, la ecuacion diferencial de caida libre con término de rozamiento propor-
cional a la velocidad es:

d*y dy
mw =mg — l{;E ,
que podemos reescribir como
d*y dy
a2 9— CE )

donde m es la masa del objeto, g es la aceleracion de la gravedad, c es el coeficiente de
rozamiento y y es la posicion del objeto en funcién del tiempo ¢.
Para resolver esta ecuacion diferencial, podemos escribir v = dy/dt, por lo que

dv
% =g—Cvu,
que podemos resolver facilmente ya que es una ecuacion diferencial de variables sepa-

radas, obteniendo

1
——In(g—cv)=t+c.
c

La solucion general de la ecuacion es

g—cv=cpe ",
donde ¢; y ¢o son constantes. Asumiendo la condicién inicial v = 0 para ¢ = 0 nos da
co = ¢, asi que

_g _—ct
U—C(l e )

Como ¢ es positivo, la velocidad limite (t — 00) es vy, = g/c.
Ademas de éste, existen otros ejemplos. Por ejemplo, se puede considerar un término
de rozamiento proporcional al cuadrado de la velocidad

dv 9
prial AU

Para resolverla, procedemos como antes y la expresamos en la forma

1

de:dt.
g—cv

Integrando ambos lados de la ecuacién, se obtiene:

L rctanh <\/E ) t+
—— arctan —v | = cr,
NG g
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donde ¢; es la constante de integracion. Despejando v se tiene

v = \/gtanh (Veg(t+cr)) -

En este caso, la velocidad limite viene dada por vy, = 1/g/c.

5.4. Problemas aplicados

5.4.1. Datacién por Radiocarbono

Enunciado: El is6topo radiactivo Plomo-209 (Pb-209) se desintegra con una rapidez
proporcional a la cantidad presente en cualquier momento ¢ y tiene una vida media de
3 horas. Si al inicio habia 1 gramo de plomo, ;jcuanto tiempo debe transcurrir para que
se desintegre un 87.5 %7

Solucion: Para modelar el proceso, consideramos que la rapidez de desintegracion es
proporcional a la cantidad presente A(t) en cualquier instante. Esto se traduce en la
ecuacién diferencial:

dA

— = kA.

dt

Separamos variables e integramos:
1dA—k:dt = /1dA—/k:dt
A N A B ’
lo que nos da:
InA =kt + Cl.

Como A > 0, podemos escribir:
A(t) _ ekt—l—Cl — Aoekt,

donde Ay es la cantidad inicial. Dado que A(0) = 1, tenemos Ay = 1, y el modelo se
simplifica a:

A(t) = eM.
Para determinar k, usamos la vida media T}/, = 3 horas, que implica:
In2
05=e = k= _HT'

Asi, la ecuacion queda:
In2
t

Alt)y=e 5"

Ahora buscamos el tiempo ¢ para que se desintegre el 87.5%. Esto significa que
queda el 12.5% de la cantidad inicial, es decir, A(t) = 0.125.

ant

0.125 = e 3
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Reconocemos que 0.125 = % =273,

Tomamos logaritmo natural en ambos lados:

In(27%) =In (e_l%g

In2
—3n2=——1t
! 3
Dividimos ambos lados por — In 2:

t
3=—-
3

t =9 horas.

Conclusién: Para que se desintegre el 87.5% del Plomo-209, deben transcurrir
exactamente 9 horas. 0J

5.4.2. Poblacién Logistica

Enunciado: La cantidad C(t) de supermercados que emplean cajas computarizadas
en un pais esta definida por el problema de valor inicial:

dC

—= = C(1-0.0005C), C(0) =1,

donde t > 0. ;Cuantos supermercados utilizaran el método computarizado cuando
t = 107 ;Cuantos lo adoptaran después de un tiempo muy largo?

Solucion: La ecuacion diferencial dada es una ecuacién logistica:

dc

—r = C(1 - 0.0005C).

La forma estandar de la ecuacion logistica es:

dP P

—=rP|(1-—],

dt K
donde r es la tasa de crecimiento y K la capacidad de carga. Reescribimos la ecuacion
para identificar estos parametros:

dC C
=~ 1— —
T ( 2000) ’
por lo que r = 1 y K = 2000. La condicién inicial es C'(0) = 1.
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Esta es una ecuacion diferencial de primer orden de variables separables. El objetivo
es agrupar todos los términos que dependen de C' en un lado de la igualdad (con dC')
y los que dependen de t en el otro (con dt).

Para facilitar la integracién, reescribimos el término entre paréntesis usando frac-

5 1

ciones comunes. Sabemos que 0.0005 = 15555 = 5000

ac C 2000 — C
-~ 1— — | = /= -
a ¢ ( 2000) ¢ ( 2000 >

E _ C(2000 - C)
dt 2000
Pasamos los términos con C' al lado izquierdo y el diferencial dt al lado derecho:

Por lo tanto:

2000

T 4C =dt.
C(2000 — C) ¢

Integramos ambos lados de la ecuacion:

2000
C 2000 — C) cr000 — ¢y ¢ = / .

Para resolver la integral de la izquierda, descomponemos la fraccién en suma de frac-
ciones parciales:

00 A B
C(2000—-C) C = 2000 —C"
Multiplicando todo por el denominador comin C(2000 — C):

2000 = A(2000 — C) + B(C).
Para hallar los coeficientes A y B, evaluamos en las raices:

» SiC=0:
2000 = A(2000) = A=1.

= Si €' = 2000:
2000 = B(2000) — B =1.

Por lo tanto, la integral se reescribe como:

1 1
/(6+—2000—C) dC—/dt.

Integrando término a término:

In|C| — In |2000 — C| = t + C1.
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Utilizamos las propiedades de los logaritmos (Ina —Inb = In ¢):

In

2000 - C

Aplicamos la funciéon exponencial a ambos lados para eliminar el logaritmo natural:

C

t+C1 — 601 PR
2000 — C

=c €.

Renombramos la constante arbitraria e“' como Kj:

C

Y K
2000—C ¢

Ahora realizamos el dlgebra para despejar C:

C = (2000 — O) Kye',
C = 2000Kye' — CKye',
C 4 CKye' = 2000K,¢’,
C(1 + Kye') = 2000K¢’,
_ 2000K,¢!

Ct) = ————.
( ) 1 + K@Gt

Para obtener la forma estdndar (logistica), dividimos numerador y denominador por
Kyet:

2000 2000

1

C(t): = 1
Koet—i_]' ]_—f—FO@ t

Finalmente, definimos una nueva constante A = Kio, obteniendo la solucion general de
la ecuacién logistica:

K
)= ———
() 1+ Ae—rt’
donde A se determina con la condicién inicial:
K K—-Cy, 2000-1
C)=—— — A= = = 1999.
(0) 1+ A Cy 1
Asi, la solucién particular es:
2000
)= ——.
) 14 1999¢—
Para ¢t = 10: 9000
10)= ————.
¢(10) 1+ 1999¢-10
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Como e~ 1'% ~ 0.000045399, tenemos:

2000 2000
1+0.090753  1.090753

C(10) =~ ~ 1833.58.
Por lo tanto, habra aproximadamente 1834 supermercados.
Finalmente, calculamos el limite cuando t — oc:

2
lfm C/(t) 000

= ——— = 2000.

Conclusion: Cuando t = 10, habra aproximadamente 1834 supermercados usando
el sistema, y a largo plazo el nimero se estabilizara en 2000. 0

5.4.3. Modelado de Proceso Industrial (Volumen Variable)

Enunciado: En un tanque que inicialmente contiene 100 L. de agua pura, entra una
solucién de salmuera con una concentracion de 3 kg/L a un flujo de 2 L/min. La mezcla
se mantiene agitada y sale del tanque a razén de 1 L/min. La ecuacién diferencial que
modela la cantidad de sal A(t) es:

A A
dt 100+t

Encuentre la solucién A(t).

Solucion: Debemos resolver la ecuacién diferencial lineal de primer orden:

dA 1
— A
dt * 100 + ¢ 6

con la condicién inicial A(0) = 0 (agua pura).
Identificamos que la ecuacién esta en la forma estandar:

dA
T P(t)A =Q(t),

1
donde P(t) = TR Q(t) = 6.

Aplicamos la féormula de la solucién general para ecuaciones lineales:

A(t) = e~ I PO (o + / Q(t)el PO dt) .

Calculamos la integral del exponente:

/P(t)dt:/ ! dt = In(100 + t).

100+t
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Por tanto, el factor integrante es (1909 = 100 + ¢.
Sustituyendo en la férmula general:

A(t) = 1001+t (O+/6(100+t)dt).

Resolviendo la integral:

/ (600 + 6t) dt = 600t + 3t2.

Despejamos A(t):
3t +600t 4 C
- 100+t

Aplicamos la condicién inicial A(0) = 0:

A()

3(0)% +600(0) + C C

0= =
100+ 0 100

Finalmente, la solucion particular es:

3t2 + 600t
Aty = 220000
100 +t

5.4.4. Circuito RL en Serie

Enunciado: La ecuacién diferencial para la corriente i(¢) en un circuito RL en serie
es: i
i
L— + Ri = E(t),
o (t)

donde L (inductancia) y R (resistencia) son constantes. Un generador cuya fuerza elec-
tromotriz (EMF) es de 100 voltios se conecta en serie con una resistencia de 10 €2 y una
inductancia de 2 henrios. Si el interruptor se cierra cuando t = 0, halle la intensidad de
la corriente i(t) en funcién del tiempo.

Solucion: Partimos de la ecuacion:
di

L— = E(t).
dt—i—R@ (1)

Con los datos L =2, R =10y E(t) = 100, la ecuacién se convierte en:

di
2% | 10i = 100,
a Y
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Dividimos entre 2 para obtener la forma estandar:

y
d—z 4 5i=50, i(0)=0.

Esta es una ecuacion lineal de primer orden ¢’ +p(t)i = ¢(t), con p(t) = 5y ¢(t) = 50.
Aplicamos la formula directa:

i(t) =e 2 <O+/5Oef5dt dt) :

Calculamos [ 5dt = 5¢. Sustituyendo:

i(t) = e (C + / 50e” dt) :

Resolviendo la integral:
5t
/ 50e” dt = 50— = 10e™.
La solucion general es:

i(t) = e " (C +10e™) = Ce ™ + 10.

Integramos ambos lados:
i(t)e’ = / 50e> dt = 10 + C.

Por tanto:
i(t) =10+ Ce ot

Aplicamos la condicién inicial (0) = 0:
0=10+C = C=-10.
Finalmente, la solucion particular es:
i(t) =10 — 10e™°".

La corriente i(t) estd en amperios (A). O
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5.4.5. Interés Simple vs. Interés Compuesto Continuo

Enunciado: Un inversor dispone de un capital inicial de Py = 10,000 euros y desea
depositarlo en un fondo durante un tiempo ¢ (en afnos). Se le presentan dos opciones de
inversién, ambas con una tasa de interés anual del r = 5% (r = 0.05).

1. Opcién A (Modelo de Interés Simple): La tasa de crecimiento del capital es
constante y proporcional inicamente a la inversion inicial original Fp.

2. Opcién B (Modelo de Interés Compuesto Continuo): La tasa de creci-
miento del capital es proporcional a la cantidad acumulada en el fondo en cada
instante ¢.

Tareas:
1. Plantee la ecuacién diferencial que modela cada opcién.

2. Resuelva las ecuaciones para encontrar las funciones del capital A(t) y B(t) para
cada opcién.

3. Calcule el monto acumulado en ambas opciones después de ¢t = 20 anos.

Solucion:

1. Opcién A: Interés Simple

En el interés simple, el dinero generado por intereses no se suma al capital para
generar nuevos intereses. Por lo tanto, la velocidad a la que crece el dinero (%) es
constante y depende solo del principal inicial Fj.

Planteamiento:
dA

dt
sujeto a la condicién inicial A(0) = F.
Resolucién: Integramos ambos lados respecto a t:

/dA /rPO dt,

—TPOt+C

—Tpo, (51)

Aplicamos la condicién inicial A(0) = Py:
POZTP0(O)+C — (C =F,.
Por lo tanto, la funcion de capital para interés simple es una funcion lineal:

A(t) = By(1 +1t). (5.2)
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2. Opcidén B: Interés Compuesto Continuo

En el interés compuesto continuo, los intereses se suman al capital instantaneamente.

La velocidad de crecimiento (%) es proporcional al monto actual acumulado B(t).
Planteamiento: iB
— =rB(t 5.3
= rB(), (53)

sujeto a la condicion inicial B(0) = F.
Resolucién: Esta es una ecuacion diferencial de variables separables:

1
EdB:Tdt?
ldB— dt
g )
In|B| =rt+ Ch.

Despejamos B aplicando la funcién exponencial:
B(t) — €Tt+C1 — erteCl.
Llamamos C' = €. Aplicamos la condicién inicial B(0) = Py
Py=Ce'Y = C=p
Por lo tanto, la funcion de capital para interés compuesto es una funciéon exponencial:
B(t) = Pye'™. (5.4)

3. Comparacién Numérica (¢t = 20 anos)

Datos: Py = 10,000, r = 0.05, t = 20.
Caélculo Opcién A (Lineal):

A(20) = 10,000(1 + 0.05 x 20) = 20, 000 €.
Caélculo Opcién B (Exponencial):

B(20) = 10,000 - *9°%2% = 27 182.80 €.

Conclusion

Aunque ambas opciones comienzan con la misma tasa de interés nominal, la natu-
raleza exponencial de la ecuacién diferencial del interés compuesto (‘Z—f = rB) genera
un crecimiento mucho mas acelerado a largo plazo que el crecimiento lineal del interés
simple (%4 = cte).

En 20 anos, la diferencia es de 7,182.80 euros a favor del interés compuesto. 0
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5.4.6. Modelo de farmacocinética de un compartimento

Se quiere modelar la concentracién C(t) de un farmaco en sangre mediante un
modelo de un compartimento. Se supone que el cuerpo se comporta como un deposito
bien mezclado y que el farmaco se elimina con una cinética de primer orden: la velocidad
de eliminacién es proporcional a la concentracion. Un modelo clasico de farmacocinética
de un compartimento es:

dC

donde k£ > 0 es la constante de eliminacion.
Trabajaremos con los valores:

k=2  C(0)=Cp=16.

1. Resuelve la ecuacion diferencial

L~ kow, co=a,

de forma general, para k > 0y Cy arbitrarios.

2. Aplica el resultado anterior al caso concreto k = In2 y Cy = 16, y simplifica la
solucién lo maximo posible:

C(t) = 1621,
Escribe la solucién en forma de potencias de 2.

3. Calcula, sin calculadora, los valores:

(Pista: usa que e*? = 2.)

4. La vida media t;/, de un farmaco se define como el tiempo que tarda la concen-
tracion en reducirse a la mitad de su valor inicial. Es decir, ;5 satisface

Co

C(tl/Q) — 7

a) Demuestra, a partir de la solucién general, que

In2

t1/2 — T

b) Comprueba que, con k = In2, se obtiene ¢/, = 1 (en las mismas unidades
de tiempo que t).
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5. Supén que se desea mantener la concentracién entre 2 y 16 (un rango “terapéutico”
idealizado). Usando la expresién

C(t)=16-27",

discute, sin calculadora, durante cudnto tiempo (aproximadamente) se mantiene

C(t) > 2.

Solucion: 1. Solucién general de la ecuacion diferencial
La ecuacién es de variables separables:

ac

= —kdt.
C

Integrando ambos lados:
1
/EdC: /—k:dt — In|C| = —kt + K.

Despejando C' (asumiendo C' > 0):

C(t) — 6fkt+K — eKefkt — Coefkt.

Donde Cj es la concentracién en t = 0. Solucién general: | C(t) = Coe ™™ |.
2. Aplicacion al caso concreto
Sustituimos £k =In2 y Cy = 16:

C(t) = 1621,
Simplificamos la exponencial usando la propiedad e4™® = p:
e~ _ (eIn2y=t _ o=t
Por tanto, la solucion en potencias de 2 es:

Ct)y=16-2""=2".27" =|2*|

3. Calculo de valores

Usando la férmula simplificada C(t) = 247
- C(1)=201=2 =8,
- 0Q2)=242=922 =4,
» C(3) =213 =21 =2,
s C(d) =204 =20 =1.
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4. Vida media ¢,
(a) Partiendo de la condicién C(t12) = S y la solucién general C(t) = Coe

a2
2

Dividimos por Cy:

6*’“1/2 —

Tomamos logaritmos naturales:

In2

1
_ktl/Q =In (§> =—In2 = tl/g = 7

(b) Comprobacion para k = In2:

In2

t1/2:E:1-

Esto coincide con los calculos del apartado 3, donde vemos que la concentracion se
reduce a la mitad cada 1 unidad de tiempo (16 -8 —4 —2...).

5. Rango terapéutico

Queremos mantener C(t) > 2 partiendo de Cy = 16. Usamos la expresién simplifi-

cada:
24t > ol

Igualando los exponentes (dado que la base 2 es mayor que 1, la desigualdad se man-
tiene):
4—t>1,

3>t obien t<3.

Conclusién: El farmaco se mantiene dentro del rango terapéutico (por encima de 2)
durante 3 unidades de tiempo. [l

Problemas
1. Comprobar que e”¥ — Cx = 1 es la solucién general de la E.D.O. zy/ + 1 = e¥.
2.y =2y sol:y=Ce*
3. 2y +3xy =0 sol:y3x?=C
4. z(x —1)dy+y(ly—1)dr =0 sol.: (z —1)(y — 1) = Czy
5. z(y — 1)dy = ydx  sol.: Cxy = €Y

6. —2/1+y2+yy'Vv1i+22=0 sol:V1+a2+/1+y2=C
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11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

tgy =0 sol:y=Kre+C, KeZ

e =2 sol:y=zx(nz—1)+C

Cwy =@ =4y soliy=zsen(ln ] +C)
10.

—4r —3y+y'(2y —32) =0 sol.: y* —3zy + 222 =C
—(2z—y+2)dr+ (4r —2y —1)dy=0 sol.: C(2x —y) =e %
—(Br+4y+1dy+ 2z +3y+1)de =0 sol.: 2?2 +2y°> +3ay+z+y=C
—(z4+y)y =2y—1 sol:Cy—z—12=2y—1

—y' =y+2—2x sol.y=2x+Ce”

—y'cosx+ysenr =1 sol.:.y=Ccosx+senx

— (2 +y* + 1) dy +ayde =0  sol: y* + 22> + 2y = C

—y (6y2 —x—1)dr+2xdy =0 sol.: y? = Ciegez

—y +y=1vy%" sol:y=(C—x)te®
3y —yP=a2 sol.yP=0Ce"—1—ux

— (32 + 62y?) dr + (62%y + 49°)dy =0 sol.: 2° + 32%y* + y* = C

sSen Zxr Sen2x SenQI x2 2
(x+T2>dx+(y—y—2)dy=0 sol.: T%—%:C

4y =92 =0 sol: (y—C)*=a?
— () = ety + (@2 ay) =0 soliy=Ce"—l—z, y=24C

, , r=Inp+senp
x=Iny +seny’  sol.:
y=p+psenp+cosp+ C

2

Y = ,jL'y’—'— (y/)2 sol.: y = Cl"i‘CQ, y = _II

—senx

Hallar la solucién particular de la ecuacién y' = ytgax + 3e que verifica

y(O) =2 sol.: YCcosxT = 5 — 3e—senz
rsenydr + (22 + 1) cosydy =0, y(1) = T sol: (22 +1)sen®y = 2

(2z cosy + 32?y) dw + (23 — 2?seny —y)dy =0 sol.: 22 cosy + 23y — % =k

e—a:

C -z

Yy +y=1vy%" sol:y=
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.

45.

(r+y)dr+xdy=0 sol:y=

(V)2 —Qy+1)y +2y=0 sol:y =a+cy, yo = cre™

ay' +by = ke, cona,b k, \€R sol:y=Ce

1
(2zy + 32?)dr + 22dy =0, y(1) =0 sol.: y = — =
x

3
d o o C
T 42y =2 SOI"y_E—i_ﬁ
e T 6_1 —e
y’~|—g: ,y(1)=0 sol:y=
x x x
vy +y=a'y? sol:y?= _
Cx? — 2t

Z—Z—Qx?):l, y(0)=0 sol.:y:%jtx

(22 —1)dz + By +5)dy =0 sol.: 2? —z + 3y + 5y =C

y+2y=1, y0)=4 sol:y=3+Ie

3% 412y =4 soliy=1+4Ce ™

j—g:x2+2x+3 sol.:y:w—;+x2+3x+0

(22 + y)dx + (x + 6y)dy =0  sol.: 22 + ay + 3y* = C

Yy +y=e sol:y=1ie"+Ce"

ydy = 4x(y> + D% dz, y(0) =1 sol:/y2+1=22%++2

1+em\?
A4y = y(0) =1, yz\/m( ze) 11

1
Cx? — 24

Cxy +y=aty?  sol:y?=
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Capitulo 6

Ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales de orden superior

6.1. Conceptos basicos

Definicién 6.1.1. Una ecuacidén diferencial ordinaria lineal de orden n es una
ecuacion de la formas

v+ Ay + f(2)y P 4+ fusi (@)Y + fal)y = g(2),

donde suponemos que fi(z), fo(z), ..., fu(z) y g(z) son funciones reales continuas en
un intervalo [a, b].

Si g(z) = 0, la ecuacién se denomina homogénea. En caso contrario, se dice que
es no homogénea o completa.

Si las funciones f;(x) son constantes, es decir, f;(z) = a; € R paratodoi =1,...,n,
entonces la ecuacion:

v+ ay" Y a4 aay + any = g(2),
es una E.D.O. lineal de orden n con coeficientes constantes.
Observaciéon. Consideramos n > 1.

Ejemplo. Ejemplos de E.D.O. lineales:
» " + 2% + 5y = Inz es una E.D.O. lineal de orden 2.
» " —3e%y” — 23y = 0 es una E.D.O. lineal homogénea de orden 3.

n y) — 39" +5y" 4+ 8y + 6y = cosx es una E.D.O. lineal de orden 4 con coeficientes
constantes.
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Teorema 6.1.1 (Teorema de existencia y unicidad). Sea el problema de valor inicial
(o problema de Cauchy):

Y+ fua @)y + -+ @)y + folx)y = gla),
n— n—1 n—1
y(l’o) = Yo, y/(l'[]) :y67 ER) ?J( 1)(‘7;0) :y(() )7 y07y67"'7y(() ) € R.

Si fo(x), fi(z),..., fu—1(x) y g(x) son continuas en un intervalo I = [a, b, con zy € I,
entonces existe una unica solucién y(z) del problema de valor inicial en .

6.2. E.D.O. lineales homogéneas de orden superior

Definicién 6.2.1. Las funciones hy(z), ho(z), ..., hi(z) son linealmente indepen-
dientes en [a, b] si la igualdad:

Mhi(x) + Agho(x) + - - + Aphg(x) =0 para todo x € [a, b]
se cumple inicamente cuando A\; = Ay = --- = A\ = (. Si no se cumple esta condicidn,
se dice que son linealmente dependientes.

Teorema 6.2.1. El conjunto de soluciones de la ecuacién lineal homogénea:

Y+ fua(@)y "+ fi(@)y + folz)y =0
es un espacio vectorial de dimension n. Si yi(x), y2(x), ..., y,(x) son soluciones lineal-

mente independientes, entonces la solucién general es:

y(fB) = Clyl(m) + ngg(ﬁ) +- Cnyn(x)a Ci € R.

Ejemplo. Sea la E.D.O. lineal 4 — 4y = 0. Comprobar que y;(x) = €** y yo(z) = e~ **

son soluciones linealmente independientes y dar la solucion general.
Solucién: Comprobamos primero que y;(x) = €2® es solucién. Calculamos sus derivadas:
Y, = 2e*, ! = 4e*”.
Sustituimos en la ecuacion:
Y — dyy = 4e* — 4e** = 0.
Por tanto, y; es solucion.

Para yo(x) = 2%
Yy = —2e 2" Yy = de™ "

Sustituimos:
Yy — dyp = de™ ¥ — 47> = ().

También es solucion.
Como la ecuacion es de orden 2 y hemos encontrado dos soluciones linealmente
independientes, la solucion general es:

y(x) = Cre** + Che .

156



6.3. Ecuaciones lineales homogéneas con coeficien-
tes constantes

Definicién 6.3.1. Sea la ecuacion lineal homogénea con coeficientes constantes:
Y™+ ap iy + ot ay +agy =0 (D).
Su ecuacion caracteristica asociada es:
Ny A" A Fag = 0.

Ejercicio. La funcién y(x) = e’ es solucién de (I) si y solo si A es raiz de la ecuacién
caracteristica.

Teorema 6.3.1. Sea la ecuacién diferencial:
v+ an g™V 4+ ay + agy = 0.

a) Si A es una raiz real con multiplicidad k, las funciones:

/\x’ ] — xk—le)\:(;

yi(x) = M yy(x) = ze oy Yk(x)

son k soluciones linealmente independientes.

b) Si A\ = a+biy As = a— bi son raices complejas conjugadas, las soluciones reales
son:
e cos(bx), €™ sin(bx),

y sus multiplicidades generan términos adicionales con potencias de .

Observacion. Si tenemos dos raices distintas de la ecuacion caracteristica, las solucio-
nes correspondientes de la ecuacion diferencial son linealmente independientes. Como
la ecuacién caracteristica tiene n raices (reales o complejas), contando cada una tantas
veces como su multiplicidad, podremos obtener n soluciones linealmente independientes
de la ecuacién diferencial y; (), y2(2), . . ., yn(x), y la solucién general serd combinacién
lineal de ellas:

y(x) = aryr () + coya(®) + ...+ cuyn(@).

Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuacién y” —y = 0.
Solucion: La ecuacion caracteristica es:

NM—1=0 = A==l
Por tanto, la solucion general es:

’y(l’) = C’lez + Czeix.

157



Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuacién y” — 4y’ + 4y = 0.
Solucion: La ecuacidén caracteristica es:
Mo +4=0 = A=2 (raiz doble).

La solucion general es:
y(x) = C1e* + Cyze™.

O
Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuacién y” — 2y + 5y = 0.
Solucion: La ecuacion caracteristica es:
N=—2X245=0 = A=1+2i
Por tanto, la soluciéon general es:
y(x) = Cre” cos(2x) + Cae” sin(2z).
0

6.4. E.D.O. lineales completas de orden superior

Dada la ecuacion lineal completa:
Y+ foa @)y - A2y + fola)y = g(2),
su ecuacién homogénea asociada es:
Y+ fooa(@)y" D+ ful@)y + folz)y =0,

Teorema 6.4.1 (Principio de superposicién). Si ypi(z) e ypa(z) son soluciones parti-
culares de las ecuaciones:

v+ fi@y "D et fale)y = a(2),
v+ i@y e ful2)y = ga(2),
entonces yp1(x) + yp2(x) es solucién de:
y™ + @)y o @)y = 01 () + ga(w).
Teorema 6.4.2. La solucién general de la ecuacion:
v+ fil@)y" Y et fule)y = g(@)

se expresa como:
y(x) = yu () +yp(r),

donde yy(z) es la solucién general de la homogénea asociada e yp(x) una solucién

particular de la completa.
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6.4.1. Meétodo de variacion de las constantes

Dada la ecuacién:

y" + fi(@)y "+ fu(2)y = g(2),

si conocemos n soluciones linealmente independientes de la homogénea asociada y; (), ya2 (), . . ., yn (),
su solucion general es:

yu(z) = iy () + caya(x) + -+ + cuyn(z), ¢ €R.

Ahora se busca una solucién particular de la completa de la forma

yp(r) = cr(@)ys () + ca(w)y2(2) + - - + ca(2)yn ()

y se llega a que c¢1(z), ca(x), . .., ¢ () son funciones que verifican el sistema

(o' ()y1(2) + &' (@)pa(@) + ... + e/ (@)yn(z) = 0
o (2)y () + &)y (2) + .+ e ()yn’ () = 0

o (@) (@) + e (@) P (@) o+ e @)y ()
(n—1) (n—1)

(”_2) — O
Lo (@) (@) + e/ (@)™ V(@) + e @)y (@) = g(a)

(n—2)

Resolviendo el sistema obtenemos ¢’ (), ¢o'(x), . . ., ¢, (z) e integrando ¢ (), ca(x), . . ., cu ().

Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuacion:

—x

(&
y'+2 +y=—.
T

Solucion: Primero resolvemos la homogénea:
M 420+ 1=0 = )\ = —1 (raiz doble).

Por tanto:
ya(z) = cre”" + coxe™ ",

Para la completa, aplicamos variacion de constantes:

yp(z) = c1(z)e™ + co(x)ze™
Imponemos condiciones para obtener ¢ (x) y c¢h(x):

che ™ + dhxe ™ =0,

—die " + cy(e ™ —xe ™) =
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Simplificando:
A +axdy, =0,

1
ot (1—a)d, =~
dh+( x)ch -

Sumamos ambas ecuaciones:

Luego:
Ast:

La solucion general es:
y(x) = cre” + coxe™® + (In|x|)ze™".
Notar que el término de la particular (—z)e™" no se anade ya que esté contenido en la

homogénea (y al sustituirlo en la ecuacion diferencial dard cero). O

6.4.2. Método de los coeficientes indeterminados
Dada la ecuacién:
v+ a1y +agy" Y+ anay + any = g(2),

de coeficientes constantes, para algunas funciones ¢g(x) podemos calcular una solucién
b
particular mediante el método de los coeficientes indeterminados:

a) Sig(z) = e*Py,(x), una solucién particular es de la forma:
yp(z) = 2Fe"™ P, (x),

donde P,,(x) es un polinomio de grado m y k es la multiplicidad de a como raiz
de la ecuacion caracteristica (si a no es raiz, k = 0). Si g(z) = P,,(z), entonces
a = 0 y la solucién particular es:

yp(z) = 2" P, (z).
b) Si g(z) = € (P () cos(br) + Qn(z) sin(bz)), una solucién particular es:
yp(z) = 2"e™ (P, (x) cos(bx) + Q,(x) sin(bx)),
donde P.(z) y Q.(z) son polinomios de grado r = méx{m,n} y k es la mul-
tiplicidad de a + bi como raices de la ecuacién caracteristica (si no son raices,

k=0).
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Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuacion:

Solucion: Primero resolvemos la homogénea:
' —y=0 = N -1=0 = \==1.

Por tanto:

yu(z) = 1€ + cpe™".

Para la completa, como g(x) = e* y 1 es raiz simple de la ecuacién caracteristica,
la solucion particular es:
yp(x) = Azxe”.

Calculamos derivadas:

Sustituimos en la ecuacién:

1
Az 4 2)e” — Aze” = ¢* = 24" =" = A:§.

Por tanto:

yp(r) = —ze”.

La solucion general es:

x —X 1 x
y(z) = c1e” + e + %"

6.4.3. FEcuacion de Euler

Una ecuacién de Euler tiene la forma:
2"y + arz" Yy ot a iz + any = ().

Con el cambio z = €' (considerando x > 0), se transforma en una ecuacién lineal
con coeficientes constantes.

Ejemplo. Hallar la solucion general de:

22y — 2xy + 2y = 2.
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Solucién: Hacemos el cambio x = ¢, con t = Inz. Calculamos derivadas

dy _ldy Ay 1 (dy dy
de  zdt’ dz? 22\ dtz2  dt )’

Sustituimos en la ecuacion:
1 [/ d? d 1d
2. ( y y)_2$‘__y+2y:€3t’
T

22 \diz2 dt dt
lo que se reduce a:
d’y . dy
—2 32 42y =e
aCa YT

Resolviendo la homogénea:

N—3A+2=0 = A=1,2.

Por tanto:
Yy (t) = cre’ + cpe?.

Para la completa, proponemos:

yp(t) = Ae™ = yp(t) = 3A™, yp(t) = 9Ae™.

Sustituimos:
9Ae3 —9Ae? + 24 =¥ — 24=1 — A= 5

Por tanto:
1l

La solucion general en t es:

1
y(t) = cre’ + cpe® + §e3t.

Deshaciendo el cambio ¢t = In x:
9, 13
y(xr) = a1z + cor” + 5:70 )
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6.5. Aplicacién: flexion de una viga

Como modelo bésico de ingenieria estructural, la ecuacion diferencial de la deflexion
de una viga se utiliza para describir la flexién de una viga bajo una carga aplicada [3].

Figura 6.1: Esquema de la deflexiéon de una viga.

La ecuacién diferencial de la deflexién de una viga se puede escribir como:

dy(z)
El =w(x
1 w(z),

siendo E el médulo de Young de elasticidad del material, I el momento de inercia de
la seccién transversal de ésta, w(zx) la carga por unidad de longitud, y y(z) la flexién
de la viga. El producto ET se denomina rigidez a la flexion de la viga.

El médulo de Young es una medida de la rigidez de un material elastico. Se define
como la relacién entre la fuerza aplicada y la deformacién resultante en el material.
Un material con un médulo de Young alto es mas rigido y requiere mas fuerza para
deformarse que un material con un moédulo de Young bajo. Se expresa en unidades de
presién, como N/m? o Pa.

Las condiciones en la frontera asociadas a esta ecuacién dependen de la forma en
que estan sostenidos los extremos de la viga. En concreto, nos vamos a centrar en el
ejemplo de la Fig. 6.1, en donde ambos extremos estan fijos. En este sistema, la flexion
y(x) debe satisfacer las dos condiciones siguientes:

= y(0) =0y y(L) =0, porque no hay flexién en ese lugar.

» /(0) =0y ¢/ (L) =0, porque la curva de deflexién es tangente al eje = (o, en
otras palabras, la pendiente de la curva de flexién es nula en ese punto, ya que es
un maximo).
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Como ejemplo sencillo, consideremos el caso en el que la carga es uniforme en toda
la viga, es decir, w(x) = wy para 0 < < L. La ecuacién diferencial a resolver es

diy(z)  wp

det ~ EI’

a la que posteriormente anadiremos las condiciones de contorno. Primero resolvemos la
ecuacion homogénea
d'y(x)
dxt

=0,

de donde obtenemos

yu(z) =c1+cax + ez’ + ey 2’

Encontrar una solucién particular es facil en este caso, ya que la derivada cuarta debe
dar el término wy/EI, por lo que

24ET"

Yp(x) =

quedando la soluciéon completa

24ET

y()=c1+erx+ezr’ +ea’ +

Por tltimo, tenemos que aplicar las condiciones de contorno. De y(0) = 0y 4/(0) =
vemos facilmente que ¢; = ¢3 = 0, respectivamente. Con las otras condiciones, y(L) =
y ¥'(L) = 0, obtenemos,

w w
24E°IL4=0, 2esL+3cs L+ —=1%=0.

03L2+C4L3+ 6E[

Resolviendo el sistema de ecuaciones para las constantes obtenemos finalmente

2
woL 2 Wo 3 Wy 4 Wo

~ourI”

_ B 2(p — I)2.
V@) = 51" el T aEl” (v —1L)

6.6. Problemas aplicados

6.6.1. Movimiento del Péndulo Simple

Enunciado: Determinar el dngulo de desplazamiento 6(¢) de un péndulo simple de
longitud [ y masa m, considerando las fuerzas que actiian sobre la masa suspendida.

Planteamiento Fisico y Modelo Diferencial No Lineal

Considere una masa m suspendida de una varilla inextendible o alambre de longitud
[, oscilando en un plano vertical. Sea 6 el dngulo de desplazamiento medido respecto a
la vertical, tomado como positivo hacia la derecha.
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Aplicando la Segunda Ley de Newton (D> F' = ma), la fuerza tangencial a la tra-
yectoria es la componente del peso, mgsin(6), dirigida en sentido opuesto al desplaza-
miento positivo de 6. La aceleracion tangencial es a; = l%, por lo que la ecuacién de
movimiento resulta:

2 2
ml% = —mgsin(f) = % + %sin(G) =0.

Nota: Esta ecuacién es no lineal y no se puede resolver en términos de funciones
elementales. Por ello, se suele recurrir a su linealizacion para pequenas oscilaciones.

Linealizaciéon (Aproximacién para Pequenas Oscilaciones)

Si los desplazamientos angulares € son pequenos, se puede aproximar sin(f) ~ 6
(radianes), obteniendo la ecuacién lineal:

d*f 2 2 _ Y
Solucién del Problema de Valor Inicial (PVI)
Datos:
= [ =245 m
» g=9.8m/s?
- 0(0) = 10°

» ¢(0) = —0.4 rad/s

Solucion:
Paso 1: Determinar la frecuencia angular y la EDO especifica

9.8
WQZ%:%:ZL — w:2rad/s,
d?0
— +460 = 0.
i

Paso 2: Solucién general
Ecuacién caracteristica: 7> +4 =0 = r = £2i. Solucién general:

O(t) = ¢y cos(2t) + cosin(2t), O'(t) = —2c; sin(2t) + 2¢, cos(2t).
Paso 3: Aplicar condiciones iniciales
Convertimos el dngulo inicial a radianes:
T 0
0(0) =10° - — = — rad.
(0) 180 18"
Posicién en t = 0:
7

6(0) = c1 cos(0) + c2sin(0) = ¢4 = 5
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Velocidad en ¢t = 0:
0'(0) = —2¢1 sin(0) + 2¢o cos(0) = 2¢5 = =04 = ¢ = —0.2.
Resultado final:

0(t) = % cos(2t) — 0.2sin(2t), con 6 en radianes y t en segundos.

6.6.2. Sistema Masa-Resorte Amortiguado y Forzado

Enunciado: La ecuacion diferencial general para un sistema masa-resorte amorti-
guado y forzado es:

dx dx
it — 4+ kx = F(t).
m—s +7dt + kx (t)
En este caso: P p
T T
=z + 8$ + 642 = 128 cos(8t),

con condiciones iniciales z(0) = 3, 2/(0) = 0.
Solucion: La solucién general:
z(t) = x.(t) + z,(1).
Parte homogénea: Ecuacién caracteristica:
48 +64=0 = r=—4+4V3.
Por tanto:
zo(t) = e *(Acos(4V/3t) + Bsin(4v/3t)).
Parte particular: Para 128 cos(8t), se obtiene:
x,(t) = 2sin(8¢).
Solucion general:
2(t) = e *(Acos(4V/3t) + Bsin(4V/3t)) + 2sin(8t).

Aplicando condiciones iniciales:

se obtiene:

1
Y

3 9

Finalmente:

z(t) = %475(3 cos(4v/3t) — 11v/3sin(4v/3t)) + 2sin(8¢).
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6.6.3. Modelado de Dinamica de Poblaciones Forzadas

Enunciado: Consideremos la ecuacién diferencial:
d*P d?P dP
— +6—— + 11— + 6P =60
a P T T !
con condiciones iniciales:
P(0) = 1010, P'(0) = —2000, P"(0) = 4000.

Calcule el tiempo minimo ¢ (en anos) para que el componente transitorio P.(t) sea
menor al 1% del valor de estado estable.

Solucion: La ecuacion diferencial dada es lineal, no homogénea y de coeficientes cons-
tantes:
P" +6P" +11P" + 6P = 60.

1. Solucién de Estado Estable (P,) Buscamos una solucién particular constante
P,(t) = A. Sustituyendo en la ecuacién (donde las derivadas de una constante son cero):

0+ 6(0) + 11(0) + 64 = 60 => 64 =60 = A = 10.

El valor de estado estable es P, e = 10.
2. Solucién Transitoria (P.) Resolvemos la ecuacién homogénea asociada:

P"+ 6P+ 11P. +6P. = 0.
La ecuacién caracteristica es:
N+ 6A2+ 11N +6=0.

Para factorizar, probamos divisores de 6. Probamos A = —1: (—1)3+6(—1)?+11(—1) +
6=—-146—114+6 =0. Como A\ = —1 es raiz, factorizamos (usando Ruffini o divisién
sintética) y obtenemos:

A+DN+50+6)=0 = A+1)(A+2)(A+3)=0.
Las raices son A\; = —1, Ay = —2, A3 = —3. La solucién general es:

P(t) =cre "+ 026;% + 63673}1-\ 10 .

Pe(t) Pp(t)

3. Célculo de Constantes usando Condiciones Iniciales Necesitamos P(t) y
sus derivadas evaluadas en t = 0:

P(t) = cre™" + coe™ " + cze ™ + 10,
P'(t) = —cie™" — 2coe — 3cze™,
P'(t) = cre”" + dege™* + 9eze ™.

Aplicamos las condiciones iniciales:

167



1. P(0) =1010 = ¢+ ca+c3+10=1010 = ¢1 + ¢ + c3 = 1000.
2. P'(0) = —2000 = —c; — 2¢5 — 3¢5 = —2000.
3. P"(0) = 4000 = ¢; + 4cy + 9cz = 4000.

Sustituyendo
Cl1 = C3 = 0, Co = 1000.

El componente transitorio especifico es:
P.(t) = 0e~" + 1000~ + 0e 3" = 1000e™2".

4. Tiempo de Decaimiento Buscamos t tal que P.(t) sea menor al 1% del estado
estable (Pesape = 10).
Umbral = 0.01 x 10 = 0.1.

Planteamos la desigualdad:
1000e*" < 0.1,

0.1
< 107
Tomamos logaritmo natural:
—2t < In(107%),
—2t < —41n(10).

Dividimos por —2 (invierte la desigualdad):

t > 21In(10).
Como In(10) ~ 2.3026:
t > 4.6052.
El tiempo minimo requerido es aproximadamente 4.61 anos. 0

Problemas

1. Estudiar si las funciones siguientes son linealmente independientes en su dominio
de definicion:

a) {senx,cosx,cos(2z)}
b) {z+ 1,2+ z,2% -1}
¢) {log,z,In2?,Inz} cona>0ya#1

2. Se considera la ecuacién y® — 2y” + 5y” = 0. Indicar cudles de las siguientes
funciones son soluciones de la ecuacion diferencial:
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10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

Y=y =2y =e"

Hallar la solucion general de las siguientes ecuaciones:

Yy =3y +2y=0
) y(4) _ Qy/// 4 y// =0
' y/// + 4y// + 13?/ =0

) y(5) _ y(4) + Qy/// _ 2y” + y/ —y = 0

y" — 8y + 16y =2x — 1

T

-y — 4y + by = e**(2cos x + wsenx)

T

y" + 1y = 2senx +e73

y" — 4y = 36xel®

V'Y =
y' =6y + 9y = f—;

y' + 9y = m

V(@) - 2/(z) + y(z) = & Ina
22y +xy +y=0

22y’ + 6xy’ + 6y = =

23y" + 3x%y" + 5y =0

2z + 13" +22z+ 1%y + 2z + 1)y =0

Encontrar, para cada caso, la ecuacion diferencial lineal homogénea con coeficien-
tes constantes, de menor orden posible, para la cual las siguientes funciones son

soluciones particulares de la misma:

a) yi(z) = e, y2(7) = 2, ys(2) =
b) yi(z) = 22, yo(x) = 3senz, y3(z) = xe ™ cos(2x)

C) y1($> - $27y2<x> - x€3x7y3(‘r) - 6_2x cosx
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21.
22.
23. y" —ay =0
24 y//+y — 62x
25. ¥y +y=2cosx
1
26. ¥y —y =
A +1
27. /' —y=¢€"
28. Y +4y = L
' cos(2z)
! 1
29. vy +y=
cos(z)
30. ¥ +4y +4y=e"
31. v —4y' +4y =0
Soluciones
1. a) Son lLi.
b) Son l.d.
¢) Son Ld.
2. a) St
b) St
c) St
d) No

d) yi(z) = (22 4+ 22 — 1)e ™, yo(x) = cosx + 5

Hallar la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes, de menor orden
posible, para la cual las funciones y;(z) = xe® e yo(xr) = senx son soluciones

particulares de la ecuacién homogénea, y la funcién y,(z) =

2 es una solucién

particular de la ecuaciéon completa.

Resolver la ecuacién diferencial y”(z) + y(z) = 2cosx y determinar la solucién
del problema de valores iniciales

y'(z) +y(z) =2cosx
y(0) =5
y'(0) =2
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10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.

21.
22.

23.

— 2x —x 1
.Y =cre”t + e 3zTe

LY = c1e® + cpe*®
.Y =c1+ cox + c3e” + cyxe”
.y =c1+ e 2%(cy cos(3x) + czsen(3z))

.y =c16" + (cg + c3x) cosx + (¢4 + c5x)senx

y = c1e 4 cpwe®® + %x

x —x

.y =€ (c1 cosz + cosenz) — €2* (12 cosw — wsen)

4

1 -3z

Yy =1+ 2008 + cgsens — rsenx — z5e

Y = 1% + ey 4 e1%(3z — 2)

_ l—cosz
Yy = c1 + ¢y cosx + czsenx + In ’1 [ eoes

— cos x In [senz| — xsenx

y = 163 + cywe®® — In |x|e3®
y = ¢1co8(3x) + cosen(3z) — 15 cos(3z) + zsen(3x) In [sen(3z)|
y = c1€” + cowe” + 1r’e" Inx — 3z%e”

y = ¢1 cos(Inz) + cosen(In x)
y==>+3 lna:
y = < cos(In x2) + 2sen(Inz?)

y=c1(2zx 4 1) cos(lnv2x + 1) 4+ ca(2x + 1)sen(In /22 + 1) + ¢3

a) y" =3y"+2y =0
b) ¥ + 4y® + 15y™ + 24y(©) + 39y + 20y + 25y = 0
¢) Y™ — 29 — 10y + 6y + 459" =0

)

d) y© +3y® + 4y + 4y 4+ 3y" + ¢/ =0
y @ — 2" 42 — 2 +y=a?—dx+4

Soluciéon general: y = ¢ cos x + cosenx + xsenx

Soluciéon del problema de valores iniciales: y = 5 cos x + 2senx + xsenx

creVor 4 cze_\/a“", a>0
Yy =9+, a=20

c1 cos(v/—ax) + cosin(v/—azx), a <0
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24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.

. 1
Y =, coST + casinx + gezx

Y = C1COST + cy8inx + rsinx

T

y = c1€” + coe " + In(e” + 1)6— — —e® — =

1
y=cre® +coe” "+ §xe“

1
y = ¢1 cos(2z) + cosin(2x) + 1 In(cos(2x)) cos(2x) + gsin(2x)

Yy = c1cosx + cysinx + cos(x) In(cos z) + xsinx
x

Yy =cre 2 + core e

y = c1e** 4 cywe®®
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Capitulo 7

Sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias lineales

7.1. Conceptos basicos

Definicién 7.1.1. Se llama sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (S.E.D.O.) a
m relaciones entre una variable independiente ¢, n variables dependientes x1(t), zo(t), . . ., z,(t)
y algunas de sus derivadas, es decir, a un sistema de la forma

/ / / " _
Fl(t,$1,l'2,...,$n,l‘1,$27...,1‘n,$1,...)—O
/ / / " _
Fy(t, oy, 29, .. X, w120y ") =0
/ / / "
Fo (t,x1,29, .. xp, 20y ", 00) =0

Tomaremos n = m. El orden de un S.E.D.O. es el mayor de los érdenes de las derivadas
que contiene.

Un S.E.D.O. es lineal si todas las ecuaciones diferenciales que lo forman son lineales
respecto a las variables dependientes.
Un S.E.D.O. lineal de primer orden estd dado en forma candnica o normalizada si tiene
la expresiéon

rh = fu(t)ar + fia(t)za + ...+ fin(t)zn + 01(t)

Z‘IQ = for (t)l‘l + f22(t)I2 + ...+ f2n<t)l‘n + 92<t) (I)
Suponemos que f;;(t), g;(t)Vi, j = 1,...,n son funciones reales continuas en un interva-
lo I =[a,b].
Sigi(t) = ga(t) = ... = gn(t) =0Vt € I = [a, ], el sistema (I) se denomina homogéneo.

En caso contrario se dice que es no homogéneo o completo.

173



Si las funciones f;;(t), parad,j = 1,..., n, son constantes (es decir, f;;(t) = a;; € R),
entonces el sistema es un S.E.D.O. lineal con coeficientes constantes.

Ejemplo. El sistema
r' =2tz + t*y + sent,

y' =3z + (cost)y + €,

es un S.E.D.O. lineal completo de primer orden en forma candnica, con variable inde-
pendiente ¢ y funciones desconocidas z(t) e y(t).

Ejemplo. Una solucién del sistema

' =x+ 2y,
y' = 3r+2y,

{a:(t) =e ',
y(t) = —e".

Cualquier S.E.D.O. puede escribirse como un sistema de primer orden, es decir, un
sistema en el que solo intervienen derivadas primeras.

es

Ejemplo. Dado el sistema

o ta 42y =134+ 1,
y" 4+ tx’ = sen(2t),

definiendo z = 2’ y v = ¢/, se obtiene el sistema de primer orden
=z,
y =,
dttz4+2y=1+1,
v 4tz = sen(2t).

A partir de ahora se consideran S.E.D.O. lineales de primer orden en forma canénica.

Teorema 7.1.1 (Teorema de existencia y unicidad). Sea el problema de valor inicial

P = fu®)z + fo()zo + -+ fin(t)a, + 1),
rh = for(t)ar + foo(t)za + -+ + fon(t)zn + 92(t),

13% = fnl(t)xl + fn2(t)x2 +ee fnn(t)xn + gn(t)a

(21(to) = 29, za(to) = 29, ..., zn(to) = 20,
donde 29, ...,2Y € R. Si fi;(t) y ¢i(t) son continuas en un intervalo I = [a,b], con
to € I, entonces existe una unica solucién z(t), ..., z,(t) en I.
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El sistema anterior puede escribirse matricialmente como

Ty fu(t)  fiot) - fia(t) x1
Ty _ fa(t)  falt) - fou(?) T2 N
2\ o) o fu®) o
Equivalente a
X'(t)=F@t)X(t)+G(),
donde
X Ju(t)  fro(t) - fia(t)
xw=|"7, Fu-= fﬂ:@ fm;(w f2n:<t) ,
El sistema homogéneo asociado es
X'(t) = F(t) X (¢)
Ejemplo. El sistema
¥ =x+y,
y=z+y+t,
puede escribirse como
2\ (1 1\ (z 0
<y’> B (1 1) (y) i (t)
Una solucién es
_ _ 4 4 8
4“”‘<mw>‘ £t 1)
4 4 8
es decir, )
t t 1
{mwgig
t t 1
=3 1%
7.2. S.E.D.O. lineales homogéneos
Definicién 7.2.1. Las funciones vectoriales
hn(t) hm(t)
Hy(t) = ()  Hy(t) = hall)  H(t)

o () g (t)



son linealmente independientes (1.i.) en [a, b], si la igualdad A; H(t) + Ao Ha(t) + ... +
M Hi(t) = 0 para todo t € [a,b] se cumple inicamente para A\; = Ay = ... = A = 0.
Si no son linealmente independientes, se dice que son linealmente dependientes (1.d.).

Teorema 7.2.1. Sean el sistema lineal homogéneo dado en (II) X'(t) = F(t) X (t) y las
n soluciones

x11(t) z12(t) T1n(t)
Xi(t) = “f(t) X (t) = xzf(t> LX) = xQ’f(t) Cam
1 (t) Tpa(t) T (1)

Entonces, Xi(t), Xa(t), ..., X, (t) son linealmente independientes en [a, b].

Teorema 7.2.2. El conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo (II), X'(t) =
F(t)X(t), es un espacio vectorial de dimensién n.

Si Xi(t),...,X,(t) son soluciones linealmente independientes, entonces la solucién
general es

X(t) = Xi(t) + -+ e, Xu(t),

donde ¢y, ..., ¢, € R son arbitrarios.
Definicién 7.2.2. Sea el sistema lineal homogéneo (II), X'(t) = F(t) X ().

Un conjunto fundamental de soluciones en I es un conjunto formado por n soluciones
linealmente independientes en 1.

Una matriz fundamental de soluciones en I es una matriz cuyas columnas forman
un conjunto fundamental de soluciones en I.

Observacién. Si

ZL’H(t) xlg(t) e xln(t)
To1(t) xoa(t) -+ xoul(t
P R
Toa(t) Tpa(t) -+ Xpal(t)

es una matriz fundamental de X'(t) = F(t)X(¢), la solucién general puede escribirse

como
&1

Cn
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7.2.1. Sistemas lineales homogéneos con coeficientes constan-
tes

Consideremos el sistema

/
Ty aix Qi -+ Aip €
/
x a a e a x
2 21 22 2n 2
=1 . = X'(t) = AX(t),
/
Xy, Ap1 Ap2 -+ Qpp T

donde a;; € R para todo 1, j.

Teorema 7.2.3. Si A € R es un autovalor de A y @ es un autovector asociado, entonces

X(t) = eMu
es solucién de X'(t) = AX(t).
Teorema 7.2.4. Sean Aq,...,\, € R (no necesariamente distintos) autovalores de A
con autovectores asociados 1, ..., U, linealmente independientes. Entonces
My, L., et

forman un conjunto linealmente independiente de soluciones del sistema.

Observacién. Si A = a + bi (b # 0) es un autovalor complejo de A, y su autovector
asociado es 2= Z] + 125 con 21, 2o € R™, entonces \° = a — bi es también autovalor con
autovector asociado 2% = 2] — 125.
Ademas,
Mz = e (cos(bt) + isin(bt))(Z + izh)

y sus partes real e imaginaria son soluciones reales linealmente independientes.

Teorema 7.2.5. Sea A = a+bi (b # 0) un autovalor de A con autovector z = ) + 2,
71, Zo € R™. Entonces

X1 (t) = e™(Z cos(bt) — Zysin(bt)), Xo(t) = e™(Z sin(bt) + 2 cos(bt))
son dos soluciones reales linealmente independientes de X'(t) = AX(t).

Teorema 7.2.6. Sea A € R un autovalor de A con multiplicidad algebraica m y
dim V(\) = 1. Sean
(A= X)u; =0, uy # 0,

(A—)\I)ﬁgzﬁl, (A—)\[)?Zgzﬂé, ey (A—)\[)dm: Hm_l.
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Entonces las funciones

eAtﬁ17

M (ty + urt)

t2
M\t — — —
e (u3+u2t+u1§> ,

. ey

tm_2 tm_l
M |y + Uit + -+ Uy + U
(m —2)! (m—1)!

son m soluciones linealmente independientes de (IV).

A continuacion estudiamos los casos posibles cuando A es de orden 2 o 3.

A matriz de orden 2

Sean A1, Ay los valores propios de A.
a) )\1,)\2 € ]R, )\1 7A )\2.

6>\1t’L—[1, €>\2t’112

son dos soluciones linealmente independientes, donde ; es un autovector asociado a \;.
b) Ay =a+bi, g =a —bi, b#0.

X1(t) = e (Z, cos(bt) — Zysin(bt)) , Xo(t) = e (Z sin(bt) + 7 cos(bt))

son soluciones reales linealmente independientes, donde Z' = 2] 4+ iZ; es un autovector
asociado a ;.
C) /\1:)\2:)\€R.

» dimV(A) =2:
ey, ey

son dos soluciones linealmente independientes.

» dimV(\) =1:

6)\25’&'1, €At (62 + ﬁﬂf)

son soluciones linealmente independientes, con (A — A\ )iy = ;.
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A matriz de orden 3

Sean Ai, A2, A3 los valores propios de A.
a) A1, A2, A3 € R distintos dos a dos.

e)qt — Aot

Uy, e el

Uz, us

son tres soluciones linealmente independientes.
b) My =a+bi, da=a—bi (b#0), A3 €R.
e (Zy cos(bt) — Zysin(bt)), e (Zsin(bt) + Zcos(bt)), e iy

son tres soluciones linealmente independientes.

C) )\1:)\2:)\, )\3#)\

s dimV(\) = 2:

e’\tﬁl, 6)\tﬁ2, e Stﬁg
« dimV()\) = 1:

My, M (i + yt) e ity
con (A — A )iy = ;.

d) A= =X3=)AecR.
s dim V() = 3:

e’\tﬁl, 6/\t7j‘2, eM'L_l:;g.
s dimV(\) = 2:

6)\%—51, €Atﬁz, €M (713 + (Clﬁl + CQﬁQ)t) s

donde (A — )\[)ﬁg = Clﬁl + Cgﬁg.

» dimV(A) =1:

t2
eAtﬁl, 6>\t (ﬁQ + ﬁﬂf) 3 6)\t (’LT;; + ﬁgt + ﬁl 5) y
con (A— )\[)_)2 = Ul y (A — )\[)_’3 = _'2.

Ejemplo. Hallar la soluciéon general del sistema

' =x+ 2y,
y =3z + 2y.
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Solucion: 1. Expresion matricial

El sistema se escribe como X’ = AX con

1 2 T
=63 -0)
2. Valores propios

Calculamos |A — \I| = 0:

F—A 2

N . _ —_ — 2_ R —
; Q_J_41 A(2—=A)—6=A—3\x—4=0.

3. Vectores propios

Para A\ = 4:
Aar= (2 7 30, + 20, =0
=l 3 _5): vy + 20, = 0.
Tomando v, = 2, resulta v, = 3:
L (2
V1 = 3]
Para Ay = —1:
Apr= (%72 20, + 20, = 0
=13 3] vy + 20, = 0.
Tomando v, = 1, resulta v, = —1:

4. Solucién general

La solucion es
X(t) = C’164t (g) + 026_t (_11) .

Jf(t) = 201€4t + Cgeit,
y(t) = 30164t — Cgeit.

En componentes:
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Ejemplo. Hallar la solucién general del sistema
= —2x — 2y,
y/ — _2y + €_2t\/z.
Solucion: La solucién general es X (t) = Xp(t) + Xp(t). Escribimos el sistema como

X' = AX + G(t):
A= (—02 :3) . G(t) = (e_ﬁﬂ) :

1. Solucién homogénea Xy

El autovalor es A = —2 (multiplicidad 2). Un autovector es

i) o)

Buscamos un vector generalizado v tal que (A + 21)Uy = 0}:

0 -2 Vg . 1 . . _ 1
(0 0)(@@)_(0):» D0sy = 1= vy = 1.

. O _ . . t —2t
Vg = ( 1> , Xg(t) =e 2 (tvl +U2) = (_i _2t> .

Tomamos

2 2€

La solucion homogénea es

es decir,
IH(t) = C’le_Zt + C t€_2t,
C
yu(t) = —7267%

2. Solucién particular Xp (variacién de constantes)

Tomamos

Xp(t) = cr(t)Xa(t) + c2(1) Xa(1),

y resolvemos
Xid) + Xod, = G(2).

Sustituyendo:
{(3_2'50’1 +te %d, =0,

—le 2y, = e ML

181



De la segunda ecuacién:
dy = =2t = =212,

De la primera ecuacién (dividiendo por e=2):
ity =0= ¢, =232
Integracion:

4 4
o(t) = /2t3/2dt: gt5/2, cot) = /—2t1/2dt: —§t3/2.

Construimos Xp:

4 e 2 4 te~?
Xp(t) = 01X1 + CQXQ = (gt5/2> ( 0 ) + (—§t3/2) (—%6_%) .

445/2,-2t _ 445/2 -2t _§t5/2e—2t
Xp(t)= (" 3 = 15
§t3/26_2t §t3/26—2t

3. Solucién general

8 45/2,-2
e

€—2t t€_2t
X(t) =G ( 0 ) +C (—le_2t> + §t3/2€—2t

2

En componentes:

8
2(t) = Cre 2 + Cyte™t — 1—5155/26’%,

C. 2
y(t) = —726_2t + §t3/2€_2t.

7.3. Aplicacion: modelizaciéon de terremotos

El comportamiento de los edificios frente a terremotos puede ser modelado utilizando
ecuaciones diferenciales que describen la dinamica estructural del edificio.

Para ello, se modela el edificio como un sistema mecanico compuesto por masas, re-
sortes y amortiguadores. Las masas representan los diferentes componentes del edificio,
como columnas, vigas, muros, etc. Los resortes representan la rigidez de los materia-
les, mientras que los amortiguadores modelan la resistencia al movimiento debido a la
friccién y otros factores.
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Las ecuaciones diferenciales que describen la dindmica del edificio son entonces re-
sueltas numéricamente para determinar como se movera la estructura durante un terre-
moto. Estas ecuaciones incluyen términos que representan las fuerzas que actian sobre
el edificio, como la fuerza del terremoto y las fuerzas de friccién.

En general, un edificio se considera seguro si su respuesta a un terremoto se mantiene
dentro de ciertos limites aceptables. Estos limites se basan en factores como la capacidad
del edificio para soportar cargas, la capacidad de los materiales de construccion para
resistir deformaciones y la capacidad de los sistemas de anclaje y sujecion para mantener
las partes del edificio unidas.

Vamos a ver ahora un ejemplo sencillo de como modelar un edificio y estudiar su
comportamiento frente a terremotos [3]. Supondremos que el i-ésimo piso de un edificio
tiene masa m;, y que los adyacentes estan unidos por un conector elastico, cuya accion
se parece a la de un resorte. En el caso normal, los elementos estructurales de los
grandes edificios son de acero, que es un material muy elastico. Cada unién suministra
una fuerza de restitucion cuando los pisos se desplazan entre si. Supondremos que es
valida la ley de Hooke, cuando la constante de proporcionalidad es k, entre los pisos
i-ésimo e (i 4 1)-ésimo. Es decir, la fuerza de restitucién entre esos dos pisos es

F=Fki(xign — ),

donde z; representa el desplazamiento horizontal del i-ésimo piso, respecto del equili-
brio, y x;+1 — x; es el desplazamiento del (i + 1)-ésimo, en relacién con el i-ésimo piso.
También supondremos que hay una relacion similar entre el primer piso y el suelo, y
que su constante de proporcionalidad es k.

Aplicando la segunda ley de Newton a cada piso del edificio se tiene el sistema de
ecuaciones de segundo orden:

mya = —koxy + ki(xe — 1)
Moty = —ki(zy — x1) + ka(x3 — 29)
mnx;; = _knfl(mn - .Z'n,1)

Podemos ver el sistema de ecuaciones diferenciales de forma matricial:

1 (t) my 0 - 0
2o(t 0 my -+ 0
P . M=, .

T (1) 0 0 My,

—(ko + k1) k1 0 0 0 0

—ky —(ky + ko) ko 0 0 0

K = 0 ko —(ky + k3) k3 0 0

0 0 0 0 kn, —kn—1
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Asi que el sistema se puede escribir de la forma
MX"=KX. (7.1)

A las matrices M y K se les llama matriz de masa y matriz de rigidez n x n del edificio,
respectivamente. Néotese que la matriz M es diagonal, donde la masa del i-ésimo piso
del edificio es el i-ésimo elemento diagonal. Como la matriz M tiene por inversa

m* 0 -~ 0
e 0 my' -~ 0
0 0O --- m7!

n

llegamos a la ecuaciéon matricial de un sistema homogéneo de segundo orden, en la
forma normal

X" = AX,

donde A = M'K.
Hay dos formas distintas de resolver este problema. Por un lado, podemos convertir
el sistema en uno lineal con mas variables, a saber

/ /

De esta manera, tendremos un sistema con 4 variables en vez de 2, pero lineal, lo que
nos permitird resolverlo siguiendo los apuntes vistos en las clases de teoria.

Sin embargo, una forma mas facil de proceder es asumir una solucion con senos y
cosenos (ya que estamos trabajando con el equivalente a muelles), es decir

X; = ¢;V;cosw;t 0 X; = s;Visenw;t,

con ¢; y s; constantes y V; un vector de n componentes. Entonces, sustituyendo esto en
la ecuacién diferencial vemos que, tanto para la solucién con seno o coseno, se cumple

(A+w2D)V; =0,

es decir, w; esté relacionada con los valores propios de la matriz mediante w? = —\; y
V; es un vector propio asociado. La solucion genérica vendra entonces dada por

X(t) = Z Vi (¢; coswit + s; sinwgt) .

Los valores propios de A indican la estabilidad del edificio durante un terremoto.
Son negativos y distintos. Por lo tanto, si el periodo de oscilaciéon es mayor al de un
terremoto normal (que suele ser entre 2 y 3 segundos), el edificio no correra peligro.
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Como ejemplo sencillo, consideraremos un edificio de dos pisos, cada uno con masa
m = 5000 kg, y con constante de restituciéon k = 10000 kg/s?. En este caso, el sistema
de ecuaciones diferenciales se simplifica asi:

x] = —4x) + 29
xh = 2x] — 239

A partir de la matriz correspondiente vemos que los valores propios son A = —3 4 /5,
por lo que w; = V3 + NG Vwy=V3— V5. Los vectores propios asociados son

vi=(ija-ah) . = (1qu-u),

respectivamente. Por lo tanto, la solucién al sistema vendra dada por

x1(t) = 1 coswit + cosinwit + ¢z coswat + ¢4 sinwat
1

1
To(t) = 5(4 — w?) (¢ coswit + cosinwyt) + 5(4 — w3) (3 coswat + ¢y sinwyt) .

7.4. Problemas aplicados

7.4.1. Circuito Eléctrico (Red RL Acoplada)

Enunciado: Considere una red eléctrica en serie con un inductor y un resistor.
Segun la Ley de Kirchhoff, la ecuacién diferencial para la corriente i(¢) en un circuito
LR en serie con un solo bucle es:

di
L— + Ri = E(t),
o (t)
donde L (inductancia) y R (resistencia) son constantes.

En un ejemplo méas complejo, para un generador con £ =100V, R=10Qy L =1
H, el sistema de ecuaciones diferenciales que describe las corrientes i;(t) e i3(t) en una
red eléctrica acoplada es:

dt

42 = 10d; — 2015,

{dﬂ = —20i; + 10i5 + 100,

con condiciones iniciales

i1(0) = 0, i5(0) = 0.

Hallar las corrientes 4 (t) e i3(t) en funcién del tiempo.

Solucion: Para resolver el sistema, comenzamos escribiéndolo en forma matricial:

, (=20 10 (100
r=arvn A= ). m=(').
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Z) . Esta debe satisfacer:

Primero buscamos una solucién particular constante I, = (
Al,+ B =0,
lo que conduce al sistema:

—20a + 10b = —100, 10a — 20b = 0.

Resolviendo, obtenemos:

por tanto:
I = 20/3
P\10/3) "

A continuacién, calculamos la soluciéon homogénea. Para ello hallamos los autovalo-
res de A:
det(A—\) =0 = (A+20)* =100,

de donde:
)\1 - —10, )\2 = —30

Los autovectores asociados son:
)\1 : (]_, 1), )\2 : (1, —1)

Asi, la solucién homogénea se escribe como:

]h<t) = 016_10t <1> + 026_30t (_11) .

La solucion general es la suma:
I(t) = Ii(t) + 1.

Aplicando la condicién inicial I(0) = 0, obtenemos:

20 10
Ci+Cy=—— C,—0Cy=——
1+ Co 3 1 2 3
de donde: 5
Cl - _5, CQ - —§
Finalmente, la solucion queda:
5) 20 5 10
il(t) _ —56_10t o 56_30t + E? Zg(t) — _56—1076 + 56_30t 2
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7.4.2. Problema de Mezclas

El estudio de sistemas de tanques acoplados es un ejemplo clasico de ecuaciones
diferenciales aplicadas a procesos de transporte y mezcla. En este problema, dos tan-
ques, A y B, contienen inicialmente 100 gal de salmuera cada uno y estan conectados
mediante flujos que permiten el intercambio continuo de solucién entre ellos, ademas
de la entrada y salida desde el exterior.

Los caudales impuestos determinan tanto la variacién del volumen en cada tanque
como la evolucion temporal de la cantidad de sal disuelta. Dado que la concentracién en
cada tanque cambia con el tiempo, el sistema resultante es dinamico y requiere plantear
ecuaciones diferenciales que describan la tasa de entrada y salida de sal en funcién de los
volimenes y concentraciones instantaneas. Este tipo de modelos ilustra como el balance
de masa conduce de manera natural a sistemas lineales, en general no auténomos, que
permiten predecir la evolucion de la mezcla.

En el caso concreto a estudiar, los flujos entre el exterior y los tanques, asi como los
intercambios entre ellos, estan dados por:

A — B : 5gal/min, B — A :1gal/min,
Exterior — A : 1 gal/min con concentracién 21b/gal, B — Exterior : 4 gal /min.

A partir de estos datos se debe formular el modelo matematico que describe la evoluciéon
temporal de la cantidad de sal en cada tanque.

Solucion: Definimos z1(t) y x5(t) como las cantidades de sal (Ib) en A y B. La ecuacién
general es:
Tasa de cambio = entrada — salida.

Primero, calculamos los voliimenes: - Tanque A: flujo neto 1 +1 — 5 = —3 gal/min,
por lo que:
Va(t) = 100 — 3t.
- Tanque B: flujo neto 5 — 1 — 4 = 0, entonces:
Vi(t) = 100.
Luego, la ecuacion para A es:

dl’1 i) 51’1

@ T T00 1003t
La ecuacién para B es:
dl’g 533'1 i)

dt 100—3t 20
Finalmente, el modelo queda:

dl‘l 5 1
a2 T T0—s " oo™
de 5 1 1’1(0) = 0, ZL’Q(O) =0.
At 100-3t7' T 207
Este sistema es lineal pero no auténomo debido al término 100 — 3t¢. 0
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7.4.3. Serie de Desintegraciéon Radiactiva

Consideramos una serie de desintegracién radiactiva en cadena:
A A
XY 2 7,

donde X (t) es la cantidad del nucleido inicial, Y () la del intermediario (también ines-
table) y Z(t) la del producto final estable. Los pardmetros A\; > 0y Ay > 0 representan
las constantes de desintegracion, bajo el modelo estandar

dz
& _
a ~
La evolucién temporal de las cantidades z(t),y(t), z(t) estd dada por el sistema
lineal:

(dx

=

dt 17,

d
d—?j:)\lff—)\an
dz

— = \o.

Lat ~ 7%

2(0) =z,  y(0)=0,  2(0)=0.
1. Solucién para z(t). La ecuacion es separable:

dx
dt

2. Solucién para y(t). Sustituimos x(t):

= —\z = 2(t) = zpe M,

d
d_gzi + Aoy = Amoe M

Se trata de una ecuacién lineal de primer orden y' + p(t)y = q(t), con p(t) = Ag.
Aplicando la férmula de la solucion general presentada en el Capitulo 5:

y(t) — e_f)\z dt (C+ //\1$06_)\1t€f)\2dt dt) — e—)\gt (C + /\lxo/e()\g—)\l)t dt) .

Caso general \; # )\s. Resolviendo la integral:

_ A1 Zo _ _ ANMZo  _
) =e 2t [0 4 L0 QemAt ) _ et Mt
y( ) ¢ ( >\2 )\1 ‘ ° )\2 — )\1 €

Aplicando y(0) = 0:

)\11‘0 o )\le
Ve WSS v v
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Por tanto,

Ao “it “at
1) = 0 (et ety
y(t) AQ_M(@ e )

Caso especial \; = A\, = \. La integral se simplifica a [ e’dt = ¢:
y(t) = e (C + \wot) .
Como y(0) = 0, tenemos C' = 0, y resulta:
y(t) = Axot e M.
3. Solucién para z(t). El sistema conserva la cantidad total:
z(t) + y(t) + 2(t) = .
Por tanto,
2(t) = xo — 2(t) — y(1).
Para el caso general A\; # \o:

Mt _MTo (et —
A2 — A\

2(t) = xp — zpe” ).

e

7.4.4. Modelo de brote zombie (S-I-Z-R)

Considera una poblacion en la que puede producirse un brote
los individuos en cuatro clases:

4

‘zombie” . Se dividen

S(t) : susceptibles, I(t) : infectados humanos, Z(t) : zombies, R(t) : removidos (muertos).

Un modelo tipo SIZR propone el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
no lineales:
as

=557,
=357 1,
% =pl —aSZ,
C;—]: =aSZ.
En este ejercicio trabajaremos con los valores numéricos:
B = ﬁ, p=1 a= .

100°
y las condiciones iniciales:
S(0) =100, I(0)=0, Z(0)=1, R(0)=0.

Este sistema no tiene coeficientes constantes y por lo tanto no podemos resolverlo con
los métodos que hemos visto. Sin embargo, se puede estudiar su comportamiento de
forma numérica.
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1. Explica el significado de cada término de las ecuaciones anteriores a partir de
interacciones del tipo susceptible-zombie e infectado—zombie.

2. Considera la poblacién total
N(@)=S(@t)+ I(t)+ Z(t)+ R(t).
Demuestra, usando el sistema de ecuaciones, que N (t) es constante para todo t.

3. Encuentra los puntos de equilibrio del sistema bajo la hipdtesis de que N es cons-
tante. jExiste un equilibrio sin zombies (Z = 0)7 Discute, de forma cualitativa,
la estabilidad de un equilibrio sin zombies frente a pequenas perturbaciones (por
ejemplo, aparicién de unos pocos zombies).

4. Para los parametros y condiciones iniciales dados,

1

100’

realiza dos pasos del método de Euler explicito con paso h = 1:

(STL+17]TL+17 Zn+17Rn+1) == (Sn7 In; vaRn> + h (fSa fI7 fZ7 fR)(Sna Inu Zn7 Rn)7

donde (fs, f1, fz, fr) son las funciones dadas por el sistema.

5= Tio p=1 a= S(0) = 100, 1(0) = 0, Z(0) = 1, R(0) =0,

a) Calcula (S(1),1(1),Z(1), R(1)) aproximados.
b) Calcula (S(2),1(2),Z(2), R(2)) aproximados.

(Las operaciones deben poder realizarse a mano, usando solo sumas, productos y
fracciones sencillas.)

5. Interpreta cualitativamente la evoluciéon aproximada obtenida en el apartado ante-
rior: jaumenta o disminuye el niimero de zombies al principio?, ;cémo reaccionan
las otras poblaciones?

Solucion: 1. Significado de cada término de las ecuaciones

s 357: Representa la tasa de transmision de la “infeccién”. Ocurre cuando un
Susceptible (S) se encuentra con un Zombie (7). El signo negativo en dS/dt
indica que los susceptibles disminuyen, y el signo positivo en dI/dt indica que
pasan a ser Infectados (en periodo de latencia).

= pl: Representa la tasa de transformacién o conversién. Los humanos Infectados
(I) mueren y se reaniman como Zombies (Z). Disminuye la poblacién I y aumenta
la poblacién Z.

= 57 Representa la tasa de eliminacién de zombies. Ocurre cuando un Susceptible
interactiia con un Zombie y logra eliminarlo (destruirlo). Disminuye la poblacién
Z y aumenta la poblacion de Removidos (R).
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2. Demostraciéon de que la poblacién total N(¢) es constante
Definimos N(t) = S(t) + I(t) + Z(t) + R(t). Derivando respecto al tiempo:

N _dS  dI  dZ  dR
dt  dt  dt  dt  dt’

Sustituyendo las ecuaciones del sistema:

dN

o (=BSZ)+ (BSZ — pI) + (pI —aSZ) + (aSZ).
Agrupando términos semejantes:

dN

= = (BSZ — BSZ) + (pI — pI) + (aSZ — aSZ) = 0.

Al ser la derivada nula, N(t) es constante para todo t.
3. Puntos de equilibrio y estabilidad sin zombies
Para encontrar los puntos de equilibrio, igualamos las derivadas a cero:

1. =BSZ =0.

2. BSZ — pl = 0.
3. pl —aSZ =0.
4. aSZ = 0.

De la ecuacién (1) y (4), suponiendo B, # 0, tenemos dos posibilidades: S = 0 o
Z =0.

» Si Z = 0: Sustituyendo en (2) o (3), obtenemos p/ =0 = [ = 0. Por tanto,
cualquier estado de la forma (5*,0,0, R*) es un punto de equilibrio. Este es el
equilibrio libre de enfermedad (sin zombies).

» Si S = 0: Sustituyendo en (2), —pI = 0 == I = 0. Sustituyendo en (3),
7' =0 se cumple siempre si [ =0y S = 0. Por tanto, (0,0, 2%, R*) también son
equilibrios (extincién humana).

Discusion cualitativa sobre Z = 0: Si estamos en un equilibrio (Sp, 0,0,0) y se intro-
duce una pequena perturbacién (un zombie, Z > 0), observamos dI/dt = 3SZ. Como
S es grande y § > 0, el numero de infectados crecera inicialmente. Estos infectados
acabardn convirtiéndose en nuevos zombies (dZ/dt recibe pI). A menos que la capaci-
dad de los humanos para matar zombies (wSZ) sea enormemente superior a la tasa de
infeccién (8SZ7), la introducciéon de zombies desestabilizara el equilibrio y comenzara
el brote.

4. Método de Euler explicito (h =1)

Condiciones iniciales: Sy = 100, Iy =0, Zy =1, Rg = 0. Parametros: 5 = 0.01, p =
1, a=0.01.

191



Las funciones de derivada son:
fs=—001-5-27,
f=001-8-Z—-1-1,
fr=1-T—001-5-2Z,
fa=001-5-Z
(a) Paso 1: Calcular para t =1 Valores en n=0: S =100, =0,Z =1, R = 0.
£5(0) = —0.01-100-1 = —1,
£1(0)=0.01-100-1—0 = 1,
fz(0)=0-0.01-100-1 = —1,
fr(0)=0.01-100 -1 = 1.
Actualizacién (h = 1):
S1 =100+ 1(—1) =99,
1

L =0+1(1) =1,
Zy=1+1(-1) =0,
R =0+1(1)=1.

Resultado aproximado en ¢t = 1:{(99,1,0,1) |
(b) Paso 2: Calcular parat =2 Valoresenn=1:5=991=1,7Z=0,R=1.

fs(1) = —0.01-99-0 =0,
f1(1)=001-99-0—1-1=—1,
f2(1)=1-1-0.01-99-0=1,
fr(1) =0.01-99-0 = 0.

Actualizacién (h = 1):

I,=1+1(-1) =0,
Zy =04 1(1) =1,
Ry =1+1(0)=1.

Resultado aproximado en t = 2:((99,0,1,1) |

5. Interpretacion cualitativa

En el primer paso, la interaccién entre los 100 humanos y el inico zombie resulta
en que el zombie es eliminado (Z baja a 0 y R sube a 1), pero antes logra infectar a un
humano (S baja a 99 e I sube a 1). En el segundo paso, como no hay zombies activos,
no hay nuevas infecciones ni muertes de zombies, pero el humano infectado completa
su periodo de incubacién y se transforma en zombie (I baja a 0 y Z sube a 1). El
nimero de zombies oscila en esta aproximacion debido al tamano del paso, pero refleja
la dindmica de infeccién — latencia — transformacion.

O
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7.4.5. Dinamica del Amor: Romeo y Julieta

Inspirado en el trabajo de [1], podemos modelar la dindmica de una relacién amorosa
mediante un sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Sean R(t) el amor de Romeo por
Julieta y J(t) el amor de Julieta por Romeo en el instante t.

» R > 0 significa que Romeo ama a Julieta (si R < 0, siente rechazo).
= J > 0 significa que Julieta ama a Romeo.

El modelo general es:

R =aR+bJ
{ @l 9 (7.2)

J' =cR+dJ,
donde las constantes a, b, ¢, d determinan el “estilo roméantico”.

» Estilo Ansioso/Cauteloso (términos a,d): Si a > 0, Romeo se excita por su
propio amor (ansioso). Si a < 0, se retira si siente demasiado apego (cauteloso).

» Estilo Seguro/Narcisista (términos b,c): Si b > 0, Romeo responde positiva-
mente al amor de Julieta. Si b < 0, le disgusta que le amen demasiado.

Analicemos tres casos prototipicos:

Caso 1: El Ciclo Sin Fin (Centro)

Romeo es inseguro (a = 0) y solo reacciona al amor de ella (b = 1). Julieta es voluble
(d = 0), le atrae Romeo si €l la ignora, pero huye si él la ama (¢ = —1).

R =J o4 0 1

J = —R S \-10
Los autovalores son A = +i. Al ser imaginarios puros, el equilibrio (0,0) es un centro.
Las trayectorias son circulos R? 4+ J? = (. La pareja vive un ciclo eterno donde se

alternan fases de amor mutuo, amor unilateral y odio mutuo, sin llegar nunca a un
estado estable.

Caso 2: Fuego y Fuego (Punto de Silla)

Ambos amantes responden exclusivamente al amor del otro de forma positiva (a =

d=0,b=c=1).
R=1J 0 1
{J’:R :“4_(1 0>

Los autovalores son las raices de A — 1 = 0 = A\ = &1. Dado que son reales de signo
opuesto, el origen es un punto de silla (inestable).
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= Autovector asociado a A\; = 1: ¥) = (1,1). Si comienzan amandose (R, J > 0), el
amor crece exponencialmente hacia el infinito.

» Autovector asociado a Ay = —1: i, = (1,—1). Si tienen sentimientos opuestos,
tienden al origen (indiferencia), pero cualquier perturbacién los llevard eventual-
mente a la rama inestable (amor u odio infinito).

Caso 3: Los Cautelosos (Nodo Estable)

Ambos son cautelosos con sus propios sentimientos (a = d = —2) pero les agrada
ser amados (b=c=1).

R =—-2R+J -2 1
—> A =
J=R-2J I -2
Los autovalores son A\; = —1 y Ay = —3. Ambos negativos y distintos. El origen es un
nodo estable. Independientemente de la pasion inicial, el mecanismo de freno interno
de ambos (el miedo al compromiso o a sufrir, representado por el —2) es més fuerte

que la atraccion mutua. Inevitablemente, la relacion converge asintéticamente hacia la
indiferencia (0, 0).

Visualizaciones interactivas

A continuacién se presentan los planos de fase y animaciones para cada caso. Las
animaciones muestran cémo diferentes condiciones iniciales (R, Jy) producen dis-
tintas trayectorias, manteniendo siempre los mismos pardmetros del sistema.

Caso 1: Centro (Ciclo Sin Fin)

Caso 1: Centro
Multiples condiciones iniciales

J (Julieta)




En esta figura vemos circulos concéntricos alrededor del origen, lo que representa
una relacion ciclica.

» La Dinamica: Es la tipica relaciéon de “ni contigo ni sin ti”. Romeo se enamora
y Julieta se agobia (se aleja); cuando él pierde interés, ella vuelve a buscarlo.

» Resultado: La pareja vive en un ciclo eterno de persecucion sin llegar nunca a
un equilibrio estable ni a la ruptura total.

Al variar la amplitud inicial Ry, observamos cémo las érbitas cambian de tamafio:
cuanto mayor es el amor (u odio) inicial, mas intensas son las oscilaciones del ciclo.

Caso 2: Punto de Silla (Inestabilidad)

Caso 2: Silla
Mudiltiples condiciones iniciales

J (Julieta)

Aqui observamos hipérbolas que se alejan del origen (punto de silla), representando
una relacion inestable y explosiva.

= La Dinamica: Es una situacién de “todo o nada”. Ambos amantes se retroali-
mentan: si empiezan con amor, este crece indefinidamente; si hay rechazo, este
aumenta hasta la guerra total.

= Resultado: Pequenos cambios o dudas al inicio determinan si seran la pareja
mas feliz o los peores enemigos. No hay término medio.

La animacién muestra cémo trayectorias muy cercanas pueden divergir drasticamente
hacia el amor infinito o el odio absoluto.
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Caso 3: Nodo Estable (Los Cautelosos)

Caso 3: Nodo Estable

J (Julieta)

La figura muestra que todas las trayectorias terminan en el origen (sumidero o nodo
estable), lo que representa el triunfo de la cautela sobre la pasion.

= La Dinamica: Aunque la relaciéon comienza con mucha intensidad, el miedo al
compromiso o el freno interno de ambos (coeficientes negativos propios) acaba
apagando la llama.

= Resultado: Inevitablemente, la relaciéon converge asintéticamente hacia la indi-
ferencia mutua, muriendo por “exceso de prudencia”.

La animacion ilustra que, independientemente de la pasion inicial, el destino final es
siempre el (0,0).

Resumen comparativo

Figura Tipo Matematico | Estabilidad Significado Emocional

Circulos Centro Neutra (Ciclica) | Montana rusa eterna, nunca se es-
tabiliza.

Hipérbolas | Punto de Silla Inestable Todo o nada: amor eterno o gue-
rra total.

Sumidero | Nodo Estable Asintética La relacion se enfria y muere por
exceso de cautela.

Problemas

Hallar un conjunto fundamental de soluciones del sistema X'(t) = AX(¢), en los
siguientes casos:
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—_
s
I

O = O

o O =
[a=)

—_
o

2. A=10
0

3 2
wa (2 2)

Hallar la solucion general de los siguientes sistemas de ecuaciones:

4 {:p’ =Tz + 3y

—_

-1
1

—_

"= 6x + 4y

5 ¥ =4dx—y
Y=ty

(¢ =20 +y+2
7.8y =0v+2y—=z
(P =z+y

(4 =5z — 3y — 22
8. qy =8x—by—4z
(2 = —4x + 3y + 32

(2 =2 +y+2
9. ¢y =2x+y—=z
(2 = =37 + 2y + 4z

3 0 8
10. X'(t)=1 3 -1 6 | X(t)
-2 0 =5
¥r=x+4+y+2z

11. Sy =2 — 2

Z=—x4+z
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12.

13.

14.

15.

16.

18.

19.

20.

21.

22.

{

\

o = —dr -2y — A<

y =6z +3y — 2

(7' = 21 + 2¢

v =x+y+eé

(7 =y+z+¢

Yy =-z+2
2(0) = 1,y(0) =0

"=x+ 3y

= —y —sint

"= ¢+ cost
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dr __
& =-2x+2t
Soluciones
et et 0
1. —e ], e ],[0
0 0 et

e

0,| —e'sint |, [ e'cost
0 el cost elsint

<—et(coest(;(7:‘))s @m{%))) ’ (et(cos?;ii)niti)n(%))) }

{
{l’(t) = cre’ + el

y(t) = —2cie! + cpel®

z(t) = 1% + co(t + 1)
y(t) = c1e® + cote

(1)

= e?(2c; cost — ¢y sint + 2cy sint + ¢y cost)
y(t) = e*(cy cost + cysint)

(2(t) = ¢1 + coe! + 2c3e
y(t) = —c1 — coel + czet
[ 2(t) = —c1 + c3e®

(z(t) =€ (3c1 + co+ 3 (2t + 1))
y(t) = e'(4ey + 4est)
[ 2(t) = €"(2co — 2cst)

z(t) = e*(—cy — c3(2+ 1))
y(t) = e* [ —c; — ot — c3 <3+t+%>>
t) = €2t c1 + cot + C3§>
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

(2(t) = 2c1e7t + c5(1 + 4t)e

y(t) = coe™t + 3cste™

t t

| 2(t) = —c1e™" — 2cste”

( .
z(t) = ¢; — €' sint + czel cost

y(t) = =3¢y + el cost + czet sint

[ 2(t) = c1 — cpef cost — caesint

z(t) = ¢ + 2c0et + 2e I |ef — 1|
y(t) = —2¢1 — 3epe™ — 3e ! In et — 1]

z(t) = c1e?t — 2¢
y(t) = cre® + (c3 — t — 2)e!
2t) = cre® + ety +est — & —t—2)

{x(t) = (1-31%)

y(t) = —e' (t + 5t%)

(21(t) =1+ 5t — %e%

To(t) = (2 — t)e*

(z3(t) = e

9
Qy(t) =e¥
[ 2(t) = (% + 2t) et — Lyedt — 5—1)

y(t) = —3c1e%t — cpedt

*(—c1(cos 3t + 3sin 3t) + (3 cos 3t — sin 3t))

2(t) = ef(cy + eot + &)
y(t) = €'t +c2)

{x(t) = e*(2¢; cos 3t + 2¢5 sin 3t)
2
e
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21.

22.

23.

24.

25.

—N — = — = =

z(t) = 3c1€*t + cpe™

y(t) = cre® — cpe™?

x(t) = —c¢y sint + ¢o cost —tsint

y(t) = ¢1 cost + co sint + tcost

z(t) = e¥(c1 + (14 1))
y(t) = e¥(c1 + cot)
e'(cysint — ¢y cost)
e'(cy cost + cosint)
z(t) = cre + coe® +t + 1
y(t) = —2ciet — cpe?® — 2(t + 1)
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