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Definicién: E.D.O. Lineal de Orden n

Ecuacion Lineal

YO+ A 4 4 f(x)y = g(x)

Homogénea: Si g(x) = 0.

Completa (No homogénea): Si g(x) # 0.

Coeficientes Constantes: Si todos los fi(x) = a; € R.

y'+3y' +2y =0 (Homogénea, Coef. Constantes)

"

y" + x%y" = sinx (Completa, Coef. Variables)
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Teorema de Existencia y Unicidad

Problema de Valor Inicial (PVI)

Dada la EDO y n condiciones en un punto xp:

Y(50) = Yor ¥ (50) = Y-y D (x0) = {7

Condicién de Existencia: Si fi(x) y g(x) son continuas en un intervalo /
que contiene a xp, entonces existe una tnica solucién en ese intervalo.

Importante

En orden n, necesitamos exactamente n condiciones iniciales para fijar la
solucién.
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Dependencia Lineal

Definition

Y1,Y2,--.,Yn son Linealmente Independientes (L.l.) si:

ayit+oy+---+cy, =0 = ¢ =0V

Estructura de la Solucién

Si tenemos n soluciones L.I., la solucién general es:

yH(x) = ayi(x) + cya(x) + - - + caya(x)

Ejemplo: jSon ey e™ linealmente independientes?
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Dependencia Lineal

Definition
Y1,Y2,--.,Yn son Linealmente Independientes (L.l.) si:

ayit+oy+---+cy, =0 = ¢ =0V

Estructura de la Solucién
Si tenemos n soluciones L.I., la solucién general es:

yH(x) = ayi(x) + cya(x) + - - + caya(x)

Ejemplo: jSon ey e™ linealmente independientes?
Planteamos la combinacién lineal: c;e* + cce™ =0 Vx. Evaluamos en
dos puntos cualesquiera (ej. x =0y x = 1):

ox=0= aq+0=0 = o=—q

ox=1—=—= cet+oel=0—= cl(e—e_l)zo — =0
Como ¢; = 0 implica ¢ = 0, si son linealmente independientes.
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Ecuaciones con Coeficientes Constantes

Buscamos soluciones del tipo y = e**. Sustituyendo en la EDO llegamos a
la Ecuacién Caracteristica:

Ao AN a2, =0

Casos de las raices:
o Reales distintas: A\, \p--- = eMX eMx |
o Reales repetidas: \ con multiplicidad k = e, xe™, ... xk—1eM
o Complejas: a + i = e™* cos(fx), €™ sin(Sx)
o Complejas repetidas: o + 5/ mult.
k = e cos(fx),...,x""Le* sin(fx)
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (1)

1. Raices reales distintas

Resolver y” — 5y’ + 6y = 0.
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (1)

1. Raices reales distintas

Resolver y” — 5y’ + 6y = 0.
Ec. caracteristica: A> —5A+6=0 = (A—2)(A—3)=0 = X\ =2,3.
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (1)

1. Raices reales distintas

Resolver y” — 5y’ + 6y = 0.
Ec. caracteristica: A> —5A+6=0 = (A—2)(A—3)=0 = X\ =2,3.
Solucién general: y(x) = Cie> + Ge3*.

2. Raices reales repetidas

| A

Resolver y” — 4y’ + 4y = 0.
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (1)

1. Raices reales distintas

Resolver y” — 5y’ + 6y = 0.
Ec. caracteristica: A> —5A+6=0 = (A—2)(A—3)=0 = X\ =2,3.
Solucién general: y(x) = Cie> + Ge3*.

2. Raices reales repetidas

| A

Resolver y" — 4y’ + 4y = 0.
Ec. caracteristica: A2 —4\+4 =0 = (A —2)>=0 = X\ =2 (doble).
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (1)

1. Raices reales distintas

|

Resolver y” — 5y’ + 6y = 0.
Ec. caracteristica: A> —5A+6=0 = (A—2)(A—3)=0 = X\ =2,3.
Solucién general: y(x) = Cie> + Ge3*.

2. Raices reales repetidas

N
| 5\

Resolver y" — 4y’ + 4y = 0.
Ec. caracteristica: A2 —4\+4 =0 = (A —2)>=0 = X\ =2 (doble).
Soluciones L.I.: y; = €2, y» = xe?*.
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (1)

1. Raices reales distintas

Resolver y” — 5y’ + 6y = 0.
Ec. caracteristica: A> —5A+6=0 = (A—2)(A—3)=0 = X\ =2,3.
Solucién general: y(x) = Cie> + Ge3*.

2. Raices reales repetidas

| A

Resolver y” — 4y’ + 4y = 0.

Ec. caracteristica: A2 —4\+4 =0 = (A —2)>=0 = X\ =2 (doble).
Soluciones L.I.: y; = ¥, y» = xe®*. Solucién general:

y(x) = Cre® + Goxe? .
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (1)

3. Raices complejas

Resolver y” — 2y’ + 5y = 0.
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (1)

3. Raices complejas

Resolver y” — 2y’ + 5y = 0.
Ec. caracteristica: N2 =2\ +5=0 = A\ =1+2/.
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (1)

3. Raices complejas

Resolver y” — 2y’ + 5y = 0.
Ec. caracteristica: A2 — 2\ +5=0 = \ = 1 + 2/. Soluciones reales
(con a=1,b=2): ¥ cos(2x), e~ sin(2x).
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (1)

3. Raices complejas

Resolver y” — 2y’ + 5y = 0.

Ec. caracteristica: A2 — 2\ +5=0 = )\ = 1 £ 2/. Soluciones reales
(con a=1,b=2): e cos(2x), e sin(2x). Solucién general:

y(x) = Gie¥cos(2x) + Coe*sin(2x).
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (IlI)

4. Raices complejas repetidas

Resolver y(*) 4 2y” +y = 0.
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (IlI)

4. Raices complejas repetidas

Resolver y(*) 4 2y” +y = 0.

Ec. caracteristica: \* +2)\2+1=0 = (M2 +1)?=0 = A=&i
(doble).
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (IlI)

4. Raices complejas repetidas

Resolver y(*) 4 2y” +y = 0.
Ec. caracteristica: \* +2)\2+1=0 = (M2 +1)?=0 = A=&i
(doble). Soluciones L.I. (con a=0,b=1):

COS X, Sin X, X COSX, XSinx
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Ejemplos: Ec. Homogéneas con Coef. Constantes (IlI)

4. Raices complejas repetidas

Resolver y(*) 4 2y” +y = 0.
Ec. caracteristica: \* +2)\2+1=0 = (M2 +1)?=0 = A=&i
(doble). Soluciones L.I. (con a=0,b=1):

COS X, Sin X, X COSX, XSinx

Solucién general:

y(x) = (G + Gx) cos x + (C3 + Cax) sin x
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Preguntas de Concepto (Homogéneas)

e 1. ;Cual es la ec. caracteristica de y” — 5y’ + 6y = 0?
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Preguntas de Concepto (Homogéneas)

e 1. ;Cual es la ec. caracteristica de y” — 5y’ + 6y = 0?
— A2 —5\+6=0. (Raices 2 y 3).

e 2. Si las raices son +3i (a = 0), jcual es la solucién?
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Preguntas de Concepto (Homogéneas)

e 1. ;Cual es la ec. caracteristica de y” — 5y’ + 6y = 0?
— A2 —5\+6=0. (Raices 2 y 3).

e 2. Si las raices son +3i (a = 0), jcual es la solucién?
— y = 1 cos(3x) + e sin(3x).

@ 3. ;Qué pasa si la raiz A = 0 es doble?
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Preguntas de Concepto (Homogéneas)

e 1. ;Cuadl es la ec. caracteristica de y” — 5y’ + 6y = 07
— A2 —5\+6=0. (Raices 2 y 3).

2. Si las raices son £3/ (a = 0), jcudl es la solucién?
— y = 1 cos(3x) + e sin(3x).

3. i Qué pasa si la raiz A = 0 es doble?
— Genera soluciones €% = 1 y xe® = x. (Polinomio A + Bx).

@ 4. ;Pueden dos soluciones L.l. cruzarse en el eje x?
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Preguntas de Concepto (Homogéneas)

e 1. ;Cuadl es la ec. caracteristica de y” — 5y’ + 6y = 07
— A2 —5\+6=0. (Raices 2 y 3).

2. Si las raices son £3/ (a = 0), jcudl es la solucién?
— y = 1 cos(3x) + e sin(3x).

3. i Qué pasa si la raiz A = 0 es doble?
— Genera soluciones €% = 1 y xe® = x. (Polinomio A + Bx).

@ 4. ;Pueden dos soluciones L.l. cruzarse en el eje x?
— Si, pero no pueden tener el mismo valor y la misma pendiente en
un punto (por unicidad del PVI).
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Estructura de la Solucién Completa

La solucién general de la ecuacién no homogénea es:

y(x) = yn(x) + yp(x)
donde:

@ yy: Solucién general de la homogénea.

@ yp: Una solucién particular de la completa.

Métodos para hallar yp:

© Coeficientes Indeterminados: Si g(x) es "sencilla” (polinomios,
senos, cosenos, exponenciales).

@ Variacién de Parametros: General, pero requiere integrales.
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Método de Coeficientes Indeterminados

Hacemos un tanteo segtin la forma de g(x):

Si g(x) es... Proponemos yp = ...
Polinomio P,(x) | x¥(A.x"+ -+ Ag)
Exponencial e®* | xKAe™*

Sen/Cos sin(3x) | x*(Asin(Bx) + B cos(x))

Regla de modificacién (x*): Si la propuesta ya aparece en yy,
multiplicamos por x hasta que sea linealmente independiente.
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Practica: Propuesta de yp (I)

Dada la ecuacién y” — 5y’ + 6y = g(x), la homogénea tiene raices
A=2,)=3.

yH(x) = c1e® + e

i Qué forma proponemos para yp segin g(x)?

o 1. g(x) = 4e*
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Practica: Propuesta de yp (I)

Dada la ecuacién y” — 5y’ + 6y = g(x), la homogénea tiene raices
A=2,)=3.

yH(x) =ca e + e
i Qué forma proponemos para yp segin g(x)?
o 1. g(x) = 4e*
S yp(x) = AT (5#2,3)

o 2. g(x) = 4e*
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Practica: Propuesta de yp (I)

Dada la ecuacién y” — 5y’ + 6y = g(x), la homogénea tiene raices
A=2,)=3.
yH(x) = c1e® + e

i Qué forma proponemos para yp segin g(x)?

o 1. g(x) = 4e*
— yp(x) = Ae>™ (5 #2,3)

o 2. g(x) = 4e*
— yp(x) = Axe® (2 ya es raiz de yy, multiplicamos por x)

03.g(x)=x>-1
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Practica: Propuesta de yp (I)

Dada la ecuacién y” — 5y’ + 6y = g(x), la homogénea tiene raices
A=2,)=3.
yH(x) = c1e® + e

i Qué forma proponemos para yp segin g(x)?

o 1. g(x) = 4e*
— yp(x) = Ae>™ (5 #2,3)

o 2. g(x) = 4e*
— yp(x) = Axe® (2 ya es raiz de yy, multiplicamos por x)

03.g(x)=x>-1
— yp(x) = Ax®> + Bx+ C (0 no es raiz)
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Practica: Propuesta de yp (II)

Dada la ecuacién y” + 4y = g(x), la homogénea tiene raices A = +2/.
yH(x) = ¢1 cos(2x) + ¢ sin(2x)
i Qué forma proponemos para yp segin g(x)?

e 1. g(x) = 5sin(3x)
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Practica: Propuesta de yp (II)

Dada la ecuacién y” + 4y = g(x), la homogénea tiene raices A = +2/.
yH(x) = ¢1 cos(2x) + ¢ sin(2x)
i Qué forma proponemos para yp segin g(x)?

e 1. g(x) = 5sin(3x)
— yp(x) = Asin(3x) + Bcos(3x)  (£3i # +2i)

e 2. g(x) = 5cos(2x)
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Practica: Propuesta de yp (II)

Dada la ecuacién y” + 4y = g(x), la homogénea tiene raices A = +2/.
yH(x) = c1 cos(2x) + ¢z sin(2x)
i Qué forma proponemos para yp segin g(x)?

e 1. g(x) = 5sin(3x)
— yp(x) = Asin(3x) + Bcos(3x)  (£3i # +2i)

e 2. g(x) = 5cos(2x)
— yp(x) = x (Asin(2x) + Bcos(2x))  (Solucién ya en yp,

multiplica por x)

e 3. g(x) = 3xe*
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Practica: Propuesta de yp (II)

Dada la ecuacién y” + 4y = g(x), la homogénea tiene raices A = +2/.
yH(x) = c1 cos(2x) + ¢z sin(2x)
i Qué forma proponemos para yp segin g(x)?

e 1. g(x) = 5sin(3x)
— yp(x) = Asin(3x) + Bcos(3x)  (£3i # +2i)

e 2. g(x) = 5cos(2x)
— yp(x) = x (Asin(2x) + Bcos(2x))  (Solucién ya en yp,
multiplica por x)

e 3. g(x) = 3xe*
— yp(x) = (Aix + Ag)e*  (Polinomio por exponencial, 1 # +2/)
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Ejemplo: Coeficientes Indeterminados (1)

Ejemplo: Resolver y” — y = e*. ;Sirve yp = Ae*?
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Ejemplo: Coeficientes Indeterminados (1)

Ejemplo: Resolver y” — y = &X. Sirve yp = AeX?
Resolucién paso a paso
1. Homogénea asociada: y/ —y =0 =— X\ —1=0 — )\ = +1.

yH(x) =ce+ e ¥

2. Solucién Particular (yp): La carga es g(x) = e*. Como A =1 es raiz
simple de la ecuacién caracteristica, proponemos:

yp(x) = Axe*
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Ejemplo: Coeficientes Indeterminados (II)

Continuacién

Derivando y sustituyendo en y” — y = e*:

A(x +2)e" — Axe® = ¥ = 2Ae* =& = A=

1
2
3. Solucién General (yy + yp):

1
y(x) = e+ e+ Exex
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Método de Variacidon de las Constantes

Dada la solucién de la homogénea yy(x) = c1y1(x) + c2y2(x), buscamos
una solucién particular cambiando las constantes por funciones de x:

yp(x) = a(x)y1(x) + c(x)ya(x)

Para encontrar cj(x) y c5(x), resolvemos el sistema:

Luego, se integran cj(x) y c5(x) para obtener ci(x) y c(x).
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Ejemplo: Variacién de las Constantes (1)

Resolver y” +2y' +y = <~

|

1. Homogénea: \2 + 2\ +1=0 = \ = —1 (doble).

yH(x) =ce *+oxe™ = y1=¢e %, yp =xe ¥

2. Sistema para yp = ci(x)e ™ + cp(x)xe™:

—cie X+ ch(e* —xe X)) =€

—X

{c{e‘x + cHxe ™ =0
X

Dividiendo por e™* en ambas ecuaciones y despejando:

¢ +cx=0 = ¢f = —xch
—cl+ch(l—-x)=1
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Ejemplo: Variacién de las Constantes (1)

Continuacién de la resolucidon

Sustituyendo ¢] en la segunda ecuacién:

/ / / ]' / 1
XC2+C2—XC2:; — sz;

1
-

Integramos para hallar las funciones:

ci(x) = /—1dx = —X a(x) = /%dx = In |x|

i
Para ¢;:
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Ejemplo: Variacién de las Constantes (I11)

Construccidn final

Sustituimos en yp:
yp(x) = (—x)e + (In|x|)xe ™
La solucién general resulta en:

y(x) = ce™ + coxe™™ + (In|x|)xe™

(Nota: El término —xe™* se absorbi6 en la parte homogénea).
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Ecuacidon de Euler

Una ecuacién diferencial de Euler es aquella donde la potencia de x
coincide con el orden de la derivada:

anx"y\" + -+ a1xy’ + agy = g(x)

Método de resolucién (para x > 0): Se introduce el cambio de variable

independiente x = ef, transformandola en una EDO de coeficientes
constantes.

dx
t=Ilnhx = d—:x

Las derivadas se transforman usando la regla de la cadena:

dx  xdt’  d2 X2

Qildy d?y 1 /d?y dy
dt>2  dt
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Ejemplo: Ecuacién de Euler (1)

Resolver x2y" — 2xy’ + 2y = x3

1. Aplicar cambio de variable x = ef: Sustituimos las expresiones de las

derivadas:
1 (d?y dy 1ldy
2 t\3
S|l-—-—=))—-2x|{—-——= ) +2y =
X (x2 (dt2 dt)) X(x dt y=(¢)

Simplificando:

2. Resolver homogénea asociada en t:

M _3\4+2=0 = A=1,2

2t

yu(t) = cre’ + e
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Ejemplo: Ecuacién de Euler (1)

Continuacién de la resolucion

3. Solucién Particular (Coef. Indeterminados): Proponemos
yp(t) = Ae3t. Derivamos e introducimos en y” — 3y’ + 2y = e3t:

1
9Ae% — 3(3Ae%) 4243 = &3 — 2A=1 — A= 5

Luego yp(t) = 3€*.

4. Solucién General en funcién de x: La solucién general en t es:

1
y(t) = cret + e?t + Ze’t

2
Deshacemos el cambio et = x:
2 1 3
y(x) = ax+ ox* + 5%
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Flexiéon de una Viga

La curva elastica y(x) de una viga de longitud L bajo una carga w(x)

satisface: .
d’y
e E: Médulo de Young (material).
@ /: Momento de inercia (forma de la seccién).
o El: Rigidez a la flexidn.

Condiciones de contorno (Empotrada): En x =0y x = L:

y =0 (sin flecha), y’ =0 (tangente horizontal)
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Ejemplo: Carga Uniforme

Si w(x) = wp (constante):

(4 _ W
=
Integrando cuatro veces:
Wo 4 3 2
y(x) = 2aE] < +ax’+ox +ax+a

donde las ¢; se determinan con las condiciones de contorno.
(Aplicaremos las condiciones en la siguiente diapositiva).
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Ejemplo: Carga Uniforme (I1)
Aplicando y(0) =0y y’(0) =0, vemos que c; =0y c3 =0

(x) = o4 + a1x® 4 ox?

Y= 24kl e

Las condiciones en el otro extremo son y(L) =0y y'(L) =0
ol2+ql3+ 24 L4 =0
2C2L + 3C1L2 + BEl L3 =0

Resolviendo el sistema para c1 y ¢:

o wo o — W0L2
VT T0ED T 24E
(x) = o x* — "o X3+ wol? x2 = o x2(x—L)2
y 24E] 1261 VT 2aE1X T 2aEl
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Péndulo Simple: Linealizacién

Ecuacién de movimiento de un péndulo de masa m y longitud /:

d?6 . d26 g .
mlﬁ = —mgsin(f) = P 7S|n(0) =0

Para pequefias oscilaciones, podemos aproximar sin(f) ~ 6 (en radianes),
obteniendo la ecuacién arménica (lineal):
d?0

av 2y _ 2_ 8
dt2+w9—0, w =7

Solucién general:
0(t) = c1 cos(wt) + ¢z sin(wt)
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Ejemplo: Péndulo Simple (P.V.1.)

Resolver para | =245 m, g = 9,8 m/s?

Condiciones iniciales: #(0) = 10° = % rad, ¢'(0) = —0,4 rad/s.

= 18
1. Frecuencia y Solucién general: w? = 29;185 =4 — w=2rad/s.

0(t) = c1 cos(2t) + cpsin(2t) = 6'(t) = —2cy sin(2t) + 2¢; cos(2t)

2. Aplicar condiciones:
T

0(0) = (C = E
9/(0) =20 =-04 = c=-0,2
3. Solucién (en radianes):

0(t) = 118 cos(2t) — 0,2sin(2t)
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Sistema Masa-Resorte Amortiguado y Forzado (I)

Ecuacién diferencial general:

d?x dx
kx = F(t
dt2+7dt+x (1)

Resolver: X + 8% + 64x = 128 cos(8t)
1. Solucién Homogénea: \> + 8\ +64 =0 = \ = —4 4 4/3i.

xc(t) = e **(Acos(4V/3t) + Bsin(4V/3t))

2. Solucién Particular: Haciendo coeficientes indeterminados con senos y
cosenos debidos a la fuerza excitadora, se obtiene:

xp(t) = 2sin(8t)
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Sistema Masa-Resorte Amortiguado y Forzado (I1)

Continuacién para condiciones x(0) =

Solucién general:
x(t) = e **(Acos(4v/3t) + Bsin(4V/3t)) + 2sin(8t)

Aplicando las condiciones iniciales:

4 113
X(0)=—4A+4V3B+16=0 = 4V3B= 3 -16 = B:-Qf

Solucidn final:

o4t
x(t) = 9

(3 cos(4V/3t) — 11v/3sin(4V/3t)) + 2sin(8t)
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Dindmica de Poblaciones Forzadas (1)

Sea P +~6P" +11P"' 4+ 6P = 60

Interpretacion: P es la poblacién, P’ su tasa de crecimiento, P" la aceleracién y

P""" el cambio en dicha aceleracidn.

Con P(0) = 1010, P’(0) = —2000, P”(0) = 4000. Calcular el tiempo
minimo para que el transitorio sea < 1% del estado estable.
1. Estado Estable (P,): Una solucién constante a la completa.

6A=60 — A=10 — Pestable =10
2. Componente Transitorio (P.): Resolvemos la homogénea:
Mo +1IA+6=MN+1)A+2)(A+3)=0

P.(t) = cre '+ e 2t 4+ ge 3t
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Dindmica de Poblaciones Forzadas (I1)

Continuacién

3. Condiciones Iniciales: Con un sistema de 3x3 al derivar
P(t) = P. + P, e igualar en t = 0, se obtiene: ¢; =0, ¢ = 1000, c3 = 0.

P(t) = 1000e~%
4. Tiempo de decaimiento: El 1% del estado estable (10) es 0,1.
1000e 2t < 0,1 — e 2t <1074

—2t < —41In(10) = t > 2In(10) ~ 4,61 afios
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Fin del Capitulo 6

E.D.O. de Orden Superior

Ec. caracteristica - Coef. indeterminados - Var. pardmetros
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