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Sistemas de E.D.O. Lineales

Un sistema de primer orden relaciona las derivadas de varias funciones con

las propias funciones.
Forma Normal:

X{ = a11(t)X1 + -+ aln(t)Xn + gl(t)

X,,, = a,,l(t)x1 + -+ ann(t)xn + gn(t)

Forma Matricial:
X'(t) = A(t)X(t) + G(t)

e Homogéneo: Si G(t) = 0.
@ Auténomo: Si la matriz A no depende de t.
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Reduccién a un Sistema de Primer Orden

Cualquier EDO de orden n puede escribirse como un sistema de n
ecuaciones de primer orden.

Sea y” + 3y’ + 2y = 0. Definimos: x; = y, xo = y’. Entonces:

— e
xp = —2x1 — 3x2 X2 -2 =3/ \x

Ejemplo: ; Cémo convertirias y” — y = 07?
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Reduccién a un Sistema de Primer Orden

Cualquier EDO de orden n puede escribirse como un sistema de n
ecuaciones de primer orden.

Sea y” + 3y’ + 2y = 0. Definimos: x; = y, xo = y’. Entonces:

Xi - <X1>/ ( 0 : > <X1>
— =
xp = —2x1 — 3x2 X2 -2 =3/ \x

Ejemplo: ;Cémo convertirias y"”' — y = 07
Definimos: x; =y, xo =y, x3 = y".

xb=x3 = X'=

= O O

O O =

o = O
X

X5 = X1
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Método de Autovalores y Autovectores

Para el sistema auténomo X’ = AX, buscamos soluciones X(t) = vett
Esto nos lleva al problema de autovalores:

(A= X)v=0
Estructura de la solucidn:

@ Si A es autovalor real con autovector v. —
X(t) = i eMt 4 pinet
@ Sistemas 2 x 2, A complejo (a £ ib) con Z =7 £ iZ:
X(t) = c1€?(Z cos bt — 2> sin bt) + cpe?(Z; sin bt + 2 cos bt)

@ Sistemas 2 x 2, X\ real doble con un autovector V4. Se busca v tal
que (A—N)vp = vi:

X(t) = C1\71€)\t + C2(\71t + \72)6”

José Javier Relancio Martinez (UBU) Capitulo 7: Sistemas de EDO

2026 5/29



Ejemplo: Sistema Homogéneo (1)

Resolver X' = (1 2) X

3 2

1. Autovalores:

=X 2 | e ka2 Ay 4
|A—)\I|_‘ 3 2_A‘_(1 AN2-A)—-6=X-3\—4=0

Raices: A1 =4, Xy =-—1.
2. Autovectores: Para A\ = 4:

=& vy (O _ L (2
(3 2(6)-(0) = om0~ a-()
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Ejemplo: Sistema Homogéneo (1)

Continuacién

Para A, = —1:

2 2\ (w) _ (0 3 L (1
G 3)(5)= () = 2er2em0 = 2= (3))

3. Solucién general (Xy = G iie’it + Gine'?t):

X(t) = Gre*t @ + Gt <_11)

X(t) = 2C1€4t aF Cze_t
y(t) e 3C164t = Czeft

En componentes:
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Ejemplo: Raiz Real Doble (1)

, (11
Resolver X —(0 1 X

1. Autovalores:

A= M| =(1-X)2=0 = X\ =1 (doble)

2. Autovector y vector generalizado:

aor Y ()-0) = 0= ()
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Ejemplo: Raiz Real Doble (II)

Continuacién

Vector generalizado i

(A-Na=v

!
R
o O
O =
~_
7 N\
& T
~_
Il
N\
O =
~_
<y
Il
Y
= O
~_—

3. Solucién general:

En componentes:
{x(t) = (c1 + cot)et

y(t) = czef
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Ejemplo: Raices Complejas (1)

, (1 1
Resolver X —(_1 1 X

1. Autovalores:

A-XM|=01-X24+1=0 = A=1%i

Aquia=1,8=1.
2. Autovector para A =1+ i:

Tenemos 3= (§) y b= (7).
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Ejemplo: Raices Complejas (I1)

Continuacién

3. Solucién general:

X(t) = cret <<(1)> cost — (2) sin t> + o€t <<(1)) sint + (2) cos t)

En componentes:

x(t) = e*(cicost + csin t)
y(t) = ef(—cysint + cp cos t)
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Sistemas Completos: Variacion de las Constantes

Para un sistema no homogéneo X' = AX + G(t), la general es

X(t) = Xu(t) + Xp(t).

Conocidas 2 soluciones del homogéneo X; y Xo, proponemos la particular
variando las constantes:

Xp(t) = Cl(t)Xl(t) + Cz(t)Xg(t)

Sustituyendo en la ecuacién original, obtenemos el sistema para las
derivadas ¢ (t) y c5(t):

a(t)Xa(t) + e(t)Xa(t) = G(t)

Resolviendo este sistema algebraico, hallamos ¢ (t) y c5(t), que luego
integramos para obtener ci(t) y c(t).
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Ejemplo: Sistema Completo (1)

1. Solucién Homogénea: A = —2 (doble). Con Vi = (5) y generalizado
Vh = (_3/2), obtenemos:

Xi(t) = e 2t <é> . Xo(t) =2 (_f/2>

2. Variacion de constantes para Xp = o1 X1 + ¢ Xo:

e %tc] + te %ty =0

1 —2tC/ _ e—2t\/‘

X1C:Il +X2Cé = G(t) — {
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Ejemplo: Sistema Completo (I1)

Continuacién

De la 22 ecuacién: —3 t = ¢, = —2y/t. Sustituyendo en la 12
o] +t(-2vt) =0 =
Integramos:

4 4
a(t) = /2t3/2dt: gt5/2, o(t) :/—2t1/2dt: —5153/2

Construimos Xp operando con los vectores y sumando términos:

_i 5/2 ,—2t 1 ﬂ 3/2 —2t t . —%t5/2e—2f
Xp(t) = gt'"e o) 3t"°¢ ~1/2) T\ 232

La solucién final serd X(t) = G X1(t) + G Xo(t) + Xp(t).
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Terremotos en Edificios (1)

Podemos modelar los pisos de un edificio como masas m; unidas por
resortes eldsticos k;. La segunda ley de Newton genera un S.E.D.O. de
segundo orden:

MX"(t) = KX(t) = X" = (M71K)X = AX

Para resolverlo sin aumentar el orden, proponemos soluciones tipo
oscilador (sin rozamiento):

X(t) = Vcos(wt) o X(t) = Vsin(wt)
Sustituyendo:
—W=AV = (A+W?)V=0

Las secuencias caracteristicas (frecuencias propias w;) salen de w? = —)\;.
Si las frecuencias coinciden con un terremoto (resonancia), el edificio

peligra.
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Terremotos en Edificios (I1)

Edificio de 2 pisos (m = 5000 kg, k = 10000 kg/s?)

El sistema caracteristico se reduce a:

x| = —4x1 + 2% (—4 2 >
— A =
Xy =2x1 — 2xp

Autovalores de A:

N+6A+4=0 = A=-34+5
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Terremotos en Edificios (I11)

Continuacién

Ambos autovalores son negativos (A1 =~ —0,76, A» ~ —5,23). Las
frecuencias de vibracién natural del edificio w = +/—\ son:

wi =1\/3+V5~229rad/s, wy=1/3—+v5~0,87rad/s

La estabilidad dependera de que el temblor no excite estas frecuencias
naturales (w1, w2), evitando la fatidica resonancia estructural.
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Circuito Eléctrico: Red RL Acoplada (1)

Resolver el S.E.D.O. de corriente con dos inductores

ij = =20 + 10, + 100 .y (20 10 > I (100)
iy = 10i; — 20/ 10 -20 0
Condiciones: i1(0) = 0, i2(0) = 0.
1. Solucién Particular (/,): Proponemos un vector de constantes:

b=

0\ (—20a+ 10b+ 100 —20a + 10b = —100
0) 10a — 20b 10a — 20b =0

Resolviendo obtenemos a = 2—3?, b= %.
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Circuito Eléctrico: Red RL Acoplada (I1)

Continuacién

2. Homogénea: Autovalores de A:

(20— A2 —100=0 => A =—10, X =—30

—

Autovectores: V| = (}) Vs (_11)

I(t) = Ge ™ G) + Coe (_11> + Ggg)

3. C. Iniciales /(0) = (J):

2 1
C1+C2+?0:0, Cl_C2+?O:0:>C1:—5,C2:_§
2 1

i(t) = —5e71%" — ge—”f - ?0, i(t) = —5e 10t ¢ ge—30t n ?0

= =T = = -
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Problema de Mezclas (Tanques Acoplados)

Dos tanques (A y B) con 100 gal de volumen inicial intercambian
salmuera. Flujos: De Ext a A (1 gal/min a 2 Ib/gal); de A a B (5
gal/min); de B a A (1 gal/min); de B a Ext (4 gal/min).

1. Volimenes netos:

VA(t) = Entradass — Salidasg = 1+1—5= -3 = Vju(t) = 100 — 3¢
V(t) = Entradasg — Salidasg =5—-1—-4=0 = Vp(t) = 100
2. Variacion de sal (x; y x2):
Xl =2(1) = jpe2as X1 + 7i5X
1 100—3t”1 T 10072
— 5 5
X) = To036X1 ~ 16072

Como hay divisién por t, es un S.E.D.O. no auténomo.
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Serie de Desintegracién Radiactiva (1)

Resolver el sistema para X 2y 2 7
Con x(0) = xo, y(0) = z(0) = 0.

x'= —Ai1x
Yy =Xix— Aoy
Z'= Ny
1. Resolviendo en cascada: X' = —\;x = x(t) = xge L.

At

2. Elemento medio Y: Sustituimos en y’: y' + Aoy = A1 xpe™
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Serie de Desintegraciéon Radiactiva (I1)

Continuacién

Resolviendo la EDOQ lineal por factor integrante:

_ X0 (ot ot :
y(t) = YoM (e —e ) (si A1 # A2)

3. Elemento final Z: Usamos la conservacién local x +y + z = xp:

)\ —)\11‘_)\ — Aot
2(t) = x0 — x(£) — y(t) = x (1 - 222 1€
Ao — A1
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Modelo S-I-Z-R (Brote Zombie)

Poblacién dividida: S (humanos vulnerables), / (infectados durmientes), Z
(zombies), R (removidos/muertos crénicos).

§'=-0,015Z (humanos contraen la infeccién)
I"=0,015Z -1/ (infeccién latente — zombie)
Z'=11-0,015Z (humanos logran abatir zombies)
R'=0,015Z (zombies eliminados pasan a removidos R)

e Sumando el sistema: N' =S5"+ "+ Z' + R' = 0 (poblacién const.).

@ Soluciones explicitas imposibles por los términos no lineales (S - Z).
Acudimos inevitablemente al Método de Euler (aprox numérico paso
a paso).
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Modelo Zombie: Método de Euler (h = 1)
Dado $(0) = 100, /(0) = 0, Z(0) = 1, R(0) = O:
Paso 1 (t =1):

S’ = —0,01(100)(1) =

/' = 0,01(100)(1) — 1(0 )

Z'=1(0) -0 01(100)(1)

R’ = 0,01(100)(1) =

Actualizando:
(5,1,Z,R)¢=1 = (100,0,1,0) + (—1,1,-1,1) = (99,1,0,1)

Paso 2 (t =2)

S’ = —0,01(99)(0) = 0

I" =0,01(99)(0) — 1(1) = —1

7' =1(1) — 0,01(99)(0) = 1

R’ = 0,01(99)(0) = 0

Actualizando: (S, /,Z, R)s—2 = (99,1,0,1) + (0, 1,1,0) =(99.0.1,1)

= >yt
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Dindmica del Amor: Romeo y Julieta

Modelamos el amor (positivo o negativo) entre Romeo (R) y Julieta (J):

R\" [(a b\ /(R
J) \c d)\J
Donde los coeficientes miden sensibilidades (a: Reaccién a si mismo, b:

Reaccién al otro, etc). Segiin esos perfiles, la pareja fluye hacia tres
dindmicas caracteristicas:

@ Ni contigo ni sin ti: (Centro de energia oscilante).
@ Fuego y Fuego: (Punto de Silla hiperinestable).
© Los Cautelosos: (Nodo Estable asintético hacia 0).
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Romeo y Julieta: Caso 1 (Centro)

Caso 1: El Ciclo Sin Fin
Romeo influenciable, Julieta voluble:

am (0 1)

26 /29
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Romeo y Julieta: Caso 1 (Centro)

Caso 1: El Ciclo Sin Fin

Romeo influenciable, Julieta voluble:
0 1

A (_1 0).

A = %i. Al ser imaginarios puros, orbitan en |

circulos. Oscilan eternamente sufriendo

periodos dolorosos de amor y luego
desencuentro. )

J(dulieta)
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Romeo y Julieta: Caso 2 (Punto de Silla)

Caso 2: Fuego y Fuego

Romeo y Julieta responden sélo y
equitativamente a lo que el otro les proyecta:

A= (‘1’ (1))
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Romeo y Julieta: Caso 2 (Punto de Silla)

Caso 2: Fuego y Fuego

Romeo y Julieta responden sélo y
equitativamente a lo que el otro les proyecta:
A= (0 1).

10
A = +1. Origen de silla inestable con una
rama en el primer cuadrante. Termina

abocada inevitablemente a la eternidad del
amor mutuo o la destruccion.

J(uleta)
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Romeo y Julieta: Caso 3 (Nodo Estable)

Caso 3: Los Cautelosos
Les frena el miedo antes que el sentimiento

. -2 1
correspondido (A = ( 1 _2)).

28 /29
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Romeo y Julieta: Caso 3 (Nodo Estable)

Caso 3: Los Cautelosos
Les frena el miedo antes que el sentimiento

. -2 1
correspondido (A = ( 1 _2)):
A = —1,X = —3. Ambos negativos; esto
dibuja un sumidero hacia el infinito de nodo
estable. La relaciéon claudica ante los frenos
y muere de fria indiferencia en el origen
(0,0).

Caso 3: Nodo Estable
Todas convergen al origen
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Fin del Capitulo 7

Sistemas de E.D.O. Lineales

Autovalores - Plano de fase - Aplicaciones
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