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1.1.- INTRODUCCION

El auge de las nuevas tecnologias experimentado en nuestra sociedad actual ha
dado lugar a que & Electromagnetismo sea un &rea presente cada dia para poder
comprender, explicar y mejorar e funcionamiento de muchos dispositivos cotidianos.
Fue en 1870 cuando James C. Maxwell unificd las teorias de la Electricidad y €l
Magnetismo sobre la base de cuatro ecuaciones representativas, dando cuenta de las
leyes fundamentales que rigen los fendmenos el ectromagnéticos. Desde entonces, esta
teoria hajugado un papel fundamental y ha sido responsable del desarrollo de multiples
aplicaciones tecnoldgicas, desde la radio hasta llegar a la generacion de calor por
microondas, la deteccion remota y las comunicaciones moviles. Todo este desarrollo
experimental nos indica que los fendmenos electromagnéticos macroscopicos estan

gobernados por las ecuaciones de Maxwell.

Una posible formulacion de las ecuaciones de Maxwell consiste en expresar las
relaciones entre los campos mediante un sistema de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, donde para su resolucion se necesita conocer, ademas, la
dependencia espacial y temporal de las propiedades eléctricas y magnéticas de los
elementos que intervienen. Esta informacién adicional constituye 1o que se denomina,
en sentido amplio, condiciones de contorno. El valor de los campos el ectromagnéticos
se puede obtener como solucion de las ecuaciones de Maxwell sujetas a estas
condiciones de contorno. Sin embargo, salvo en situaciones concretas, € conjunto
formado por las ecuaciones de Maxwell y las condiciones de contorno del problema
particular no permiten obtener de manera sencilla una solucién analitica exacta, por o

gue es necesario realizar ciertos procesos de aproximacion.

L as ondas electromagnéticas se pueden clasificar, atendiendo a su frecuencia, en
ondas de radio, microondas, infrarrojos, luz visible, ultravioletas, rayos X, rayos gy
rayos cosmicos, constituyendo todas €ellas el denominado “espectro electromagnético”.
Las ondas electromagnéticas cuya frecuencia se encuentran entre, aproximadamente,

3 10% Hz y 3 10" Hz, se conocen con el nombre de microondas. Una caracteristica
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importante que distingue a las microondas del resto de las ondas el ectromagnéticas es
que su longitud de onda es del mismo orden de magnitud que los componentes en que
se utilizan, lo que hace inaplicables tanto las aproximaciones utilizadas en la éptica
geométrica como las utilizadas en la teoria de circuitos de baja frecuencia. Asi, para
caracterizar una estructura o un dispositivo de microondas desde un punto de vista
electromagnético es necesario resolver las ecuaciones de Maxwell junto a las
condiciones de contorno del problema particular. Existen algunas situaciones concretas
en las que es posible resolver estas ecuaciones de forma analitica, sin embargo, en la
mayoria de los casos que nos interesan sera necesario resolver dichas ecuaciones

mediante métodos numéricos.

Existe una gran variedad de métodos numeéricos utilizados para la resolucién de
los problemas de microondas. Estos métodos se pueden clasificar en dos grandes
grupos, por un lado aquellos que requieren para su formulacion un estudio analitico
previo del comportamiento del campo electromagnético en una estructura concreta, y
por otro lado aquellos métodos utilizados para situaciones mas generales que no
requieren dicho estudio. Dentro del primer grupo se encuentra € método de los
momentos, € de resonancia transversal, el de la ecuacion integral y el de adaptacion
modal. Entre los métodos pertenecientes a segundo grupo podemos mencionar € de
elementos finitos, el de diferencias finitas, el de elementos de contorno y e de la matriz
de lineas de transmision. Esta clasificacion suele estar relacionada a su vez con €
dominio de aplicacion de cada método. Asi, los métodos del primer grupo,
generamente, trabajan en e dominio de la frecuencia, mientras que los métodos del

segundo grupo lo hacen en el dominio del tiempo.

Para resolver un problema particular, los métodos numéricos del primer grupo
son mas especificos y pueden resultar més eficaces, ya que sus exigencias de tiempo de
computacién y memoria son menores. Sin embargo, los métodos del segundo grupo,
debido a su sencillez y amplio rango de aplicacién, y gracias a la gran potencia de
célculo de los ordenadores actuales, son cada vez mas utilizados. De hecho, cuando |os
ordenadores eran més limitados, se hacia préacticamente imprescindible un
procesamiento analitico previo con el objeto de reducir la carga computaciona del
método. Hoy en dia este aspecto no es tan critico, con lo cual los primeros han perdido

en parte su ventaja. Ademas, |os métodos numeéricos en el dominio del tiempo presentan
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otras ventgjas, como son la posibilidad de tratar directamente con elementos o medios
no lineales, la obtencién de informacion en un amplio rango de frecuencias (mediante la
Transformada de Fourier), se pueden anaizar propiedades que varian con e tiempo
(calentamiento), y todo ello sin olvidar que la naturaleza funciona en el dominio del
tiempo, lo que hace mas f&cil interpretar 1os resultados de una forma intuitiva, e incluso

con vistas afines educativos.

Uno de los métodos mas utilizados de este segundo grupo es el de las diferencias
finitas en el dominio del tiempo (FDTD), introducido por K.S. Yee en 1966 [88], pero
que tuvo que pasar més de una década hasta que empez6 a emplearse y desarrollarse
ampliamente por nuevos investigadores en otros trabajos [ 74]. Este método se basaen la
discretizacién, tanto espacia como temporal, de los campos electromagnéticos y la
aproximacion de las derivadas parciales que aparecen en las ecuaciones rotacionales de
Maxwell por cocientes de diferencias finitas. De esta forma se obtiene un esquema
explicito de ecuaciones agebraicas que permite ir calculando, en instantes sucesivos, €
valor del campo electromagnético en cada punto del espacio a partir del valor del campo
en e mismo punto y en los circundantes en instantes anteriores. El método FDTD
permite introducir una excitacion en la estructura 'y simular la evolucién temporal del
campo €electromagnético en la region de interés. Ademés, por tratarse de una técnica
formulada en € dominio del tiempo, permite obtener en una Unica simulacién la
respuesta en frecuencia de la estructura en un amplio ancho de banda (Unicamente
limitado por la discretizacion temporal), mediante un andlisis en frecuencia de los
campos calculados en €l dominio del tiempo. El método FDTD presenta ademas otras
ventgjas destacables, como son la posibilidad de trabajar con diferentes tipos de
materiales, ya sean homogéneos o0 heterogéneos, lineales o no lineales, dispersivos o no
dispersivos e isétropos o anisotropos [ 75]. Ademas, este método puede ser formulado en
cualquier sistema de coordenadas: desde sistemas de coordenadas ortogonales como los
cartesianos, cilindricos y esféricos, a los sistemas no ortogonales de coordenadas
curvilineas. Una caracteristica fundamental de todos los métodos numéricos es que
deben tratar con un nimero finito de datos, lo implica que e dominio numérico, tanto

espacial como temporal, donde se simula el problema estudiado, ha de estar limitado.

A pesar de sus ventgjas, €l método FDTD también posee sus desventgjas. La méas

importante se refiere a las limitaciones en la memoria requerida para amacenar la
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estructura que se quiere analizar, asi como € tiempo computacional necesario para
resolverla. Estos motivos han provocado que nuevas técnicas hayan surgido intentando
resolver estas desventgas. La més reciente es la técnica conocida como
“multirresolucion en el dominio del tiempo” (MRTD), basada en €l andlisis en wavelets,

y en cuyo marco se encuentra el presente trabgjo.

El andlisis en wavelets ha sido ampliamente estudiado en € campo de las
matematicas [4, 23, 52, 53, 54], y aunque su principal aplicacion se ha encontrado en el
campo del procesado de sefidles [83] o0 en la compresion de imagenes [70],
recientemente esta siendo aplicado a la resolucién de ecuaciones diferenciales en virtud
de |as propiedades de ortogonalidad que presentan laswavelets[1, 9, 10].

En e campo de la ingenieria de microondas, las wavelets han sido incorporadas,
en primer lugar, como funciones base utilizadas en el método de los momentos [39],
donde la aplicacion de estas técnicas ha dado ya muestras de su eficiencia
computacional a la hora de analizar problemas electromagnéticos en € dominio de la
frecuencia[2, 30, 67, 71].

En el contexto de los métodos numéricos en el dominio del tiempo, su aplicacion
es todavia reciente, y los primeros trabajos realizados se han encaminado hacia la
busqueda de una mejora en la eficiencia computacional. En esta linea se encuentran los
realizados por Krumpholz y Katehi [49, 50], quienes desarrollaron técnicas basadas en
funciones wavelet del tipo Battle-Lemarié, a las que denominaron técnicas de
multirresolucién en e dominio del tiempo (MRTD). Este nuevo concepto de
multirresolucion tiene su origen en la existencia de dos tipos de funciones, denominadas
funcidn de escala y funcién de wavelet, las cuales permiten describir una funcién con
mayor o menor precision dependiendo del nimero de términos de escalay de wavelet
empleados. De esta manera, partiendo de un desarrollo formado Unicamente por
funciones de escala se puede obtener un resultado mas preciso, esto es, aumentar su
resolucion, sin mas que afadir funciones de wavelet de diferentes niveles al desarrollo y
solo en aquellas zonas donde se necesite. Este tipo de algoritmos proporciona de una
forma natural un método para obtener mallados no uniformes con los que se puede
describir zonas especificas con diferentes grados de resolucién, aplicando, por g emplo,

un mallado fino, alli donde el campo electromagnético varie con rapidez, y un mallado
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mas grueso en €l resto con el fin de conservar recursos computacionales. Este mallado
podria llegar incluso a hacerse adaptativo, de forma que su refinamiento se produzca en
la zona del espacio donde se encuentra el pulso y en € intervalo temporal en que se

necesita.

Estas técnicas en e dominio del tiempo basadas en wavelets reducen
considerablemente el esfuerzo computacional debido a que se pueden emplear mallados
Mas gruesos para los mismos niveles de precision, y ademas, con un mallado adaptativo
se puede conseguir una alta resolucion solamente alli donde se necesita. A diferenciadel
método FDTD que necesita un discretizado de al menos diez puntos por longitud de
onda, estos métodos pueden llegar a utilizar discretizaciones cercanas a los dos puntos
por longitud de onda para lograr resultados satisfactorios. Ademas, la descomposicion
en wavelets, o desarrollo ortogona en funciones wavelet, permite aplicar una técnica
denominada thresholding, y que consiste en eliminar cierto nimero de coeficientes del
desarrollo que no acanzan un valor umbral fijado de antemano sin degradar la precision
del célculo. Esta técnica proporciona autométicamente e mallado adaptativo del
dominio [31, 32, 33].

Con e méodo FDTD también se puede realizar un mallado fino en
determinadas regiones del espacio, pero dado que el algoritmo necesita, para calcular €
valor del campo en un punto, conocer el valor en las posiciones adyacentes, en las zonas
frontera entre el mallado fino y el grueso no se tienen estos valores y debemos recurrir a
técnicas de estimacion para calcularlos, ademés de requerir una disminucion en la
discretizacion temporal debido a su menor rango de estabilidad. Sin embargo, las
técnicas MRTD no requieren subdividir la regién original para aumentar la resolucion
en una zona determinada. En vez de eso, para una resolucion origina obtenida
utilizando funciones de escala, € aumento de resolucién se consigue afiadiendo mas
funciones base al desarrollo, esto es, afladiendo mas funciones de wavelet de orden
superior a las funciones de escala iniciales. En este caso también es necesario, para
conocer €l valor de los coeficientes del desarrollo en un punto, e conocer € valor de los
coeficientes en los puntos adyacentes. Sin embargo, en las regiones donde |os términos
de wavelet de orden superior no son necesarios para describir los campos, sus
coeficientes son suficientemente pequefios como para ser despreciados sin afectar a

cllculo de los coeficientes en la zona de ata precision, y esos términos no son
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necesarios preci samente porgue son suficientemente pequefios para ser despreciados. De
esta forma, la técnica MRTD proporciona un método riguroso para terminar las zonas
de alta resolucion localizadas. Los coeficientes de wavelet, por si mismos, también
aportan informacion acerca del nivel de resolucion necesario. A medida que su valor
aumenta se pueden incluir mas niveles para mejorar 10s resultados, y a medida que se
hacen més pequefios se pueden despreciar. Asi, € procedimiento utilizado para
aumentar la resolucion en e método FDTD es diferente del utilizado en el método
MRTD. En e método FDTD, laresolucion espacial del mallado se determina a partir de
la caracteristica mas pequefia que posea la estructura a analizar. En latécnica MRTD las
funciones de escala se pueden interpretar mediante filtros pasa-bgja y las funciones de
wavelet mediante filtros pasa-alta, y por lo tanto es lafuncion de escalala que debe fijar
el orden de resolucion inferior que se quiere resolver, las atas resoluciones son

proporcionadas por las funciones de wavelet.

Estas técnicas MRTD han sido satisfactoriamente aplicadas a una gran variedad
de problemas electromagnéticos, demostrando sus grandes cualidades en cuanto a la
reduccion de memoria y tiempo computacional [31, 32, 33, 49, 50]. Todas €llas se
obtienen aplicando a la discretizacion de las ecuaciones de Maxwell un andlisis en
multirresolucion basado en las wavelets del tipo Battle-Lemarié [4, 52]. Las funciones
de escala y de wavelet que se emplean en este tipo de esgquemas tienen la cualidad de
poseer una expresion cerrada en e dominio de la frecuencia, o cual nos permite disefiar
la funcion de escala 'y la funciéon de wavelet a partir las propiedades que poseen como
filtro pasa-baja y filtro pasa-alta respectivamente. El problema surge al pasar estas
funciones a dominio espacia ya que las expresiones resultantes se extienden
indefinidamente por &l espacio, teniendo que truncar el desarrollo para hacer factible su
formulacion. Debido a la caracteristica de decaimiento exponencial que presentan las
wavelets tipo Battle-Lemari€, se puede redlizar este truncamiento de los desarrollos a
partir de un determinado nimero de coeficientes, sin que se vea grandemente afectada
su precision. De esta forma se puede tomar Unicamente un numero finito de términos
(generamente 18 coeficientes suelen ser suficientes) para completar la descripcion de

los campos.

La necesidad de truncar los desarrollos ha dado lugar a la aparicién de nuevas

técnicas que utilicen funciones compactas para desarrollar los campos, y que estén
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definidas en un intervalo cerrado pero conservando todas las propiedades de
multirresolucion. Una de estas técnicas es la técnica Haar-MRTD [26], que emplea
como funciones base un tipo de wavel ets denominadas wavelets de Haar [38], y que por
su sencillez la hace muy atractiva para su utilizacién en los esquemas multirresolucion.
De hecho, los algoritmos obtenidos de esta forma son idénticos a los utilizados en €l
método FDTD.

En esta linea se encuentran |os objetivos de la presente tesis. En ella se pretende
desarrollar una nueva técnica MRTD que utilice como funciones base para los
desarrollos unas funciones wavelet de soporte compacto, es decir, que no se extiendan
en todo el dominio y que por o tanto no sea necesario realizar un truncamiento. Las
funciones que hemos elegido, y que cumplen la condicion deseada son las wavelets de
tipo Daubechies [23]. De esta forma se van a discretizar las ecuaciones de Maxwell
utilizando wavelets para desarrollar los campos en la variable espacial, junto con
funciones pulso en la variable temporal. La técnica desarrollada permitira utilizar de
manera indistinta cualquier funcién wavelet de Daubechies, a diferencia de los
esguemas anteriores limitados a un sdlo tipo de funcién. Otra caracteristica que permite
dar una mayor sencillez a los planteamientos es el uso de la Transformada Discreta en
Wavelets (DWT) [9, 20, 21, 54, 63] para descomponer y recomponer |os campos a
partir de los coeficientes de sus desarrollos. Una de las ventajas presentadas sera la
posibilidad de aumentar la resolucion de la solucién obtenida sin necesidad de
modificar los algoritmos cada vez que se quieraintroducir un nivel nuevo de resolucion,
acanzando de esta manera una multirresolucion efectiva. Esto se va a conseguir
introduciendo el concepto de matriz derivativa [10] para calcular los coeficientes del
desarrollo pertenecientes a la derivada de una funcion. Con todo esto estudiaremos con
detenimiento las condiciones de estabilidad numérica que presenta el algoritmo, asi
como sus caracteristicas de dispersion inherentes a la discretizacion del problema. Todo
ello sera validado presentando una serie de gemplos en los que compararemos |os
resultados obtenidos con la solucién tedrica y a su vez con las soluciones

proporcionadas por otras técnicas numeéricas.
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1.2.- ESTRUCTURA DE LA TESIS

Para alcanzar los objetivos propuestos, esta memoria se ha dividido en seis

capitul os organizados de la siguiente forma:

En el capitulo primero se encuentrala presente introduccion.

En el capitulo segundo se ha realizado un estudio de lo que se conoce como analisis
en multirresolucién. En él se describen las principal es propiedades que presentan las
wavelets y que dan lugar a los esguemas en multirresolucion. También se presenta
la Transformada Discreta en Wavelets (DWT), la cua permite interpretar la
multirresolucion como un proceso de filtrado en € que los contenidos de baja
frecuencia (baja resolucién) estan expresados por las funciones de escala y los
contenidos de alta frecuencia (altas resoluciones) se desarrollan en términos de las

funciones de wavelet.

En el capitulo tercero se aborda la descripcion de los algoritmos que dan lugar alos
esquemas MRTD propuestos mediante la discretizacién de las ecuaciones de
Maxwell. En primer lugar se desarrolla e esquema unidimensional y se hace un
estudio detallado del modo en que se construye la matriz derivativa. También se
hace un estudio de la forma de introducir las condiciones de contorno dentro del
algoritmo. Debido a que las wavelets de Daubechies no estén localizadas en un
anico intervalo (excepto las wavelets de Haar o D;) se recurre a método de las
imagenes para modelar condiciones de contorno “duras’ (paredes eléctricas -PEC—
y paredes magnéticas -PMC-). También se describen las condiciones de contorno
absorbentes “PML” [7], y la forma de incorporarlas en nuestros esquemas MRTD.
Después se hace una extension del algoritmo unidimensional a los casos de dos y

tres dimensiones.
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El capitulo cuarto trata el tema de las caracteristicas numéricas del algoritmo, como
son sus propiedades de estabilidad y dispersion. En é se hace un andlisis riguroso de
las condiciones que deben cumplir los distintos esguemas para que Sean
numéricamente estables durante la simulacién dependiendo del tipo de wavelet
empleado para e desarrollo de los campos. También se analizan las caracteristicas
de dispersion que presentan y que son producto de la discretizacion de las
ecuaciones. Se realiza un estudio comparativo entre los diferentes tipos de wavelets
usados.

En e capitulo quinto se procede a la validacion de los esquemas propuestos
analizando diferentes gemplos candnicos que permiten comparar los resultados
proporcionados por nuestros esquemas con €l valor tedrico que debe obtenerse. Los
giemplos estan divididos en tres apartados, correspondientes a los tres esquemas

propuestos, unidimensional, bidimensional y tridimensional respectivamente.

Finalmente se introduce un apéndice en e que se describe la estructura del

algoritmo.
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ANALISISEN MULTIRRESOLUCION

2.1- INTRODUCCION

Aunque el desarrollo e interés por esta materia tiene una historia de so6lo unos
pocos afios, €l verdadero origen se puede situar en 1910 con € trabajo del matematico
aleman Alfred Haar [38] en el que proponia que cualquier funcién continua podia ser
aproximada por un desarrollo de funciones ortonormales. Los conceptos introducidos
por A. Haar son retomados nuevamente en los afios 80 por un equipo del Centro de
Fisica Tedrica de Marsella (Francia) [14] dirigido por Alex Grossmann y que contaba
con la colaboracion de los investigadores J. Morlet, Y. Meyer, SMallat, G. Battley P.
Lemarié entre otros. Fueron ellos quienes establecieron e concepto de wavelet (del
francés ondelette) en su forma tedrica actual. Los métodos de andlisis basados en
wavel ets fueron desarrollados principalmente por Y. Meyer [56, 57] y S. Mdllat [53, 54]
hasta que en 1988 € trabagjo realizado por Ingrid Daubechies [22] relanzd € interés
sobre las wavelets como herramienta para € procesado de sefiadles, la compresion de
datosy €l andlisis numérico [1, 5, 15, 44, 70, 83].

Una de las principales razones de la gran popularidad de |as técnicas basadas en
wavelets son que, a diferencia del andlisis de Fourier, que usa como base funciones no
localizadas seno y coseno, € andlisis con wavelets tiene como base funciones
localizadas en tiempo y frecuencia (figura 2.1), dando como resultado una

representacion mas compactay mas facil de implementar.

Figura2.1.: Funcion sen(x) y funcién dewavelety ps
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2.2.- ANALISISEN MULTIRRESOLUCION

El concepto de andlisis en multirresolucién fue desarrollado por Meyer [57] y
Mallat [54], y como su nombre sugiere, aplicando este tipo de andlisis podemos
descomponer una funcién complicada en diferentes funciones méas simples y estudiarlas
separadamente. Para entender mejor la nocion de andlisis en multirresolucion,

consideremos una funcién como larepresentada en lafigura 2.2.a.

(a
(b) (©)
(d) (e

Figura 2.2.: Representacion multinivel de una funcion.
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Esta funcion se puede representar de una forma més gruesa si eliminamos ciertas
caracteristicas. El resultado es e representado en la figura 2.2.b, donde la figura 2.2.c
representa el “trozo” que hemos suprimido de lafuncion original. Esta aproximacion de
lafuncion original se puede a su vez dividir en dos partes, eliminando aln mas detalles.
El resultado se encuentraen lafigura 2.2.d, siendo lafigura 2.2.e los detalles que hemos
eliminado. Este proceso de ir eliminando detalles de la funcién origina serialo que se
conoce como proceso de descomposicion dentro del andlisis en multirresolucion.
Observando la figura 2.2 vemos que la funcion origina puede ser nuevamente
recuperada si vamos afiadiendo a la Ultima aproximacion obtenida todos |os detalles que
hemos ido eliminando. Esto serialo que se conoce como proceso de reconstruccion.

Este andlisis en multirresolucion se puede llevar a cabo utilizando un tipo de
funciones, denominadas wavelets [4, 52], cuyas propiedades particulares van a permitir
redlizar la descomposicion de una funcién en otras funciones més simples. El término
wavelet se utiliza para describir una funcion localizada espacialmente, es decir, una
funcion cuya amplitud es distinta de cero Unicamente dentro de un intervalo, o en un
sentido més amplio, que su amplitud decae exponencialmente fuera de ese intervalo.
Estas funciones pueden ademas poseer la propiedad de ortonormalidad, dando lugar a
una base ortonormal similar a la formada por las funciones seno y coseno en € andlisis
de Fourier. Dentro de este conjunto de funciones ortonormales se encuentran las
funciones wavelet de Meyer [57], de Battle-Lemarié [4, 52] y de Daubechies[23].

En este apartado vamos a exponer los conceptos basicos y la terminologia que
dan lugar a andlisis en multirresolucion basado en funciones wavelet ortonormales y
gue forma parte fundamental en e desarrollo de este trabajo. Una descripcion mas
precisay detallada puede encontrase en las referencias [11, 20, 21, 45], donde se hace
un compendio y un andlisis exhaustivo de los trabajos originales desarrollados por
Meyer, Mallat y Daubechies. El objetivo serd, por tanto, establecer las propiedades de
estas funciones wavelet y que permiten redlizar un andlisis en multirresolucion de
aquellas funciones, que en nuestro caso corresponderan a las componentes del campo
el ectromagnético, desarrolladas como combinacion lineal de éstas.
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Funciones de escala

Consideremos el espacio formado por las funciones de cuadrado integrable de

variable real L%(R) cuyo producto interior viene representado por la siguiente expresion:

(F(x),9(x)) =(g(x), T (x)) = OOF (x)>g(x) i (2-1)

Se define como funcion de escala a una funcion f (x) perteneciente a dicho

espacio que cumple las siguientes propiedades [23]:

+¥

g (x)ax=1 (2-2.1)
f I = ¢f (0 dx=1 (2-2.2)
{f (X).f (x- n))= +¥6 (x) (x- n)dx =d(n) (2-2.3)

Al subespacio de L%R) cuya base esta formada por e conjunto de funciones de

escala trasladadas en el espacio o Ilamaremos S’ y se representa como
S ={f (¥}«i z (2-3)
donde
fr(X)=f (x-k), parakl Z (2-4)
De esta manera, cualquier funcion perteneciente a dicho subespacio se puede
poner como combinacion lineal de las funciones base. Dicho de otra forma, una funcion

f(x)] L%R) se puede proyectar sobre el subespacio S’ de manera que el desarrollo de esa

proyeccion en términos de las funciones de escala f ((X) constituye una aproximacion

f°(X) dedichafuncion:
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fO)T S°P fO(x)=Q af (X (2-5)

donde, debido ala ortogonalidad de la funcién de escala:
a, =(f(x).f (%) (2-6)
Este proceso de aproximacion de una funcion 1o podemos representar de forma
esguematica como seindicaen lafigura 2.3. Aqui vemos cdmo lafuncién de escalaf (X)

se va desplazando a lo largo de todo el dominio de la funcién origina f(x) obteniendo

su aproximacion en el subespacio S.

f(x)

gb(x) | | |
| | | | | |

—F | | | aew | |
| | I | I |

. [E— [ —1 [

x

Figura 2.3.: Proyeccion de una funcion f(x) sobre el subespacio S°.

El subespacio S se puede hacer mayor o menor cambiando la escala de las

funciones base. De esta manera podemos generar una familia bidimensional mediante
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sucesivas traslaciones y escalados de la funcion de escala base. Al conjunto formado por

|las sucesivas traslaciones en cada escalalo llamaremos S!'y se representa como:

S ={f W(¥} «i z (2-7)

donde
fJ(x)=2:f (2'x- k), parakjl Z (2-8)

Por lo tanto, si una funcion pertenece a subespacio S, éta se puede poner
como combinacién lineal de las funciones base fJ(X), o lo que es lo mismo, una
funcion f(x)I L%(R) se puede proyectar sobre e subespacio S! de manera que e
desarrollo formado por |as funciones de escala f J(x) constituyen una aproximacion f(x)

de dicha funcion:

il S'p fix)=8af/(x (2-10)

y donde, debido a la propiedad de ortogonalidad de la funcién de escala, los coeficientes
del desarrollo se calculan como:

a, =(f().f) (%) (2-11)

En lafigura 2.4 se ha representado una aproximacion en el subespacio S' de la
misma funcién f(x) mostrada en la figura 2.3. Ahora la funcién de escala f 1(x) es més
pequefiay por lo tanto podemos apreciar mas detalles de la funcion original que antes se
perdian. El inconveniente es que ahora necesitamos desplazar més veces la funcion de
escala para recorrer todo € dominio de la funcidon f(x). Esto se traduce en que

necesitaremos mas coeficientes para desarrollar la funcidn en este subespacio.

La figura 2.5 muestra €l efecto que provoca sobre la funcién de escala la
variacion de los indices k y j: La variaciéon del indice k produce una traslacion de la

funcion de escalaalo largo del espacio, mientras que €l indice j cambia el tamafio de la
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funcion de escala, produciendo un “estiramiento” (si j disminuye) o una “contraccion”

(si j aumenta) de lamisma.

S (x)

-

gbl(x) B W —

Iy
L

X

Figura 2.4.: Proyeccion de una funcién f(x) sobre el subespacio S

AN
N v

k

Figura 2.5.: Escalado y translacion de una funcion wavelet (k, j T Z).
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Con todo esto se puede decir que el conjunto de subespacios { S’} jlz representa

una aproximacién en multirresolucion del espacio L3(R) s cumple las propiedades

siguientes [54]:
B I IS IR IRl IR I B (2-12.1)
S'1 S paratodo j1 Z (2-12.2)
s¥ =2 (2-12.3)
s¥ ={m/ (2-12.4)

Esta definicion de los subespacios S I nos lleva a gque se debe satisfacer la

siguiente condicién [54]:
fx)1 S O  f(2)1 s'*t

Esto significa que lafuncién de escalaf (X) se puede expresar como combinacion

de las funciones de escalaf (2x):

f(x) =& L(nV2f (2x- n),nl Z (2-13)

donde los coeficientes L(n) se denominan “coeficientes de la funcion de escala’. Esta
ecuacion se suele denominar como ecuacion de refinamiento o también ecuacion de
dilatacion. En ella vemos que la funcion f (X) se representa como una superposicion de
versiones trasadadas y escaladas de ella misma, de ahi que se denomine funcion de
escala. Los coeficientes de la funcion de escala L(n) cumplen ademés la siguiente
propiedad [23]:

a(-D"L(n=0 (2-14)

n
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Funcién de wavelet

Al proyectar una funcion f(x) sobre el subespacio S! estamos perdiendo cierta
informacion correspondiente a los detalles de esa funcién. Seria pues deseable poder
describir la funcién f(x) en términos de su aproximacion en la resolucion j y los
restantes términos ortogonal es que contienen los detalles més finos. Esto se puede hacer

considerando un subespacio W' definido como el complemento ortogonal de S’ en SI**

Yy que Se representa como:
W= {y 53} ki z (2-15)
donde las funciones
y J(x) =2y (2'x- k) (2-16)
constituyen |a base del subespacio.

La funcién y(x) se denominada funcion de wavelet propiamente dicha, y

satisface las siguientes propiedades [23]:

a (X)dx =0 (2-17.2)

ly | = E} (x)|"dx =1 (2-17.2)

y (¥)y (x-n)) =:(‘J (X)¥ (x- mdx=d(n) (2-17.3)
& (¥).f (x- ) =+8 () (x- n)dx=0 (2-17.4)

La relacion entre los diferentes subespacios se puede expresar de la siguiente
forma[54]:
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S'¢cw! ={0} (2-18.1)

St =gl Aw! (2-18.2)
W*¥A...Aw't=¢8 (2-18.3)

1> =S°AW°AWAWZA... (2-18.4)
L>=---AW?ZAW AW AW AW?A ... (2-18.5)

En la figura 2.6 se ha representado un esguema con lo que seria una
descomposicion en multirresolucion del espacio L%(R), y en ella se puede observar
como cada subespacio S’ esta incluido en el subespacio S'**, como indica la propiedad
2-12.1'y cémo la diferencia entre ambos es el subespacio W', como indica la propiedad
2-18.2.

W W W 8° S'CS'cSCs

Figura 2.6.: Representacion de los subespacios S’y W! que dan lugar a la representacion en
multirresolucion del espacio LA(R).

El conjunto formado por las funciones {y 'W(X)}«z constituye una base
ortogonal del subespacio W, por lo tanto, cualquier funcién f(x) que pertenece a dicho
subespacio se puede poner como una combinacion lineal de las funciones base de la

siguiente forma:

FOOT W/ b f(x)=8 by (X (2-19)

y donde, debido a la propiedad de ortogonaidad de la funcién de wavelet, los

coeficientes del desarrollo se calculan como:

b/ =(f(y {(9) (2-20)
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Pero como W' esté incluido en el subespacio S'** (propiedad 2-18.2 y figura
2.6), las funciones base de W ! se pueden poner como combinacion lineal de las
funciones base del subespacio S *1con lo gue obtenemos la siguiente ecuacion de

refinamiento para las funciones de wavelet:

y (X) =& H(n~2f (2x- n),nl Z (2-21)

donde los coeficientes H(n) se denominan “coeficientes de la funcion de wavelet”.
Debido a la relacion de ortogonalidad entre los subespacios W'y S/ | existe una
relacion entre los coeficientes de la funcion de escala L(n) y los coeficientes de la
funcion de wavelet H(n) [23]:

H(n) = (- )"L(1- n) (2-22)

La mayoria de las funciones de escala y de wavelet utilizadas no poseen una
descripcién analitica exacta. S6lo en algunos casos, como son las funciones wavelet de
Haar, Meyer, Shannon, etc. [63], se define una expresion analitica que las describa. Sin
embargo, en muchas aplicaciones sdlo es necesario conocer |os coeficientes de escala
L(n) y de wavelet H(n) de sus ecuaciones de refinamiento. Ademés, estos coeficientes
se pueden interpretar como “filtros’, de tal manera que €l andlisis en multirresolucion de

unafuncién se puede ver como diferentes etapas de “filtrado” delamisma[72].

Propiedades

Las propiedades mas importantes de las funciones de escala y de wavelet, y que

definen un analisis en multirresolucion, pueden resumirse en |os siguientes puntos:

1. Lasfunciones de escalade un nivel de resolucion j son ortonormales alas funciones
de escala del mismo nivel de resolucion, pero no lo son a otras de diferente nivel de

resolucion:
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) =d,, (2-23)

Esto implica que, cuando se utilicen funciones de escala para desarrollar una

funcion, no se pueden mezclar diferentes niveles de resolucion.
2. Las funciones de escala son ortogonales a cualquier funcion de wavelet de un nivel

de resolucion superior, mientras que las funciones de wavelet son ortonormales a

todas las demés funciones de wavelet, de cualquier nivel de resolucién:

)=0 jE£K (2-24.1)

3 =

(o

0y
v iy k)=d,d., (2-24.2)

Estas dos propiedades nos permiten utilizar funciones de escala de un nivel de

resolucion junto con funciones de wavel et de mayor o igual resolucion.

3. Cuaquier funcion de escala de nivel jo se puede desarrollar como combinacion de

funciones de wavel et de todos |os niveles de resolucion inferior:

. gt ¥
fr=a acmy mX (2-29)

j=-¥ m=-¥

4. Cualquier funcion f(x) T L%(R) se puede expresar como suma de series convergentes

delaforma

0= A ak 200+ A A by (0 (2-26)

= j=jon=-¥

donde, debido a la ortonormalidad de las funciones de escala y de wavelet, 1os

coeficientes de los desarrollos se cal culan como:

al =(f(x),f (%) (2-27.1)
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by =(f(x)y 1(x) (2-27.2)

5. La transformada de Fourier de la funcién de escala es una funcion pasa-baja,
mientras que la transformada de Fourier de la funcion de wavelet es una funcion
pasa-banda. Esto implica que, en un desarrollo en multirresolucién como el
expresado en (2-26), las funciones de escala se pueden utilizar para representar e
contenido de baja frecuencia de una sefial, mientras que las funciones de wavelet

representan el contenido de frecuencias superiores.

6. Para toda funcion de wavelet y (x), existe un nimero natural M tal que y (X) es

ortogonal atodos los polinomiosde grado k £ M -1:
¥
Oy dx=0 k=0,1,..,M-1 (2-28)
-¥

Se dice entonces gue la funcién de wavelet y (X) posee M momentos evanescentes
[23]. Esta propiedad es la responsable de la capacidad de los desarrollos en
wavelets para representar las variaciones abruptas del campo electromagnético y
almacenar esta informacién en los coeficientes de wavelet. Esto implica que, si
desarrollamos un campo de la forma indicada en la expresién (2-26), utilizando ala
vez funciones de escala y de wavelet, entonces los coeficientes de escala a serén
mas significativos que los coeficientes de wavelet b, a menos que el campo
experimente variaciones abruptas. De esta forma se puede realizar un agoritmo
adaptativo utilizando como criterio para justificar un aumento o disminucion de la
resolucion el valor de los coeficientes de wavel et.

2.2.1.- Familia de wavelets de Daubechies

Existen diferentes wavelets que dan lugar a un analisis en multirresolucion
ortonormal, siendo las més utilizadas las wavelets de Meyer, de Battle-Lemarié y de
Daubechies. Las dos primeras corresponden a funciones cuyo soporte no es compacto,
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es decir, su dominio de existencia se extiende hasta €l infinito. Esto hace que el nimero
de coeficientes de escala 'y de wavelet utilizados en las ecuaciones de refinamiento (2-
13) y (2-21) sea infinito. Sin embargo, ambas poseen la propiedad de un decaimiento
exponencial fuera de cierto intervalo [4, 50, 55], o que permite tomar un nimero finito
de coeficientes para poder representarlas de forma bastante aproximada. Por €
contrario, las wavelets de Daubechies presentan un soporte compacto, esto es, estan
definidas en un intervalo cerrado, de manera que solo existe un numero finito de
coeficientes de escalay de wavelet en las ecuaciones (2-13) y (2-21). Por esta razén se
ha decidido utilizar en este trabajo las funciones wavel et de Daubechies como base para

el desarrollo de los campos de laformaindicada en (2-26).

Las wavelets de Daubechies estan definidas en € intervalo [0, 2M-1], donde M
representa el nimero de momentos evanescentes definido en (2-28). Las principales
propiedades de estas funciones, como pueden ser su continuidad, derivabilidad,
simetria, etc., estan relacionadas con este valor [23]. Por este motivo, las wavelets de
Daubechies se clasifican de acuerdo con este nimero y se denotan como Dy, siendo la

funcion de orden inferior lawavelet D, también conocida como wavelet de Haar.

El soporte compacto de estas funciones implica que € nimero N de coeficientes
de escalaL (n) y de wavelet H(n) seafinito. Este nimero esta relacionado con el nimero
de momentos evanescentes M de la siguiente forma:

N =2M (2-29)

Ademas, larelacion entre los coeficientes de escalay de wavelet resulta ser para

este tipo de funciones la siguiente:

H(n) =(-1)"L(N-1-n),n=0,..,N-1 (2-30)

En lafigura 2.7 hemos representado diferentes funciones de escalay de wavelet

de DaubechiesparaM =1, 2, 3y 4. Se puede observar € intervalo de existencia de cada

unay ademas se puede apreciar como la “suavidad” de las funciones va aumentando a
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medida que se incrementa €l valor de M, cambiando por lo tanto sus propiedades de

continuidad, diferenciabilidad, etc. [23].

funcién de escala 1;35 funcién de wavelet Y/
1 1
0.5 0.5
0 0
0.5 05 ‘
1 A,
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
D, (Haar)
funcion de escala () funcion de wavelet 1/
15 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
05 0.5
K| 1
1.5 1.5
0 1 2 3 0 1 2 3
D
funcién de escala 1;35 funcién de wavelet 1/
15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
0.5 0.5
1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
D3
funcién de escala c;ﬁ funcién de wavelet l]/
1 1
0.5 0.5
0 0
0.5 0.5
1 1
0 2 4 6 0 2 4 6
Da

Figura 2.7.: Diferentesfunciones de escalaf y dewavelet y de DaubechiesparaM =1, 2,3y 4.
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Dentro de las principales propiedades que poseen las funciones de escalay de
wavelet estén sus caracteristicas espectrales, esto es, la transformada de Fourier de la
funcion de escala tiene caracteristicas de un filtro pasabaja, mientras que la
transformada de Fourier de la funcion de wavelet se asemeja a un filtro pasa-banda.
Estas caracteristicas se pueden observar en la figura 2.8, donde se ha realizado una
transformada de Fourier de lafuncién de escalay de wavelet Dip.

funcién de escala () funcién de wavelet 1/
1 ' | ' 1 ' | '
05 05
0 0
05 05
1 . | . 1 . | .
0 5 10 15 0 5 10 15

Funcion de escalay de wavelet Dy

funcién de escala () funcion de wavelet i/

1
08} ] 08}
06} ] 06}
04} ] 04t
0.2} ] 02}
T 0 15 0 5 a0 % 10 15 20 25 20

Transformada de Fourier delafuncién de escalay dewavelet Dy

Figura 2.8.: Wavelets Dyg y sus correspondientes espectros en frecuencia.
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La propiedad expresada en la ecuacion (2-28) estaba relacionada con la
capacidad de los desarrollos en wavelets para representar las variaciones abruptas del
campo electromagnético y almacenar esta informacion en los coeficientes de wavelet.
Esto significa que €l valor de M da una idea del grado de precision obtenido al realizar
la aproximacion de una funcion utilizando Unicamente funciones de escala, es decir,
cuanto mayor sea M, mayor serd la informacién almacenada en los coeficientes de
escala y més pequefio € contenido de detalles almacenado en los coeficientes de
wavelet. Esta propiedad la hemos reflejado en € gemplo de lafigura 2.9. En ella se ha
considerado una funcién arbitraria f(X) y se han realizado tres aproximaciones distintas
utilizando tres funciones wavelet de Daubechies: D1, D, y D3. En esta figura se pueden
comprobar claramente |os tres grados de aproximacién obtenidos. Para las funciones D,
se tiene que M =1, por lo que segun la propiedad (2-28), las funciones de wavelet son
ortogonales alos polinomios de ordenk = M - 1 = 0, y la aproximacion es equivalente a
utilizar funciones escalén. Para las funciones D, tenemos M = 2 y por lo tanto las
funciones de wavelet son ortogonales alos polinomios de orden k = 1, es decir, se tiene
una aproximacion lineal mucho méas acertada que la primera. Para las funciones D3
tenemos M = 3y por |o tanto las funciones de wavelet son ortogonales a los polinomios
de orden k = 2, lo que significa que la aproximacion realizada utilizando funciones de
escala es exacta hasta los términos de segundo orden. Comparando la figura 2.9.(a) y
2.9.(d) se puede apreciar la gran similitud que existe entre la funcion origina f(x) y su

aproximacion utilizando funciones Ds.

2.3.- TRANSFORMADA DISCRETA EN WAVELETS (DWT)

En la seccion anterior se han descrito las dos ecuaciones de refinamiento
correspondientes a la funcién de escalay a la funcién de wavelet. Estas ecuaciones nos
van a permitir trabajar con las funciones de escalay de wavelet utilizando Unicamente
sus respectivos coeficientes L(n) y H(n). Con este fin, Mallat desarroll6 un agoritmo,
denominado algoritmo piramidal o en cascada [54], con e que podia obtener los

coeficientes de escala y de wavelet de una funcion f(x) en un nivel de resolucion,
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L L ' ' '
o 10 20 20 =0 S0 [s1=] o

(a) Funcion original f(x)

' ' L L L
o 10 Z0 =20 <40 S0 =1} Ejel

(b) Aproximacion utilizando wavelets de Haar (D)

L L ' ' '
=) 10 20 =0 =0 S0 S0 TO

(c) Aproximacion utilizando wavelets D,

=] 10 20 =20 =40 =1u} S0 o

(d) Aproximacién utilizando wavelets D3

Figura 2.9.: Aproximacién de una funcién f(x) utilizando tres funciones wavelet de Daubechies
digtintas. D;, D,y D3.
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mediante sucesivas convoluciones entre los coeficientes L(n) y H(n) y los coeficientes
de escala de un nivel superior. Al conjunto de coeficientes resultante de este proceso se
le conoce como coeficientes de la Transformada Discreta en Wavelets (DWT) de la

funcion f(x).

Vamos ahora a describir los algoritmos que dan lugar a la obtencion de la DWT
de una funcion. Como se vio en la seccién anterior, de acuerdo con las propiedades (2-
25) y (2-26), una funcién f(x) se puede representar mediante un desarrollo en serie,

compuesto por infinitos términos de funciones de wavelet, de la siguiente forma:

¥

f(x)=a aby . x (2-31)

j=-¥ n=-¥

El sumatorio anterior se puede truncar a partir de cierto término, obteniendo una
aproximacion de lafuncion f(x). Asf, podemos Ilamar f*(x) a la aproximacion de nivel J
gue se obtiene de considerar todas las funciones de wavelet hasta la resolucion J-1, o de

acuerdo con (2-25), utilizando como base del desarrollo funciones de escala de nivel J:

f)» 2 (0=a aby . (x=4aaf’® (2-32)

j=-¥n=-¥ n=-¥

Esta aproximacion sera més agjustada, cuanto mayor sea el orden de resolucion
de la misma. Entonces, una aproximacion de nivel J+1 de la funcion f(x) se podra
obtener de (2-32) afiadiendo més términos de wavelet, o bien, de acuerdo con (2-18.2),

utilizando funciones de escala de orden superior:

¥ ¥ ¥
)= gafl+aby . x=aa™ . "x (2-33)
n=-¥ n=-¥ n=-¥

Esto Ultimo pone de manifiesto que, si disponemos de los coeficientes {a’}
pertenecientes a la aproximacion f’(x) de una funcion, podremos obtener los

coeficientes {a} y {b’} correspondientes al desarrollo en términos de menor resolucién
(j <J). Este proceso de obtencion de los términos de menor resolucion a partir de los

33



ANALISISEN MULTIRRESOLUCION

términos de mayor resolucion recibe el nombre de Transformada Discreta en Wavelets.
Utilizando las ecuaciones de refinamiento (2-13) y (2-21) sellegaaque larelacién entre
los coeficientes de escala de orden superior y los coeficientes de escalay de wavelet de

orden inferior eslasiguiente [23]:

a’'(k)=Q L(n- 2k)a’(n) (2-34.1)
b’ (k) = § H(n- 2k) a’(n) (2-34.2)

Como es ldgico esperar, la reconstruccion de los coeficientes de la funcion
origina en la escala mas fina J se puede llevar a cabo a partir de los coeficientes de
escala y de wavelet de una escala mas gruesa J-1. Este proceso recibe el nombre de
Transformada Inversa en Wavelets (IDWT). Del mismo modo en que a partir de las
ecuaciones de refinamiento se obtienen las ecuaciones (2-34) parala descomposicion, se

llega alaexpresion siguiente paralareconstruccion [23]:

a’(n)=g a’ *(k)L(n- 2k) +§ b *(k)H(n- 2k) (2-35)

Estas operaciones descritas en las ecuaciones (2-34) y (2-35) pueden ser
interpretadas como convoluciones, pero van asociadas, respectivamente, a una

operacion adicional de “diezmado” o “down_sampling”, o bien a una operacion de

“egtiramiento” o “up sampling”. La
y . . () —@—‘ ()} = {x(2n}}
operacion de diezmado 0

“down_sampling” consiste en mantener
Figura 2.10.: Operacién de“ diezmado” o

Unicamente los elementos pares del “down_sampling”.
vector de la salida (figura 2.10), mientras

que la operacion de “estiramiento” o

.
4

{x(n)}

y(2n); = {x{n)}
“up_sampling” consiste en insertar ceros

{y(2n+1)} = 0

entre los valores del vector de entrada Figura 2.11.: Operacién de* estiramiento” 0

(figura2.11). “up_sampling”.
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Vamos a ver, entonces, que las operaciones descritas en (2-34) representan una
operacion de convolucién seguida de una operacién de “diezmado”, y que se pueden

expresar del siguiente modo:

a’ (k) ={L' (k) * a’ ()}~ 2 (2-36.1)
b> (k) ={H' (k) *a’ (k)} ~ 2 (2-36.2)

donde e simbolo 2 representa la operacion de “diezmado”’, y se representa

esqueméticamente como seindicaen lafigura2.12.

2 — '— :@

Figura 2.12.: Descomposicion de los coeficientes de escala de nivel J en los coeficientes de escala y de
wavelet de nivel J-1.

De acuerdo con e diagrama de la figura 2.12, la salida intermedia uy(k) es la

convolucién entre los coeficientes a’(k) y € filtro L' (K), y esta dada por:

u(k)=8 a’ (L' (k- n)

guetras el proceso de “diezmado” se convierte en:

a’ (k) =u,(2k) = § a’(n)L'(2k- n)

y que es, precisamente, la expresion (2-34.1) con L' (k) = L(-k), donde los coeficientes
de L(-k) corresponden a los coeficientes de L(K) invirtiendo su orden. Teniendo en
cuenta que los “filtros” L(n) y H(n) son finitos y estan formados por un nimero N de
coeficientes, los “filtros” L'(n) y H'(n) se pueden expresan en funcién de L(n) y H(n) de

lasiguiente forma[11]:
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L'(n)=L(N- 1- n) (2-37.1)
H'(n) =H(N - 1- n) (2-37.2)

Asi, s por gemplo tenemos N = 4, los coeficientes de L'(n) serédn L'(0)=L(3),
L'(D)=L(2), L'(2=L(1),y L'(3)=L(0).

Por otro lado, vamos a ver que los dos sumatorios que aparecen en la expresion (2-
35) representan cada uno una convolucién, pero en este caso |o que sucede primero es
una operacion de “estiramiento” o “up_sampling”, y que € resultado se convoluciona

con los coeficientes del “filtro” correspondiente. Esta otra operacion se expresa de la
siguiente forma:

a’(n) ={L(n)*[a>*(n)|- 2}+{Hmn)*[p**(m)]- 2} (2-38)

donde el simbolo - 2 representa la operacién de “estiramiento” previa a la convolucion,

y que se puede representar como se indicaen lafigura2.13.

i t@ - :I (_ig_.a”?
bj-f :@ v, =T

Figura 2.13.: Reconstruccién de los coeficientes de escala de nivel J a partir de los coeficientes de
escalay de wavelet de nivel J-1.

En este caso, las dos entradas intermedias vi(n) y Vv»(n) se convolucionan con |os
filtros L(n) y H(n) respectivamente, es decir,

a’(n) =4 v,(OL(n- )+ v,()H(n- 1)

donde v; y v, son los valores de a>! y b”™*, respectivemente, después de duplicarlos,

insertando nuevos valores en |as posiciones intermedias, es decir, vi(l) = a™(1/2) y v(1)
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= b™(1/2) para cada | par, por ser la salida del proceso de “estiramiento”. Entonces,

tenemos que:

a’(n) =8 a (1/2L(n- h+{ b 1 /2HMn- 1) =

| par | par

=4 a}(k)L(n- 2k) + § b (K)H(n- 2K)

gue es, precisamente, la expresion (2-35).

Una forma habitual de readlizar estas operaciones de convolucion consiste en
considerar la sefid de entrada como periddica, para lo cua se debe replicar la sefia en
los contornos consiguiendo una secuencia de entrada periddica de periodo N, como se
muestra en la figura 2.14. Esto se conoce como transformada periddica o circular [46,
63, 70].

réplica safal original réplica

Figura 2.14.: Replicado periddico de una sefial.

De esta manera se consigue que, si iniciamente hay N coeficientes a’, d
resultado obtenido tras realizar las operaciones de convolucion indicadas en (2-36) con
los “filtros” L’ y H’, y después de la operacién de “diezmado”, sean dos secuencias
periddicas de coeficientes a** y coeficientes b”™ con periodo N/2. Entonces, solo se
necesita guardar N/2 coeficientes a** y N/2 coeficientes b”™, manteniéndose el ntimero
total de coeficientes (N = N/2 + N/2). Si volvemos a aplicar e mismo proceso a los
coeficientes a’*, obtendremos N/4 coeficientes a2 y N/4 coeficientes b”2. Si N=2’, este
proceso podria repetirse J veces. Para e proceso inverso, s disponemos de N

coeficientes a’ y N coeficientes b”, para recomponer el nivel superior, replicamos dichos
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coeficientes antes de redlizar €l “up-sampling” y después de la convolucion podemos

obtener los 2N coeficientes a’* 2.

En la figura 2.15 esta representada la posicion relativa de los coeficientes de
escala pertenecientes a cada nivel de resolucion. Cada coeficiente de escala representa,
o daunaidea, del valor del campo dentro del intervalo al que pertenece. En dichafigura
se puede apreciar la separacion entre cada coeficiente del mismo nivel de resolucion asi
como la posicién que cada uno de ellos ocupa en e espacio dentro del nivel de
resolucion que representa. Vemos que, a medida que aumenta la resolucion, la
separacion entre coeficientes disminuye. Si la separacion entre los coeficientes de
resolucion J es D, la distancia entre los coeficientes de nivel J+3 sera ocho veces més
pequefia, esto es, D/2%. Asi, cuanto mayor es €l nivel de resolucion, més coeficientes

tenemos, que representan € campo en puntos Mas cercanos unos de otros.

. . . LY
. el

Figura 2.15.: Situacién espacial relativa de los coeficientes.

En la ecuacion (2-27.1) se vio que los coeficientes a’ correspondientes a la
aproximacion de nivel J de una funcion f(x) se obtenian a partir del producto interior

entre lafuncion f(x) y lafuncién de escala de resolucion J, f 7(x):
ay =(1(0.f](x) (2:27.1)

Si @ nivel de resolucion J es suficientemente grande, la funcion de escala se
puede aproximar como si actuara como una funcion delta, de forma que el producto (2-

27.1) es simplemente un muestreo de la funcion f(x) [11]:

al =(f(x),f ) (0)» 27" f(x- 27 (m, +n)) (2-39)
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donde

m = F (x) (2-40)

se define como “momento de orden | de la funcién de escala’. Esta aproximacion es
especialmente buena si los momentos de la funcién de escala m(l) son cero o pequefios

como se ve en la ecuacion (2-39).

Con todo esto, el andlisis en multirresolucion, visto desde la perspectiva de la
Transformada Discreta en Wavelets, se puede interpretar como un proceso de filtrado
digital en e que una sefial se descompone en dos partes. una que contiene las bajas
frecuencias y que viene dada por las funciones de escala (f ), y otra que contiene las
altas frecuencias y que viene dada por las funciones de wavelet (y ). Los coeficientes &
y b dela representacion en multirresolucién se obtienen a partir de sucesivas etapas de
filtrado, que contienen cada una un filtro pasa-bgjay un filtro pasa-alta descritos por los
coeficientes de su respuesta impulsional L'(n) y H'(n). El proceso inverso de
reconstruccion estd formado igualmente por sucesivas etapas de filtrado donde los

filtros estan dados por los coeficientes L(n) y H(n).

Todo este proceso de descomposicion y de reconstruccion se encuentra
representado en lafigura 2.16.

Descomposicion Coeficientes Wavelet Reconstruccion

DWT IDWT

Figura 2.16.: Representacion de la Transformada Directa en Waveletsy de la Transformada | nversa
en Wavelets.
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En latabla | estan representados los valores de los coeficientes de los filtros de
reconstruccion pasa-baja L(n) y pasa-alta H(n) para diferentes wavelets de Daubechies.
Como ya se ha mencionado anteriormente, las wavelets D; también se denominan

wavelets de Haar .

Tablal

Coeficientesdelosfiltros pasa-baja [f] y pasa-alta[y]

D, D> Ds

n L(n) H(n) L(n) H(n) L(n) H(n)

0 | o, 70710678 | 0,70710678| 0, 48296291 | -0, 12940952 0, 33267055 | 0, 03522629
1 | o,70710678] -0,70710678| 0, 83651630 -0, 22414386 | 0, 80689150 | 0, 08544127
2 0,22414386 | 0,83651630| 0, 45987750 | -0, 13501102
3 -0, 12940952 | - 0, 48296291 | - 0, 13501102 | - 0, 45987750
4 -0, 08544127 | 0, 80689150
5 0, 03522629 | - 0, 33267055

D, Ds D¢

n L(n) H(n) L(n) H(n) L(n) H(n)

0 | 0,23037781|-0,01059740| 0, 16010240 0, 00333573 | 0, 11154074 | -0, 00107730
1 | 0,71484657-0,03288301| 0, 60382927 | 0,01258075| 0, 49462389 | -0, 00477726
2 | 0,63088077| 0,03084138| 0, 72430853 | -0, 00624149 0, 75113391 | 0, 00055384
3 |-0,02798377| 0,18703481| 0, 13842815|-0,07757149| 0, 31525035| 0, 03158220
4 |-0,18703481 | -0, 02798377 | - 0, 24229489 | - 0, 03224487 | - 0, 22626469 | 0, 02752287
5 | 0,03084138] -0, 63088077 -0, 03224487 | 0, 24229489 -0, 12976687 | - 0, 09750161
6 | 0,03288301| 0,71484657| 0,07757149| 0,13842815| 0,09750161| 0, 12976687
7 |-0,01059740 -0, 23037781 - 0, 00624149 | - 0, 72430853 | 0, 02752287 | 0, 22626469
8 -0, 01258075 | 0, 60382927 | -0, 03158220 | 0, 31525035
9 0, 00333573 | -0, 16010240 | 0, 00055384 | - 0, 75113391
10 0, 00477726 | 0, 49462389
11 -0,00107730 | - 0, 11154074
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2.3.1.- Transformada Discreta en Wavelets en dos dimensiones

El proceso que acabamos de estudiar se puede generalizar para funciones
definidas en varias dimensiones espaciales, para o cua se desarrollan utilizando un

conjunto de funciones de escalay de wavelet f (x) y y (X) con X = X, V.

Consideremos una funcion f(x,y) perteneciente a espacio de funciones de
cuadrado integrable y de variable real L%(R?). Una aproximacion de dicha funcién
consistira en la proyeccion sobre el subespacio S definido como un producto tensorial

de lasiguiente forma[54]:

=S, Asy (2-41)
donde S’1p representa el subespacio de L%(R) definido en la seccién anterior. De esta

forma, la aproximacion de orden j = 0 de la funcion f(x,y), y que llamaremos f(x,y), se

obtendra como desarrollo de las funciones de escal a bidimensionales
st (%, y) =f °(x) % °(y) (2-42)

donde cada f (x) se corresponde con la funcion de escala de una variable definida

anteriormente:
P00 y)=a 3 auf Lo () (2-43)
y donde |os coeficientes 8% se obtienen apartir del producto interior
a?, =(f(x y).F O () (2-44)

Si queremos aumentar |a resolucién de esta aproximacion podemos utilizar para
el desarrollo funciones de escala de orden superior, o bien afiadir funciones de wavelet.
Como ahora la funcién posee dos variables, este incremento de resolucion podria

realizarse en cualquiera de las dos. Si aumentamos la resolucién en las dos variables
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simultaneamente, de acuerdo con la definicion (2-41) y con la propiedad (2-18.2), €

subespacio S serd

S'=S, AS, = (S AW A (S, Awg) (2-45)

Una base de ese subespacio estara formada por la combinacion de las bases de
los subespacios unidimensionales (S1p(X), S1o(y), Win(x), WPin(Y) ..) que lo forman,
como se indica en la ecuacién 2-45. Aplicando la propiedad distributiva a ese resultado,

obtenemos que las funciones que componen |a base que estamos buscando pueden ser

s, (% y) =f°(x)% °(y) (2-46.1)
sx (X, y) =y °(x)f °(y) (2-46.2)
sy (X ¥) =y ()% °(y) (2-46.3)

junto con la funcion definida en (2-42) [54]. Entonces, la aproximaciéon de orden j = 1,

fi(x,y), se puede expresar como una combinacion lineal de estas funciones base, es

decir:
1 _ L2 o 1 1 _
fr(xy)=a aa,s: (x- ky-1)=
k |
=aaa s (x-ky-+
k |
+a 4 s (x-ky-1)+ (2-47)
k |
+a s (x-ky- 1)+
k |
+4 4 dds), (x-ky-1)
k |
0 hien;
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~ Qo ~ Q)o xQJOXQJOXQJO

A (x,y) a,f (Of ' (y) =
ag,f () (y) +
bif (X ' (y) + (2-48)

a
|
a cly 2(0f 2(y) +
|
a
|

a
|
a

|
+

+
+ diy (XY ' (Y)

En general, cualquier funcién f(x,y) T L%(R?) se puede expresar como suma de

series convergentes de laforma:

o O

fxy)=aaasf " f »(y)+

+
Qox =
ow
=~ Qo

a bl P(xy f(y)+

hel
1l
=%
e}
1l
S

(2-49)

+
Qox
Qox

~ Qo

a oy POf A(y) +

°
1l
N
o
1l
S

dey ¢ (y '(Y)

°
1l
N
o
1l
=3

+
Qox
- Qox
~ Qo
— mo

El agoritmo correspondiente a la Transformada Discreta en Wavelets en 2D
(DWT,p) se obtiene a partir de una generalizacion del desarrollado en 1D. El
procedimiento a seguir es el siguiente: sobre |os coeficientes de escala de nivel superior,
distribuidos en una matriz (por ejemplo, M" N) como la indicada en la figura 2.17, se
aplica la DWT;p sobre las filas, obteniendo dos matrices M” N/2, y sobre las columnas
de estas dos matrices se vuelve a aplicar la DWT;p, dando como resultado cuatro
matrices de dimensiones M/2° N/2. Este proceso de descomposicién lo tenemos
representado en lafigura 2.18 [54]. El proceso inverso nos permitiria obtener la funcion

original a partir de estos coeficientes.
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Figura 2.17.: Organizacion de los coeficientes tras un nivel de descomposicién.
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Figura 2.18.: Representacion de la Transformada en Wavelets en 2 dimensiones.

La distribucién espacial de los coeficientes de escala para dos niveles de
resolucién consecutivos se encuentra representada en la figura 2.19. Los coeficientes de
escala del nivel inferior a*! representan el valor del campo dentro del intervalo
rectangular a que pertenecen. Al aumentar la resolucion en las dos direcciones del
espacio, cada intervalo se divide en cuatro subintervalos de manera que se obtienen mas
coeficientes a’ situados en posiciones més proximas unos de otros (la distancia entre

cada punto se hareducido alamitad en las dos coordenadas).
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y F 9
aJ-1
* * * ‘0/
) ) * * aJ
FY
* * * *
* * * *

Figura 2.19.: Situacién relativa de los coeficientes de escala entre dos niveles consecutivos.

En la figura 2.20 se han representado |as funciones bidimensionales de escalay
wavelet D, para el nivel de resolucién j = 0. Estas funciones se construyen a partir de
las funciones D4 definidas en una dimension, y por lo tanto su dominio de existencia
serd el intervalo [0, 7]” [0, 7].

2.3.2.- Transformada Discreta en Wavelets en tres dimensiones

De manera similar a la operacion realizada en 2D, la Transformada Discreta en
Wavelets en 3D consiste en desarrollar una funcion de tres variables f(x,y,2) en términos
de funciones de escalay de wavelet, construidas a partir de las funciones de escalay de

wavelet unidimensionales. Una aproximacion de f(x,y,z) consistirA en la proyeccion

sobre el subespacio S definido de la siguiente forma:

s’ = Sloo A SFD A Sloo (2-50)

donde 1 representa el subespacio de L%(R) estudiado anteriormente.
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PCOTED

Figura 2.20.: Funciones de escala y de wavelet D, en dos dimensiones.
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La base de este subespacio S estard formada por las funciones de escala
correspondientes alos tres gjes de coordenadas, es decir:

1 (% ,2) =f 2 ()% °(y) % °(2) (2-51)

De estaforma, la aproximacion de orden j = 0 de la funcién f(x,y,2) consistira en

un desarrollo en serie utilizando como funciones base |as funciones de escalasofff :
%y, 2) =8 & & a).f e (Y 2(2) (2-52)
k | m

Si queremos aumentar la resolucién a un orden superior, podemos utilizar
funciones de escala de orden superior, o bien afadir funciones de wavelet al desarrollo.
Como la funcién a representar depende de tres variables, este aumento de resolucién
puede realizarse, en principio, en cualquiera de ellas. Si aumentamos la resolucion en
las tres variables, teniendo en cuenta la definicidn (2-50) y la propiedad (2-18.2), €
subespacio de nivel superior sera el siguiente:

S'=shAS,Ash =(sh, AWS A (S5 Aw A (s Awg)  (2:59)

De la misma manera que en dos dimensiones, la base de ese subespacio estara
formada por una combinacion de las bases (funciones de escala y de wavelet) de cada
uno de los subespacios unidimensionales, que se combinan en la ecuacion 2-53. Una
aplicacion de la propiedad distributiva a esa combinacion nos dara que esa base esta

compuesta por las funciones::

Sy (% ¥,2) = °()F °(y)% °(2) (2-54.1)
Sy (X ¥.2)=F ()% °(y) % °(2) (2-54.2)
Sy (X ¥.2) = ()% °(y)¥ °(2) (2-54.3)
it (% Y,2) =y °(x)F °(y)f °(2) (2-54.4)
Sy (X ¥, 2=y °(x)F °(y)y °(2) (2-54.5)
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Sy (%, ¥,2) =y °(X)% °(y)* °(2)
Sy (X Y,2) =y °(X) ¥ °()¥ °(2)

(2-54.6)

(2-54.7)

més la funcién (2-51). La aproximacién de nivel j=1 de f(x,y,2), f(x,y,2), en funcién de
esta base, vendra dada por la siguiente expresion:

fi(x,y.2)

Ayl 1 (OF (W) (D) =

Ayl « O (Y m(2) +

byl ¢ (X (YY m(2) +
ert & O (YN n(2)+
il (W (VY m(2) +

Y K (YN () +

+ o+ o+
XQJO XQJO XQJO xmo xQJO xQ_)o xmo TQJO’TQJO

—QJO—QJO—QJO_QJO_mo_mo—mo—mo—mo

3 Qo 5 Qo 3 Wo 5 Qo 5 Qo 5 Qo 5 Qo 3 Vo 3 Qo
o

+

+

fora « (OF (yY n(2) +

+

Doy O P(YF o (2) +

+

ey K (XY (YY n(D)+

(2-55)

El agoritmo que da lugar a la Transformada Discreta en Wavelets en 3D
(DWT3p) sigue la misma pauta que el desarrollado en 2D. Ahora, para obtener los

coeficientes de escala 'y de wavelet de un nivel inferior a partir de los coeficientes de

escaladel nivel superior, aplicamos de forma sucesiva los algoritmos correspondientes a

laDWT en 1D en las tres direcciones del espacio. En lafigura 2.21 esta representado de

forma esquematica este proceso de obtencion de los coeficientes del desarrollo en escala

y wavelets para una funcion F(x,y,2). El proceso inverso nos permitiria obtener la
funcion original a partir de dichos coeficientes.
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Figura 2.21.: Representacion de la Transformada en Wavelets en 3 dimensiones.

Los coeficientes resultantes de aplicar la DWT en 3D se pueden distribuir de la
formamostrada en lafigura 2.22

Asi, cada coeficiente de cada uno de los ocho “cubos’ resultantes contribuye ala
reconstruccion de su correspondiente coeficiente de escala de nivel superior. El

coeficiente de escala a’ se reconstruye a partir de los coeficientes (a’*, b’*, ¢’?,

d’*, et 7 g’t, h''). Enlafigura 2.23 hemos representado esta distribucion
espacia de los coeficientes de escala para dos niveles de resoluciéon consecutivos. Si
para un nivel de resolucion J-1 1os coeficientes se encuentran situados en el centro de un
“cubo”, los coeficientes de un nivel superior J se encuentran en e centro de los ocho
“cubos’ resultantes de haber dividido e anterior. De esta forma, a aumentar la
resolucién se obtienen mas coeficientes situados en posiciones més cercanas unos de

otros.
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Figura 2.22.: Distribucién de los coeficientes correspondientes a un nivel de descomposicion.

N aJ-1
1 aJ
AT
el Ve
At A
S R —7
1 7 | -
JE o
z // /’
y

Figura 2.23.: Distribucion espacial relativa de los coeficientes de escala entre dos niveles de resolucion
consecutivos.
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3.1.- INTRODUCCION

Para andlizar e comportamiento de un campo electromagnético podemos
resolver las ecuaciones de Maxwell en laregién del espacio que nos interesa, sujetas a
unas condiciones de contorno en la frontera de esa region. Si nos encontramos en un
medio lineal, homogéneo, isbtropo y no dispersivo, dentro de unaregion sin fuentes, las

ecuaciones aresolver serian:

1H

N E=-m— (3-1.1)
It
N H=elE (3-1.2)
It

imponiendo a la solucion obtenida las condiciones de frontera particulares al problema

gue estamos analizando.

En un sistema de coordenadas rectangulares estas ecuaciones pueden dividirse

en sei's ecuaciones escalares en términos de las componentesde E y H:

e, E, 1

- M (3-2.1)
Ty 1z It
ﬂEx _ ﬂEz - mﬂHy (3_22)
9z ix qt
TE, - TE, =- m."HZ (3-2.3)
™x Ty qt
fH, T, _ TE (3-2.4)
Iy 1z It
fH, T, _T5 (3.25)
9z Ix qt
H, - TH, :e."EZ (3-2.6)
™x Ty It
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Sin embargo, la solucién analitica del problema es dificil de obtener, salvo en
situaciones muy concretas, correspondientes a situaciones en las que la especia simetria
del problema nos permite hacer ciertas simplificaciones, por o que nos vemos
obligados a buscar una solucion de forma aproximada. Estas soluciones se obtienen
resolviendo numéricamente el problema con la ayuda del computador. Para ello es
necesario discretizar las ecuaciones de tal manera que la solucién nos proporcione el
valor de los campos en determinadas posiciones del espacio y en determinados instantes
de tiempo. La precision de la solucién asi obtenida y la viabilidad para obtenerla

dependeran de la forma en que se realice la discretizacion del problema.

Para redlizar dicha discretizacion, los campos se pueden desarrollar en serie,
utilizando como funciones base un conjunto de funciones ortonormales. Aplicando el
método de los momentos [38] conseguimos un conjunto de ecuaciones algebraicas cuya
solucién se puede calcular a partir de determinadas condiciones iniciales y considerando
ciertas condiciones limite o de contorno.

En este trabgo, e conjunto de funciones ortonormales utilizado ha sido las
denominadas wavelets de Daubechies [23], que han sido estudiadas en el capitulo
anterior. Las caracteristicas de estas wavelets han dado lugar a las técnicas Multi-
Resolucion en e Dominio del Tiempo (MRTD). Estas técnicas se basan en la
posibilidad de incrementar |a resolucién de una sefial, desde un nivel grueso a otro mas
fino, utilizando funciones de baja resolucion (funciones de escala) en combinacién con
otras funciones de mayor resolucién (funciones de wavelet). Esto quiere decir, segin lo
estudiado en el capitulo anterior, que la densidad de puntos obtenidos depende del
nimero de funciones de escalay de wavelet que hayamos utilizado. Ademés, podemos
modificar localmente en el espacio este nimero de funciones de manera que podemos
aumentar la resolucién de la solucion buscada en las regiones del espacio que mas nos

interesen.

Con e fin de mostrar claramente e fundamento de esta técnica, se ha
comenzado desarrollando € agoritmo en una dimensién, y, posteriormente, se ha
generalizado el mismo, en dos y tres dimensiones. Debido a que e desarrollo en las
coordenadas espaciales de los campos se redliza utilizando funciones de escala y de

wavelet, el punto esencial del planteamiento consistira en la obtencién del operador
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rotacional (ecuaciones 3.1) en la base constituida por dichas funciones. Este operador
derivativo lo vamos a construir de forma matricial, de manera que, aplicado a los
coeficientes del desarrollo en serie de los campos, nos proporcione la derivada espacial

de los mismos.

3.2.- FORMULACION 1D

Consideremos la propagacion de una onda TEM en un medio homogéneo, lineal,
isGtropo y no dispersivo, cuyos campos eléctrico y magnético dependen Unicamente de
la coordenada z, y son perpendiculares a la misma, de tal formaque E = Exy H = H,.
En este caso, de las seis ecuaciones escalares, solo necesitamos las dos que relacionan

ambas componentes, reduciéndose el problema uno en una sola dimension:

1E ™,

X =-m—= (3-3.1)
9z qt

TH Y =. eE (3-3.2)
Iz qt

Con €l fin de conseguir un conjunto de ecuaciones explicitas resolubles de forma
algebraica, vamos a desarrollar los campos como una combinacion lineal de funciones
ortonormales f {(2) y y J(2), denominadas funcién de escalay de wavelet de Daubechies
respectivamente, y que representan la dependencia espacial de estos campos, y

funciones pulso hy(t) que dan cuenta de su evolucion temporal, definidas como:

z

fl@=2@ 2 -k (3-4.1)
i () — o5 i Z B
yi@=2y @2k (3-4.2)
h, (1) = h(é- ) (3-4.3)

donde el indicej indica el nivel de resolucién de las funciones de escalay de wavelet, y

los indices k y n se corresponden con las coordenadas espacial y temporal mediante
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z=kxDz y t =n>Dt, siendo Dzy Dt los interval os de discretizacion espacia y temporal

respectivamente.

De esta forma, teniendo en cuenta la propiedad de las funciones de escala'y de
wavelet, expresada en la ecuacion (2-26), las componentes Ex y Hy, del campo

el ectromagnético se pueden expresar como:

E.(zt) = aea "EL Ty (Z)+aa”Eiyk(Z)u>h (t) (3-5.1)
n @k k j=0
[} é o} é‘ n+i i l]

Hy(z,t)=aé_a “HITY()+A 8 H Y « g, (1) (3-5.2)
n @k k j=0 u

Introduciendo estas expresiones en (3-3.1)-(3-3.2) y muestreando con hy(t) y
hn+1/2(t) respectivamente, obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones explicitas en e

tiempo:

¥
o n+i 1§10, o O O np+l y i
4 "HT(9+8 4™

k

k j=0

(361)
1 0 3 n-1 vy n
=a "Hfl@+aa "mH yk'(z)-——ga CANCYY-F- R=AGIEY:
k k j=0 k j=0 ]
¥ o
a™Ef/(@+da ™MEY @@=
‘ < (362
- nef ny ﬂa) n+2 o] g n+% v
a E,f (z)+aa Ekyk(Z)-——ga HiT (2+a (Z)
k j=0 k j=0 ﬂ
Estas ecuaciones se puede escribir de forma abreviada como:
n%H(Z):n_%H (2)- Ei”E(z) (3-7.)
m 9z
"E(2)="E(2)- E%”*ZH(z) (3-7.2)
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S en las expresiones anteriores truncamos € sumatorio que involucra a las
funciones de wavelet tomando un nimero finito de términos desdej = 0 hastaj = J-1, lo
que obtenemos es una aproximacion de los campos de nivel J. Entonces, las ecuaciones

(3-7) se pueden poner como:

"HU@= @) D ) (38.)

MEY (2)="E’ (2)- H'(2) (3-82)

ez
donde E” y H” representan la aproximacion de resolucion J de los campos E y H. Estas
ecuaciones permiten calcular de forma iterativa en todo el espacio y con resolucion J
campo E (o el campo H) en un instante de tiempo t en funcién de su valor en un instante

Dt anterior y del valor del otro campo en un instante Dt/2 anterior, y en puntos contiguos

del espacio.

La resolucion espacial de esta aproximacién dependera del nimero de términos
de wavelet que se hayan tomado en los desarrollos (3.8), y por lo tanto se podra mejorar
afadiendo méas términos de wavelet en e célculo, es decir, aumentando el valor de J.
L as ecuaciones (3-8) se pueden representar de la siguiente forma:

n+i n-1 Dt n

R =R - o TER @9
n+ n Dt n+i

TER="TER - o g M, @92)

donde "[F]", representa el conjunto de coeficientes de escala y de wavelet necesarios
para desarrollar la componente F del campo (Ex o Hy) con una resoluciéon J en €l
instante de tiempo t = nDt. A este conjunto de coeficientes |o Ilamaremos coeficientes de
la DWT del campo F. De esta forma se observa como el operador derivada espacial
actla sobre la descomposicién en wavelets de los campos. Esta derivada se puede
desarrollar a su vez utilizando funciones wavelet de resolucion J con el fin de establecer
unarelacion entre los coeficientes de la DWT de los dos campos (E y H) y conseguir de

esta forma un agoritmo explicito que permita calcular en cada instante de tiempo los
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coeficientes del desarrollo de los campos. Una vez conocidos todos los coeficientes se
puede reconstruir los campos utilizando la IDWT. Este algoritmo se puede expresar de
formamatricial del siguiente modo:

£0 L n ., £0 8
?H lfl — ?H u _ E J ?E lfl (3_10 1)
e y ) u e y u z € Y u .
e q el eE 0
n+1 J +1
fO 0 ~ 2 0
eE"'uU _eg"'u Dt _, ‘eH'u
& ,u=é_,u-—Db, & 4 (3-10.2)
“EY A ..Ey ~ e ..Hy ~
e 0 &0 eH” @

donde D’ representaria la aproximacion del operador derivada respecto de z de orden J
construido en una base de wavelets y que actuaria sobre la descomposicion en wavel ets
de un campo F.

3.2.1.- Operador derivada en una base de wavelets

El objetivo propuesto en este apartado es obtener una expresién matricial para el
operador derivada espacial D’ que permita calcular los coeficientes de la DWT
correspondientes a la derivada de la componente F de un campo. Para ello,

consideremos una aproximacion de nivel J de una funcion f(x), desarrollada en términos

de funciones de escalade nivel J, f *(x), y alacua vamosallamar f7(x):

f()» f2(x) =8 af 2 (x) (3-11)

donde, debido a la ortogonalidad de las funciones de escala, los coeficientes a’ se

calculan como:
al =(f(x),f}) (3-12)

Laderivada espacial de esta funcion f7(x) sera:
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T eon- T o s -SRI -

—f'x)=—qaf’(x)=ga —f (x) = f & (x 3-13
o WEgaii=agpiio=aarde) (19
Esta derivada se puede a su vez aproximar representdndola mediante un

desarrollo de funciones de escala de nivel J de la siguiente forma:

J

Tt =8 agf (0 (3-14)
X k

donde a'k” son los coeficientes de la DWT que estamos buscando, correspondientes a la
derivada de lafuncién f7(x), y que podemos obtener a partir del producto interior entre

lafuncién de escalaf y laderivada de la funcién £(x):

ag :< I fJ(x>,f;(x)> (3-15)

[

Introduciendo en la expresion (3-15) € desarrollo dado en (3-13), podemos

obtener los coeficientes &' del desarrollo (3-14):
af :<é a'f ¢ ’ka>:é aiJ<f I¢]’fkj> (3-16)
| |

Por lo tanto, la aproximacion de nivel J de la derivada de una funcion f 7(x)
puede expresarse de la siguiente forma:

J
L RECEEE: R EARENC (317)
k |

Debido alarelacion que existe entre |os subespacios formados por las funciones
de escalay de wavelet, indicada en las ecuaciones (2-18), una aproximacion de nivel J
se puede poner como desarrollo de funciones de escalay de wavelet de resolucion J-1.
De esta forma, podemos encontrar la relacion que existe entre los coeficientes de escala

y de wavelet de una funcién y los de su derivada. Para €ello representamos la
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aproximacion f ’(x) como una combinacién de funciones de escala y de wavelet de

resolucion J-1;

fP)=aaf’M=aaf ' c0+ab’y i(x (3-18)
k m m

Del mismo modo que en la expresion (3-13), la derivada de f ’(x) desarrollada en

(3-18) se puede poner como:

l J :lé J J-1 J- J-1 g:
‘ﬂxf (x) ‘HXS% ay'fo (x)+ab vy (X)u
ﬂ J-1 J-1
—qat—fr ' (x)+qb) X) = 3-19
" Ty (x) a ." SHx) = (3-19)

i (x)+ab§ﬁy$ (x)

Procediendo de la misma forma que hicimos para obtener la expresion (3-14), se

puede calcular la aproximacion de nivel J de la derivada de f7(x):

1.[ J
fx

=4 agf 2 (0+abgy 2 (%) (3-20)
donde los coeficientes del desarrollo se calculan a partir de las expresiones:

-1 ﬂ J J-1 _
a¢ —<ﬁf (x),f 2 (x)> (3-21.1)

-1 ﬂ J J-1 -
b¢* = <ﬁ fF2 ()Y (x)> (3-21.1)

Llevando la expresion (3-19) a las ecuaciones (3-20) podemos obtener los

coeficientes correspondientes ala DWT de la derivada de f ’(x):
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(e e ARy B2
! (3-22.1)
é J1<f(E1le>+anl<y(E1le>
I
bf <a a4 07y ¢y > -
! ! (3-22.2)

aa(f ety +anTy ety )
| |

Estas ecuaciones se pueden expresar en formamatricial del siguiente modo:

VR EAHERAS T
Am a=am __ (3-23.1)
e g 13 é<y ;l] 1,f I¢J 1> ’y (E gngJ 1U
o bien
VT =0l 3202

donde [v] representa e vector formado por los coeficientes de la DWT de la
aproximacion f7(x), ordenados como se muestra en (3-23.1), es decir, en primer lugar se

colocan los coeficientes de escalay después |os coeficientes de wavelet.

La dimensién de estas matrices dependera del niUmero de puntos en los que se
haya discretizado e espacio y del nivel de resolucion utilizado. Por ejemplo, s
discretizamos € espacio en n, puntos y consideramos un nivel de resolucion J=1,
entonces los subindices | y m recorrerdn el conjunto de valores Im = 1,..., n,, y, por
consiguiente, las dimensiones de las matrices involucradas en la derivada (3-23) seran
las siguientes: [v1]' °[2n, 1], [D]°[2n, 2nj] y [v]®[2n, 1].

Ladistancia entre los puntos de muestreo dependerd del nivel de resolucion. Asi,
s en € nivel de resolucion j = 0 hemos discretizado €l espacio dividiéndolo en n, puntos
separados una distancia Dz, en €l nivel de resolucion siguiente j = 1 tendremos 2n,

puntos separados Dz/2, y en € nivel j = 2 habré 4n, puntos con una distancia de Dz/4
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entre ellos. Si el desarrollo se harealizado utilizando Unicamente funciones de escala, €
valor real de los campos vendra dado por los mismos coeficientes de escala, mientras
que s € desarrollo incluye funciones de wavelet, es necesario aplicar las IDWT para

reconstruir los campos.

11, puntos
‘ ot | ot | j=0
t
2nzpunos| " ‘ 5 | " ‘ 5 | j=1
411 puntos
z |o|o‘o‘o o|o‘o e | i=2
—AZ
El
Az

Figura 3.1.: Representacion de la distancia entre puntos de muestreo para diferentes niveles de
resolucion.

De esta manera hemos conseguido representar en forma matricia la
aproximacion de nivel J del operador derivada. Los elementos de esta matriz estén
constituidos por los productos interiores de las funciones de escala y de wavelet y sus

respectivas derivadas:

D= it Doty .d"'l'}é Dsz an'G &=
donde [10]:
di=2'§(2'z- m X%f (2'z- )xdz=2'd_, (3-25.1)
ay=2'¢y (2'z- m)x%y (2'z- I)xdz=2'a,, (3-25.2)
bl =2y (2'z- m) x%f (2'z- 1)xdz=2'b_, (3-25.3)
gk =2 (2 z- m)x%y (2'z- 1)>dz=2'g,,, (3-25.4)
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y donde:
_ sk )
=0 (z-m) OIZf (2)>dz (3-26.1)
=y (z- mxS _
=@ (z-m) s (2)«dz (3-26.1)
=g (z-m) x%f (2)xdz (3-26.1)
= § - My (e (3:26.)

Utilizando las ecuaciones de refinamiento (2-13) y (2-21), vistas en € capitulo

anterior, estos coeficientes se pueden calcular de la siguiente forma[10]:

N-1N-1
dy =28 A LILK)d i (3-27.1)
k=0k'=0
N;ING L
an=2a a HKHK)d, i (3-27.2)
k=0k'=0
NyINGL
bm = 2a a L(k)H(k )d2m+k k' (3'27-3)
k=0k'=0
N;INGL
= 2a a H(k)l—(kl)dzmk- k' (3'27-4)
k=0k'=0

siendo N € nimero de coeficientes de escala L(n) y de wavelet H(n) dado por la
expresion (2-29).

Vemos que todos los coeficientes se obtienen a partir de dn, de manera que
conociendo éstos los demés estan ya determinados. Estos coeficientes se pueden

calcular de formaiterativa a partir de las siguientes expresiones [10]:

é 172 u
dm = 2édzm —a A )(dZm kT d2m+2k 1)u (3‘28)
é 2,5 u
amd_=-1 (3-29)
d =-d__ (3-30)
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tomando como valoresinicialesd; =-1/2y d; = 1/2, y donde

a, :2N§T_(i)L(i+n) ,n=1,..,N-1 (3-31)

i=0

En la tabla Il aparecen los coeficientes derivativos {dm, am, bm, gn}
correspondientes a diferentes funciones wavelet de Daubechies. Se puede observar
cdmo el nimero de coeficientes aumenta con el orden de la funcion wavelet empleada,
esto es, con e nimero M de momentos evanescentes definido en (2-28). El rango del

subindice m correspondiente al nimero de coeficientes derivativos distintos de cero es.
-N+2E£EmEN- 2 (3-32)
Paralas funciones wavelet de Haar (D) este rango es:
-1£m£1 (3-33)
De acuerdo con las propiedades de los subespacios S y W' establecidas en las
ecuaciones (2-18), lamatriz D’, definida en (3-24) se puede seguir descomponiendo en
otras submatrices hasta llegar a nivel de resolucion inferior j = 0. Por gemplo, s

consideramos un espacio discretizado en n, puntos y un nivel de resolucion J = 2, la

matriz derivativa D%, se podra descomponer de lasiguiente forma[9]:

e u
0i=¢ (1i8) |
& f
9<&,f¢> {foy¢)u
o oA/ 3-3
e by 6 &3

DD [ D
o
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Tablall

Coeficientes derivativos

Dy
m dm am bm On
+1 -0,5 +0, 5 -0,5 +0,5
0 0 0 +1 -1
-1 +0, 5 -0,5 -0,5 +0, 5
D,
+2 +0, 08333333 -0, 08333333 +0, 31100420 -0, 02232910
+1 -0, 66666660 +1 -0, 95534180 +0, 37799150
0 0 0 +1 -1
-1 +0, 66666660 -1 -0, 37799150 +0, 95534180
-2 -0, 08333333 +0, 08333333 +0, 02232910 -0, 31100420
D3
+4 -0, 00034243 +0, 00034243 +0, 00323383 -0, 00003626
+3 -0, 01461027 +0, 01461027 +0, 15484130 -0, 00135798
+2 +0, 14518960 -0, 14655930 -0, 66832240 +0, 02241336
+1 -0, 74512390 +1, 32588200 +1, 06170300 -0, 24312510
0 0 0 -0, 77356160 +0, 77356150
-1 +0, 74512390 -1, 32588200 +0, 24312510 -1,06170300
-2 -0, 14518960 +0, 14655930 -0,02241336 +0, 66832230
-3 +0, 01461027 -0,01461027 +0, 00135798 -0, 15484130
-4 +0, 00034243 -0,00034243 +0, 00003626 -0, 00323383
Dy
+6 -0, 00000084 0, 00000084 -0, 00001828 0, 00000004
+5 0, 00017221 -0, 00017221 0, 00364039 -0, 00000814
+4 0, 00222407 -0, 00222407 0, 06925882 -0, 00005683
+3 -0, 03358057 0, 03357721 -0, 40989710 0, 00196786
+2 0, 19200100 -0, 18310480 0, 88603190 -0,01834161
+1 -0, 79301810 1, 56102200 -0, 95838360 0, 15193070
0 0 0 0, 54485980 -0, 54485980
-1 0, 79301810 -1,56102200 -0, 15193070 0, 95838360
-2 -0, 19200100 0, 18310480 0,01834161 -0, 88603170
-3 0, 03358057 -0, 03357720 -0,00196786 0, 40989700
-4 -0, 00222407 0, 00222407 0, 00005683 -0, 06925883
-5 -0,00017221 0, 00017221 0, 00000814 -0, 00364039
-6 0, 00000084 -0, 00000084 -0, 00000004 0, 00001828
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donde los subindices de cada una de las submatrices recorreran |os siguientes conjuntos

devalores: kol =1,..., 4N, Kk l1 = 1,..., 2n,, ¥ ko,lo = 1,..., Ny

El vector [v], compuesto por los coeficientes de la DWT de la funcion f(x) que
queremos derivar, sobre el que actlia la matriz D?, tendré sus elementos distribuidos de

lasiguiente forma:

2 2

[V] = [af’as""’a4nz-1’a4nz]

1 41 1 1 1 (3-35)
° [ai’az"" 2n na b1 bz! ) ’b2nz—l’b2nz]

o [a%,a%, a0 a2 b0,b0, b0 b0 | alal,al ek | bbbl bl b ]

El aspecto o apariencia que toma esta matriz 1o hemos representado en la figura
3.2, donde sdlo se han dibujado los elementos distintos de cero, cuyo nimero depende
del tipo de funcion wavelet que estemos utilizando, tal como indicaba la expresion (3-
32). A medida que aumenta el orden de la funcion wavelet (es decir, el nimero de
momentos evanescentes M) aumenta el nimero de coeficientes distintos de cero, o que
produce que las “bandas’ sobre las que se sitlan dichos elementos sean mas anchas. En
la misma figura se ha representado la matriz derivativa de nivel J = 2 utilizando
wavelets de Haar donde se puede observar que las bandas tienen tres elementos distintos

de cero, como indicaba la expresion (3-33).

Figura 3.2.: Aspecto de la matriz derivativa de orden J = 2, utilizando funciones wavelet de Haar.
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Aunque esta forma de representar la matriz derivativa resulta muy sencilla de
construir, independientemente del nivel de resolucién que deseemos, presenta, sin
embargo, dos grandes inconvenientes. El primero se refiere a su tamafio. Debido a la
disposicion de las submatrices que constituyen la matriz derivativa D’, a medida que
aumenta el nivel de resolucion J, sus dimensiones aumentan considerablemente. Si en e

nivel de resolucion j = 0 tenemos n;, coeficientes, para un nivel de resolucion J3 1 la

dimension de lamatriz D’ sera |(2°* - 2)wn, | |27 - 2)n,|

El segundo problema y mas importante se refiere a la disposicion de los
coeficientes de la DWT dentro del vector v. Con esta distribucién no es posible aplicar
dos veces consecutivas la matriz derivativa sobre e mismo conjunto de coeficientes v',
lo que nos obliga a tener que reconstruir y descomponer la funcién f(x) cada vez que se
quiera derivarla. Esto representa un problema ala hora de resolver de forma iterativa en
el tiempo las ecuaciones (3-10), porque cada vez que tengamos que calcular la derivada
espacial de uno de los campos necesitamos, en primer lugar, aplicar la DWT para
descomponerlo y obtener sus coeficientes, aplicar la matriz derivativa, y después
necesitamos aplicar la IDWT para reconstruir el campo y poder volver a descomponerio
en la siguiente iteracion. Todo esto implica un aumento en € tiempo de computacion

requerido para resolver nuestro problema electromagnético.

Existe otra alternativa para construir la matriz derivativa D”, que evita los dos
inconvenientes expuestos anteriormente, y que consiste en descomponerla combinando
funciones de escala y de wavelet de distintos niveles [21]. Por gemplo, la matriz

derivativade orden J = 2, D%, , se descompone de esta manera:

> U
Ry (3-36)
e

1
k

67



FORMULACION

donde, s €l espacio esta discretizado en n, puntos, los subindices de cada una de las
submatrices recorren los conjuntos de valores: kp,l2 = 1,..., 4N, Ky, l1 = 1,..., 2n,, y Ko,lo =
1,..., n, y los coeficientes que constituyen el vector v sobre € que actia la matriz

derivativa se distribuyen de laforma siguiente:

2 2

[V] = [af,aﬁ,---,a4nz_l,a4nz]
o [ahal,,al, pak, | bhbL bl bt = (3-37)

0 [af;ag;"‘ n 1! bl bgi n 1’ bl b;-’ ’ b;nz-l’b;nz]

De este modo, e tamafio que adquiere la matriz derivativa D’ es inferior a que
teniamos anteriormente. Ahora, para un nivel de resolucién J, la dimensién de la matriz

es[2™n,]” [25n,], que es sensiblemente inferior al obtenido en el caso anterior.

La otra ventgja de organizar la matriz de esta forma esta la distribucion de los
coeficientes de la DWT dentro del vector v. Ahora si es posible aplicar de forma
reiterada la matriz derivativa sobre el mismo conjunto de coeficientes, |o que facilita su
utilizacion dentro de las ecuaciones (3-10) ya que no es necesario recomponer y

descomponer los campos en cada iteracion para calcular su derivada.

L os elementos de las submatrices formadas a partir de funciones de escalay de

wavelet de distinto nivel se calculan mediante la DWT [9]. Por gjemplo, en la ecuacion

(3-36), los elementos de la submatriz [<y Lf G?> <y Ly CE>J se calculan aplicando la

o gty
DWT alasfilas de [<y Lf ,¢>J, mientras que |os elementos de la submatriz &)--- .. (se

calculan aplicando la DWT alas columnas de l<f 1y ,¢>J.
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Debido a sus ventajas, hemos escogido esta segunda opcion para construir la
matriz derivativa e implementarla en nuestros agoritmos. Asi, para un nivel de
resolucion j = O utilizamos la matriz derivativa formada por las funciones de escala de

resolucion O:

2
I

{Fo.56) (3-38)

™ D> D> (D~
[«o 1Y ey e end

Si queremos aumentar un nivel de resolucion, introducimos las funciones de

wavelet de nivel 0, con lo que se obtiene la matriz derivativade nivel 1:

e e

Y si deseamos aumentar alin mas la resolucion, afiadimos funciones de wavel et

de nivel 1 obteniendo de estaforma la matriz derivativade nivel 2:

D§=§<y8,f ¢ <yk,y ¢‘> <yk,y ¢>

&Y « Q (3-40)
Sy rE) iy e) iy

Al igua que antes, e aspecto de estas matrices depende del tipo de wavelet
empleado y del nivel de resolucion. En la figura 3.3 se puede observar la apariencia que
toma esta matriz para tres niveles de resolucion utilizando wavelets de Haar.
Unicamente se han representado |os elementos distintos de cero. Se puede observar una
diferencia clara con respecto a la disposicion de estos elementos en la matriz anterior
aungue vemos como los elementos de la matriz también estan distribuidos en bandas,
cuya anchura aumenta con €l orden de la funcién wavelet empleada (es decir, € nimero
de momentos evanescentes M).
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B N
.a.. | .::. b
ER B 1S
.... | .::. il
e &
PO S
a::. |....
ETV N S
‘e | ‘et
Hoop
e | RPN
. i) e

(b) Nivel deresolucién j=1

. T ees "eleae’ ‘ "
Teles TR I TTeee,

Tele, i) BRI
:..’.. """" .:4:....:
YIS H 7

el el e,
PO+ P N Y
o b .t
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el Tin | G

o o
AT )

(c) Nivel deresoluciénj=2

Figura 3.3.: Aspecto de la matriz derivada para tres niveles de resolucion empleando funciones wavel et
deHaar.
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3.2.2.- Desarrollo del algoritmo con funciones de escala

Si los campos se desarrollan utilizando Unicamente funciones de escala de
resolucion J, € algoritmo descrito por las ecuaciones (3-10) quedaria de la siguiente

forma:

n+% f J_n-% f J Dt 1 J )l(W f J _
[P =T - S <o RIE] (3-41.1)

n+1 f .]_n f J Dt 1 J >?+% f J _
[E]="[e'] - ?E[d e fme ] (3-41.2)

donde la expresion n[Ff]J representa el vector de coeficientes de escala de la

componente F del campo (Ex o Hy) en e instante t = nDt, que da lugar a la

reconstruccion de nivel J.

El aspecto de la matriz derivativa es esta situacion es andlogo a de la
representada en la figura 3.3.a (Unicamente la anchura de las bandas podria variar, s
utilizamos wavelets diferentes). Observando esa figura, podemos ver que los
coeficientes estan distribuidos a lo largo de una banda (cuya anchura dependera del tipo
de wavelet empleado), fuera de la cual los coeficientes son nulos. Esto hace que a la
hora de actuar sobre el vector de coeficientes [v], €l resultado sea equivalente a aplicar
sobre ellos un esquema en diferencias finitas (de hecho, s 1as funciones son las de Haar,
el esqguema es andlogo a tradicional FDTD de Yee). Esto permite implementar los
algoritmos de una forma més eficiente debido a que no es necesario reservar memoria
para almacenar las matrices derivativas (s0lo es necesario disponer de los coeficientes
derivativos correspondientes) y en € célculo de la derivada no interviene la
multiplicacion matricial. De esta forma, el esquema para este nivel de resolucién

expresado en las ecuaciones (3-41) quedaria como:

41 1 Dt o
“eyf="EHf . 2t A gInES 342.1
' ' m><Dz6m1 mon ( )
TSR - WL TP (3-42.2)
exDz -,
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3.2.3.- Desarrollo del algoritmo con funciones de escala 'y de wavelet

Si queremos aumentar la resolucion espacial de nuestro problema con respecto a
la situacion anterior y elevarla un orden, esto es, resolverlo para nivel J+1, afladiremos
al esquema anterior los coeficientes de las funciones de wavelet de nivel J, e
incluiremos en la matriz derivativa los términos correspondientes. De esta forma, el

algoritmo descrito en (3-10) quedaria representado del modo siguiente:

n+l J+l n-i J+ , | N J+
*éH'U_ éH'U Dt 1éd’ ig’uéE'Uu
Gpl = &0 " TE vl e (3-431)
él’ @ g mDza ta“( & g
n+l J+1 n J+l , N+t U+
éE'U _éE'U Dt 1éd’ :ig’u ‘éH'u
el &l o5& ol Gl (3-43-2)
et 0 et 0 e a’g ela
donde la expresion:
"erf "
é_, ( (3-43.3)
e G

representa el vector de coeficientes de escalay de wavelet de nivel J de la componente

F en el instante t = nDt, que, al reconstruirlos, dan la aproximacion de nivel J+1.

Ahora, la matriz derivativa adquirira el aspecto dado en la figura 3.3.(b), donde
se puede observar como las submatrices que la constituyen tienen también sus
elementos distribuidos en bandas de la misma anchura. Si aplicamos esta matriz a
vector de coeficientes (3-43.3), € resultado es equivalente a aplicar un esguema en
diferencias finitas similar a anterior para cada conjunto de coeficientes de escalay de

wavelet. Asi, € conjunto de ecuaciones (3-43) quedaria como sigue:

L= D8 42 A 00 E (3-44.)
mZ g m u

MHY =Y - A bl +QalE, ! (3-44.2)
mDz &, u
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e

Dt éo +1 o +1 u
R P, 443

exnga m i

nHly _npy Dt éo I+ o o] an+d 1y u
Ei - Ei - @. bm Hi-m+aam Hi-ml:j (3_444)

Oz 67, u

m

Ahora, en vez de obtener directamente e valor real de los campos, hemos
calculado los coeficientes de escala 'y de wavelet de la solucion final. Para encontrar €l
valor real debemos realizar un proceso de reconstruccion a partir de dichos coeficientes.
Este proceso se realiza mediante la IDWT. Si en el caso anterior la resolucién espacia

erade Dz/2’ , en este caso, después de la reconstruccion, obtenemos el doble de puntos

de muestreo con una separacion de Dz/2°** | es decir, la mitad.

3.2.4.- Ejemplo de aplicacién del algoritmo en multirresolucion

Es importante destacar que €l incremento de resolucién puede limitarse a la
region del espacio que nos interese. Para ello, basta con incluir los coeficientes de
wavelet sblo donde sea necesario y considerarlos nulos en e resto del dominio de

simulacion. Por jemplo, consideremos una region del espacio como la representada en

lafigura3.4.
Alta resolucién Baja resolucion
.|.|.‘.‘.|.|.|. L | @ | ] ‘ [ ] ‘ L
| Wavelet v |
+
| Escala ¢ | Escala ¢ |

Figura 3.4.: Dominio de simulacién dividido en dos regiones de diferente resolucién.
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En esta figura vemos que e dominio de simulacién se ha dividido en dos
regiones de diferente resolucion. La parte derecha de este dominio corresponde a una
zona de baja resolucion y por lo tanto en € algoritmo sdlo se incluiréan los coeficientes
de escala. Por € contrario, la parte de la izquierda la hemos considerado de resolucién
superior, y por lo tanto, en e algoritmo se incluirdn los coeficientes de wavelet. Las
ecuaciones del algoritmo expresadas en (3-43) se deben modificar eliminando los
coeficientes de wavelet correspondientes a la zona de baja resolucion, de modo que las

ecuaciones de actualizacion del algoritmo quedan de la siguiente forma:

mgr 9T+ Bt - J7+1 _ | Qa7 - 7+1
|
H? H? . d’ oy’ E?
- L N (3-45.1)
Y H Y H Az | Y
ﬂ.)' | a_f
0 0 I 0
n+lr 7+ o = J+1 - | b n+%- .7+1
|
E? g ol d- | }/J H*?
. RS - (3-45.2)
EY Y e Az o HY
|
0 0 p | 0

donde se puede apreciar que la actualizacion de los coeficientes de wavelet en la zona
de alta resolucion se produce debido al acoplamiento que existe entre los coeficientes de
escalay de wavelet.

En lafigura 3.5 hemos representado la propagacion de un pulso gaussiano en un
dominio de simulacion como el descrito en lafigura 3.4. El espacio de ssimulacion tiene
una longitud de 1 m, y lo hemos discretizado dividiéndolo en 200 celdas. Esta
discretizacion da lugar a una resolucion espacial de Dz = 5 mm correspondiente a nivel
de resolucién minimo, es decir, paraj = 0. De este modo, la reconstruccion de los
campos en la zona de ataresolucion (j = 1) dara lugar a una separacion entre |os puntos
de muestreo de Dz/2 = 0,25 mm. El pulso introducido tiene su centro a 0,4 m de la
separacion entre las dos regiones y tiene una anchura de 20Dz. En las figuras 3.5.a-C se

observa la propagacién del pulso en la zona de baja resolucion, hastallegar ala posicion
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de separacion entre las dos zonas. En la figura 3.5.d se puede apreciar cdmo al pasar de
una zona a otra se obtiene una mayor resolucion espacial del pulso, debido a aumento
en la densidad de puntos de muestreo.

Detalle dela zona
detransicion

025 0. 045 0.5

Figura 3.5.: Propagacion de un pulso gaussiano. EI dominio de simulacion esta dividido en dos
regiones de diferente resolucion.
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3.3.- FORMULACION 2D

Consideremos la situacion en que ni € campo electromagnético ni la estructura
que estamos modelando presentan variacion en una de las coordenadas espaciales, por
giemplo, que no haya dependencia respecto a la coordenada y. Esto significa que las
derivadas parciales de los campos respecto a la coordenada y son nulas, y que la
estructura se extiende de forma indefinida alo largo del e y. En esta situacion, las seis
ecuaciones escalares de Maxwell en un medio lineal, homogéneo, isdtropo y no
dispersivo, descritas en (3.1) se reducen a dos conjuntos de ecuaciones independientes

entre si, en cada uno de |os cuales intervienen Unicamente tres componentes del campo:

By _ mH

So=mi (3-46.1)
% _. m'":]*tz (3-46.2)
ﬂ;'zx : ﬂ:;: :eﬂ;v (3-46.3)
% - e% (3-47.1)
sz _ eﬂﬂ% (3-47.2)
111ITEZX ] ﬂﬂiz _. m'";ly (3-47.3)

El conjunto de ecuaciones (3-46) donde solo intervienen las componentes E,, Hy
y H; se denomina “modo transversal magnético” (TM) y e conjunto de ecuaciones (3-
47) donde solo intervienen las componentes Hy, Ex y E, se denomina “modo transversal
eléctrico” (TE). Se denominan asi porque en e modo TM e campo magnético es
transversal aladireccion en la que no hay dependencia, ladireccidn y en este caso, y en
el modo TE, lo es el campo eléctrico. En las ecuaciones (3-46) y (3-47), se puede
observar gue las distribuciones TE y TM son completamente independientes, por |o

tanto, pueden existir simultaneamente sin interaccionar entre si.
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Por gemplo, vamos a analizar la propagacion en un medio homogéneo, lineal,
isétropo y no dispersivo de un modo TM en dos dimensiones descrito por € conjunto de
ecuaciones dado en (3-46), donde los campos varian Unicamente en €l plano XZ. El otro
modo TE se podria estudiar de forma andloga, intercambiando E-H, y emen las

ecuaciones.

Del mismo modo que se hizo para la formulacion en una dimension,
desarrollamos cada una de las componentes de los campos utilizando un conjunto de
funciones ortonormales de escala y de wavelet en las variables espaciales f (x) y y (X),
con X = X, z, y funciones pulso h(t) en la variable temporal. De acuerdo con las
propiedades descritas en las expresiones (2-18), e espacio L(R?) se desarrolla de la

siguiente forma[54]:

L*(R?) = (s, Awg Awg Awg A--)A(sh Awg Awg Awg A--) - (3-48)
donde S'ip y W !ip representan los subespacios de L*(R) definidos en e capitulo
anterior, cuyas funciones base son las funciones de escda y de wavelet
unidimensionalesf (x) y y (x), respectivamente.

De estaforma, utilizando las funciones ortonormales siguientes

X

fJ(x) =2 (2’ D k) (3-49.1)
i) =22y (91 X i

Yy (xX)=2% (2 x k) (3-49.2)

h,(t) = h(é- n) (3-49.3)

las componentes del campo el éctrico y magnético se desarrollan como sigue:
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Ey(x,z,t):é
Hx(x,z,t):é
H, (X, zt) :é

¢ ad BT+ U
ik

é é g O O flyq u
@"'aaaa;Ei,k fip(X)YS(Z)"'lEI
@ p=0g=0 i k u
& &% a8 neynt prorearn 000 (3-50.1)
é+aaaa yEi,k yi(x)fk(z)"'l]
é p:Oq:O i k u
FaaaajEdyI oy Y

8 p=0g=0 i Kk H
AN T+ Y

ik

é g g 0O O n+i fRa l;'
etddadad <Hix fip(X)YS(Z)"'l}
€ p=09=0 i k u
é g g o O n+% ya p q |:|>hn+% (t) (3'502)
etaaaa Hix Vi (X)f (D +y
é p:Oq:O ik |:|
é n+i q U
sraaaaHY Y i@
@ p=0g=0 i k u
¢ AAMHIT+ U
& i« y
€ g g O O n+i fRa u
etaaaa "H Ty (D
@ p=09g=0 i k u
€ 34 o0 o N+l oy e g a l:|>hn+%(t) (3'503)
gtaaaa :Hi y LD
é p=00g=0 i k U
X ¥ ¥ p
e n+d q U
saaaaHdy oy g
e p=09g=0 i k u

donde los indices p y g indican € nivel de resolucion de las funciones de escala 'y de

wavelet, y los indices i,

k y n se corresponden con las coordenadas espaciales y

temporal mediante x=iXDx, z=kxDz y t=n>Dt, siendo Dx y Dz los intervalos de

discretizacién espacial en lasdireccionesx y z, y Dt la discretizacion temporal.

De esta forma, las funciones base del espacio L%(R) se forman a partir de la

combinacion de funciones de escalay de wavelet unidimensionales. Por sencillez en la

notacion, se pueden definir las siguientes funciones de escaa y de wavelet

bidimensionales;
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sk (%2 =f ()% (2) (3-51.1)
$¢ (62 =fP(x)y (2 (3-51.2)
g (%2 =y "% 1(2) (3-51.3)
g (%2 =y "% {(2) (3-51.4)

En lafigura 3.6 se han representado las funciones definidas en (3-51), cuando f

y'y son funciones de Haar (waveletsD;) y p=q=0.

Xy Plalpiy]

o
;
;
s
s
=
3
A
n

Figura 3.6.: Funciones wavelets de Haar 2D

Introduciendo las expresiones (3-50) en las ecuaciones (3-46) y muestreando con

hna(t) ¥ hn+2(t), Oobtenemos e siguiente conjunto de ecuaciones que definen nuestro
algoritmo:
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1 p=bp=d y @ p=bp=d 1 p=bp=d

i I L i 3 n I 3 n i : IR.Q 3
(z°¥) %\% afmrnwwwwim é,ﬁim,imfwwwwfﬁ XY g %@fNWWNiN %) 4 6.6 Emfww o
- i b pg=d i p=fp=d t p=fp=d .HHNm_.m.
- _an&,éaw; EEEWWNN (%) 44 s a;ﬂmw WWNWIN ) and i ,%QEPQWNNWIN ¥) fmﬂ zmmrnww Mm+
) ¥ 1 p=bp=d . n=bn=d . i p=bp=d . 0=Bp=
(£26-£) +(z%) sﬁm aﬂm NNWWT@QWF%%?@ NNWN (z°%) 4 ﬁ N ?m WNNWL;N ¥) 4 : :.m NWWNH
t =8 g=d 1 op=0p=d ¥ 1 p=bp=d

1 op=Bp=d
I_MN Kvbaug g gmﬁ+nwwww AN R.v 3.3 ;us.m_.:nwwww ANnKU pgwmhbauﬁw.m_.?z NNWWuTAN Kv ﬁﬁh auﬁ.m_.ﬁn w

BN

i =bp=d i 0=b o=d 1 op=bp=d n=0 H‘..
?Nﬁxu,ésmbéam NNNNL;NQU,ésm,ﬁsmaNWWN+ANJ&3W“ Sam NNNNTMN x) : %:?mL,NNNN o

) i b p=d i =R i p=bp=d ) ) FI
e —(Z9) s W ], bk 0 8 IAH L LR (2 At g H L NNNNLN 0 gt i, KK =

778-€ > > o
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L os sumatorios de las ecuaciones (3-52) en los que intervienen los indices p y q,
correspondientes a nivel de resolucion de las funciones de escala y de wavelet, se
pueden truncar tomando un nimero finito de términos. Por sencillez en los desarrollos,
vamos a considerar que € nimero de términos en ambos sumatorios es e mismo. De
esta forma, s tomamos J-1 términos en dichos sumatorios, |0 que se obtiene es una
aproximacion de nivel J. Asi, las ecuaciones (3-52) se pueden reescribir de forma

abreviada como sigue:

"I (x,2)=" H2 (6 2)+ D T0E (x, ) (353.1)
mYz

n+%H; (X, z):n'%H ; (X, Z) - ElnE; ()(’ Z) (3-532)
m 91X

Dteﬂ n+i

E, (X 2)= EV(XJH?%E HY(X,2)- ﬁ "iH 2 5 (X z) (3-53.3)

H

donde "F’, representa la aproximacion de nivel J de la componente x del campo F en el

instante de tiempo t = nDt.

3.3.1.- Desarrollo con funciones de escala

Las ecuaciones descritas en (3-53) también se pueden representar de forma
matricial. S consideramos un Unico nivel de resolucién utilizando Unicamente

funciones de escala de nivel J, las ecuaciones del algoritmo seran las siguientes:

[Hff ]J n- [Hff] LD g [Eff] (3-54.1)
i YL ] T %% gl ] (3-54.2)

n+l Dt eﬂ n+i J ﬂ n+l
L e e A L I (3543)
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donde n[FXff ]J :[“Fiflj ]J (con x = Xy,2) representa la matriz formada por los

coeficientes de escala de la componente F4 en € instante t = nDt, y que da lugar a la

reconstruccion de nivel J.

En estas ecuaciones tenemos un operador derivada para cada una de las
coordenadas espaciaes. Por |o tanto, se pueden construir dos operadores derivativos de
resolucién J del mismo modo que se hizo en (3-38). De esta forma, las dos matrices

derivativas vendran dadas por |as siguientes expresiones:

0 € u ¢ y

W°Di=g {F200.F (%) g:&g dy, 3 (3-55.1)
g ¢ g ¢

0 é u e y

E"Di:g {21 ¢(2) 3253 d;, 3 (3-55.2)
e ¢ g ¢!

Es muy importante tener en cuenta la disposicion de los el ementos en la matriz
n[FXff ]J para poder calcular las derivadas. En nuestro caso tenemos que las filas

representan la coordenada x y las columnas representan la coordenada z Esto es
importante a la hora de evaluar la derivada espacia, porque dependiendo de la
coordenada, la matriz derivativa actuara sobre las filas a derivar respecto de la
coordenada z [D;] o bien actuara sobre las columnas a derivar respecto de la
coordenada x [Dy]. Esta operacion se debe realizar tantas veces como filas, o columnas,

haya. En la figura 3.7 tenemos un esquema con la distribucion de los elementos de la
matriz n[FXff ]Jy hemos indicado € modo de seleccionar los coeficientes segun qué

coordenada se quiera derivar.

Al igua que sucede en € caso unidimensional, €l hecho de que para el nivel de
resolucion base la matriz derivativa esté formada Unicamente por una banda de anchura
limitada hace que podamos reescribir e agoritmo, solo en € nivel base, como un
esquema en diferencias finitas. Asi, las ecuaciones expresadas en (3-54) quedarian de la

siguiente forma:
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UL 2 S B A (3561
I D A E, (3562)
[Iél ] +1 () +1 u
MEN=TEN F—a—a daTEH - =g di"H G 3-56.3
y —ik yTik egDZ% m x''ik-m Dxam. m z |-m,kH ( )

X

Figura 3.7.: Representacion dela matriz |_F)If J La derivada se calcula por filas o por columnas
dependiendo de la coordenada respecto a la que se deriva.

3.3.2.- Desarrollo con funciones de escala y de wavelet

Si se quiere aumentar la resolucion de la solucién obtenida a partir de las
ecuaciones (3-54), se pueden introducir en los desarrollos funciones de wavelet. Por
claridad en la exposicién, vamos a introducir funciones de wavelet de nivel J en los
desarrollos de ambas coordenadas. De esta forma lo que se obtiene es una solucién de
nivel J+1.
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Con €l fin de expresar las ecuaciones del agoritmo en forma matricial vamos a

definir las siguientes submatrices:

TR =R (3-57.1)
B S e W (3-57.2)
TR = ey (3-57.3)
TR =Ry (3-57.4)

donde x = x,y,z. Estas submatrices estan formadas por los coeficientes de escalay de
wavelet en cada una de las dos coordenadas de la componente Fx en el instante t = nDt,
y que dan lugar a la reconstruccién de nivel J+1. Por ejemplo, los superindices F™Y
indican que se han utilizado funciones de escala para la primera coordenada (X) y
funciones de wavel et parala segunda coordenada (2). El algoritmo estara formado por €l

siguiente conjunto de ecuaciones:

-0 T 0 P G0 B G VY ) B
e o - ¢ g o+l g o (358.1)
dol bl gl kel ™ de] ek

B B e B S =1
u u

& . é u ¢ (3-58.2)
dirl fely del e

é
& U
“der]l [k

+ +. n + A u ¢
el B e B 8T ) bl
= ;= X . +—e U \97v0-
RN O D I G T R T
e 1€ .
e " dl bl g
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Ahora las matrices derivativas se deben modificar incorporando funciones de
escala y de wavelet de nivel J de la forma mostrada en (3-39). Como resultado
obtenemos | as siguientes matrices:

+ e:<f;’f|@>;<fri’y|@>@ 1€y g, U

J+1 _ | =_ A Mo Ml -

D" = gyi,f|¢><yr‘]n,y.‘f>g_ ngbrfm A, H N
+ e:(frf],f|(|9> <frf1!yl(ﬂ>g 1éd,, 19,0
J+1 L W A | Ao T -

D™ = 9yfn,f|¢> <y Y |(E>E Dx gbrfn ar:],l H 3552

Para calcular la derivada debemos aplicar las matrices derivativas Dy y D, alos
coeficientes de las submatrices [Fx” J,[Fxfy J [nyf J [nyy J Hay que tener en cuenta que las

matrices derivativas actlan sobre el vector de coeficientes de escala y de wavelet

ordenados de la siguiente forma:

gl)(_n

(3-59.3)

MD> D3 D> D~
o i enly ey g

(o
[

Entonces, dado que tenemos coeficientes de escala y de wavelet en las dos
coordenadas X y z, esta ordenacion se debe hacer dependiendo de la coordenada respecto
a la que estamos derivando. Por gemplo, s estamos derivando respecto de X, los
coeficientes de este vector |os hemos organizado colocando |os coeficientes de escalay
de wavelet de la coordenada x de este modo:

ﬂ éF)If ]l;ljﬂ é [;j é[F;f ]l;IJ+1

ﬂ_‘? q =L o U8 (3-60.1)
g ! ]Hcolumnas é Q ng ]Hcolumnas
ény uJ+1 é [;j g[ny ]uJ+1

ﬂi‘i—‘ =¢ oy U< (3-60.2)
: Fyy ]Hcolumnas é Q QF))(/Y ]Hcolumnas
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Si derivamos respecto de z, los coeficientes |os organizamos de este otro modo:

ﬂ é[F)If ]UJ+1 é u é[F)If l:I.]+1
_g e J+1 |-:/| ~ l;I -
1z gny ] é D, l,ngny N (3-61.1)
Hfllas 6 g X Hfilas
é[F;lf ]l;IJ+1 é u é[F){f-l:lJJrl
Te 4 =& pm 0E U (3-61.2)
“dok, & ade
X ]Hfllas g g FX ]Hfllas

En la figura 3.8. hemos representado una distribucion de las submatrices
[FX” HFXfy J,[nyf J,[nyy J que ayuda a organizar los coeficientes para e céculo de las
derivadas. Segun esta distribucion de coeficientes, la derivada respecto de x la

calculamos ordenando la matriz por columnas para formar e vector (3-59.3), mientras

gue la derivada respecto de z |a calculamos ordenando la matriz por filas.

S
s

!iur 1 ¥7 4 i
bl Ox

xY

Figura 3.8.: Ordenacion de las submatrices |_F;f J,l_F:y J,l_F}(’f J,l_F}(’y J parafacilitar el calculo dela
derivada respecto de cada una de las coordenadas.
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Una vez que disponemos de todos |os coeficientes, el valor real de los campos en
cada punto del espacio se calcula utilizando la Transformada Inversa en Wavelets de
dos dimensiones (DWT,p), descritaen el apartado 2.3.1

El agoritmo descrito en las ecuaciones (3-58), con dos Unicos niveles de
resolucién (escala + wavelet), se puede reformular y expresar como un esguema de
diferencias finitas, debido a la distribucién en bandas de los coeficientes derivativos
dentro de las matrices derivativas Dy y D, mostradas en (3-59). De este modo, €

algoritmo estaria dado por el siguiente conjunto de ecuaciones:

ned g _ndope DU L € g o gnfy U
ink_ in,k +EEga dmyEi,k-m +agmyEi,k-m8 (3'62-1)
m m
n+l gy _n-1 gy Dt 1 éo J neff o _ Jnpfy u
Hiix=Hix +——aa bunyEntaanyExmg (3-62.2)
m DZem m u
n+i yf _n-i yf Dt 1 éO J npyf o] J npyy u
in,k— in,k t——a dmyEi,k-m"'agmyEi,k-mL’j (3-62.3)
m DZem m u
N+ 1yy _n-i vy Dt 1 éO J npyf o J neyy l]
;Hi,k - ;Hlk +__@. bmyEi,k-m-'-aa'myEi,k-m[_,j (3_624)
mbuzegn m u
ned opf _nd e DEL €o 5 e 2 _J npyf u
(H = Hi - ——aa dnyE e ta Iny Bl iy (3-63.1)
m D)(em m u
n+t yf _n-i fy u 1 éO J neff o] J npyf U
(Hi = Hix - ——aa bnyElmctaanyElnkyg (3-63.2)
m DXem m u
n+l gy _n-1 gy Dt 1 éo J np=fy o _Jnpyy u
cHix=Hii - ——aa dnyEln T InyE iy (3-63.3)
m DXem m u
n+i vy _n-1 vy Dt 1 éO J ne=fy ] Jneyy l]
;Hlk - ;Hlk ___éa bmyEi-m,k+aamyEi-m,ku (3-634)
m D)(em m u
é1 €o an+d o g Q _gn+l gy u u
DtéDZgadm ;Hi,k—m+agm ;Hi,k—ma_l:l
BBt g L ; g (3-64.1)
| C €81 &g gnelp g Q _gn+l u
A yf -
e_éadm zzHi-m,k+agm ;Hi-m,kl_,j l,-:l
eDXE‘m m uad
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el éO Jn+l ff Jn+d fy u |:|

éDZéabm )?Hik m+aam ;Hlk-ml_’]_lf]

ity —npfy +Eé €m m uyg
yEik —yEik ~ v
e el €o 1 o 1 u u

~ < Jn+ fy Jn+ vy U >

e"DXeadm H e tagn §Hi-m,ku u

eAem m u a

el éo g+l yf o _gn+l vy u u

éDZéadm ;Hi,k-m+agm ;Hlk m[_’]_l:]

gyt —npyt  DLgtZEm m U g
y —ik y ik e él €o Jn+% if Jn+% v ug
Dxéabm ZHi-m,k+aam ZHI mkul’-:I

eAem m ua

el €o Jn+s += l:l l]

3 yf an yy Y_°

GE bm ;Hi,k—m+aam ;Hlk—mu u

n+1E_yz :nE'yz +Eé €m m u G
y - y -1, A <7
e €1 é u u

A ~ Jn+ fy [o] Jn+ vy , "

e bm ZZHI mk+aam ;H| mk ) l;I

eDXem m u u

(3-64.2)

(3-64.3)

(3-64.4)

Si se desea aumentar alln mas la resolucion de la solucion, se pueden introducir

en el algoritmo nuevas funciones de wavelet de nivel J+1, obteniéndose una solucién de

nivel J+2. Ahora, las componentes del campo electromagnético se desarrollan mediante

las nueve funciones de escalay de wavelet siguientes:

S (x2) =t (%)% (2)
s (2= (¥ ] (2
§¢ (%2 =1 (0% "(2)
3. (x2) =y ()4 (2)
$0 (x2=y (0¥ (2
$0 T (x2)=y ()Y (D)
g (%2 =y 0% (2)
g (%2 =y (0% ) (2)

g (%2 =y )y [ N(2)

(3-65.1)
(3-65.2)
(3-65.3)
(3-65.4)
(3-65.5)
(3-65.6)
(3-65.7)
(3-65.8)

(3-65.9)
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El algoritmo queda descrito por €l siguiente conjunto de ecuaciones:

n+l [H X]J+2 _n} [H X]J+2 4 %%n [Ey]J+2 (3-66.1)
n+i [H Z:|J+2:n-%[H z]:J+2 ) %%n [Ey].l+2 (3-662)
n+1[Ey]J+2:n[Ey]J+2 +%g%n+§ [H X]J+2 ) %m; [H Z]J+2g (3-66.3)

donde la matriz "[F,]”? estd compuesta por los coeficientes del desarrollo de la
componente F, en términos de las nueve funciones base (3-65), en €l instante t = nDt, y
que dan lugar a la reconstruccion de nivel J+2. La organizacion de estos coeficientes

dentro de la matriz esta representada en lafigura 3.9

-
z
T 4] T T I+
o ¢ w ¢y
Jﬁ'J T3 T I+
1/ 4 Vo ' B
oz
5,
ox
J+1 .E.J J+1] J+1| JH
ir | 15 1rr :J’r L ¥Td

Figura 3.9.: Distribucion de los coeficientes dentro de la matriz [Fy]
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J+2 J+2

Las matrices derivativas Dy “y D, “ se construyen de la forma indicada en (3-

36). De este modo, para cada coordenada tenemos la siguiente matriz:

1 o D;(1+2 _ g<yij,f¢><yk’y¢> <ykj’y(|§+1> u (3.67.0)

J+1

Pinre) iy )y ity e
CON X = X,Z.

Estas matrices actlian sobre |os coeficientes de escalay de wavelet del desarrollo

ordenados, para cada coordenada, de la siguiente forma:

g)(_a

(3-67.2)

D> (D> (D> (D> (D> (D~

O

(N
caoNnoNnonononoNn oy

C@)
(&
+
[iN

Esto significa que, la derivada de la componente F, respecto de x se calcula
multiplicando la matriz derivativa D" por e vector de coeficientes (3-67.2) que
resulta de tomar las columnas de "[F,]™*?, mientras que la derivada respecto de z se

J+2

obtiene a multiplicar la matriz derivativa D, por € vector de coeficientes (3-67.2)

formado por las filas de "[F,]*"

3.4.- FORMULACION 3D

Cuando € problema que estamos analizando no presente ningln tipo de simetria
que permita considerar nula la variacién de los campos respecto de alguna de las
coordenadas, entonces, para abordarlo, debemos recurrir a conjunto formado por las
seis ecuaciones escalares de Maxwell mostradas en (3-2). Del mismo modo que se hizo

anteriormente, cada una de las componentes de los campos es desarrollada en las
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variables espaciales utilizando funciones de escalay de wavelet (f (X) y y (X), con x = X,
Yy, 2) y funciones pulso h(t) en la variable temporal. Las funciones de escalay de wavelet
tridimensionales se construyen a partir de las funciones de escala'y de wavelet en una
dimension teniendo en cuenta las propiedades descritas en las expresiones (2-18):

L2(R®) =(s%, Awg Aw: Awz A--.)
Ass Aws Awg A2 A ) (3-68)
AsS AW Aw Awg A--)

donde S'ip y W !ip representan los subespacios de L*(R) definidos en e capitulo
anterior, y cuyas funciones base son las funciones de escala y de waveet

unidimensionales f J(x) y y J(x), respectivamente:

I(x) = 27f (21 X__ ]
fl(x) =27 (2 s k) (3-69.1)

y J(x) =2ty (2 % k) (3-69.2)

Las funciones base de L%(R®) se forman combinando las funciones de escalay de
wavelet unidimensionales. El resultado de esta combinacion se obtiene repitiendo el
proceso seguido en € apartado 2.3.2, y que daba lugar a las ecuaciones (2-51) y (2-54).
De este modo, |a base que estamos buscando esta compuesta por las funciones::

Sk 6y =f P00 f(y) % (2) (3-70.1)
S (6.2 =f PO (V)W [ (2) (3702)
S5 (.2 =Py F(Y) % (2) (3703)
§ (% y.2) =F L)y 1Y) ((2) (3-704)
S (6,2 =y POk (y)*((2) (3-705)
$ 0 (xy.2) =y PR (y) ((2) (3-706)
S (Y=Y P0% ()% (2) (3-70.7)
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%7 (%Y. =y (0¥ (V)% i (2) (3-70.8)

Por claridad en e desarrollo, vamos a considerar también que en las tres
coordenadas la resolucion aumenta de forma simultanea, es decir, pasar de un nivel de
resolucion J aun nivel J+ 1 significa aumentar el nimero de funciones de wavelet en las

tres coordenadas.

3.4.1. Desarrollo con funciones de escala

Utilizando como funciones base Unicamente las funciones (3-70.1) haciendo p=q
=r = J, se obtiene una aproximacion de los campos de nivel J. De esta forma, las seis
ecuaciones de Maxwell (3-2) discretizadas en el tiempo, correspondientes a esta

aproximacion de nivel J, serén las siguientes:

eI J(xy,2)=" 2y (% Y,2) - o 1?y“E (X, y,z) E (X, y,z)LJ (3-71.2)
é
"iY y (%, y,2)=" 42 y(X,y,2) - g‘l? "EJ (X, y,z) E (X, y,z)H (3-71.2)
"I (x,y,2)=""H] (x,.2)- %%”Ei (Xy,2)- .ﬂly“Ei (X, 2)3 (3-71.3)
€ a
"E)(x,Y,2)="E; (X, y,z)+;A1y”+2H (X, y,z) ey 7 (X, y,z)kI (3-71.4)
€
n+1E n Dt eﬂ n+2 2
(x,y,2)= E (%, y,z)+—gE HJ(x, y,z) —"2H (X, y,z)H (3-71.5)
"I (x,Y,2)="E2 (%,,2) + LG "R (x, y,z)-— HY(x, y,z)u (3-716)
e EMx Ty

De forma matricial, € algoritmo se puede representar por €l siguiente conjunto

de ecuaciones;

n+%[Hfof ]J _ %[Hfff ]J Dt S%Ty £ ]J . %n[Efyff ]J§ (3-72.1)
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n+l [nyff ]J :n-%[nyff ]J ) %g%n E' ]J ) %“[Ef;f ]JE (3-72.2)
e T T O E e e
m &fx fiy a

n+l 'Efxff P=r ' I +Eg_ﬂ”+é .Hfsz P_oTn .ny” -JE (3-72.9)
. egly - Sz ¢ "

n+1 'Efyff P_n gl & +E§1n+% 'foff PoTo -Hfsz Pu (3-72.5)

n+l 'Efsz P=n Efsz P +E§ln+% -nyff P T -foff JB (3-72.6)
: e eﬂX ) ’ ﬂy ) U

donde n[FX”f ]J :[X”Fif}fk]J, siendo x = xy,z, representa la matriz formada por los

coeficientes de escala en las tres coordenadas de la componente F; en € instante t =

nDt, y que dan lugar a la reconstruccién de nivel J. La derivada se calcula utilizando la

matriz derivativa correspondiente a cada coordenada:

g ¢ uoe
J_e J u_ e J u
ﬂo D} ot {2 00.f € (%) 0™ D d;, 7 (3-73.1)
g ¢) g ¢)
_— uoe
ﬂ—y°Dj:g {F2 () 3255 d g (3732
e ¢) g ¢!
g ¢ v e
J_¢e J u_ e J u
- o p? =g {2 (2.f¢(2) 0Tt d;, ; (3-73.3)
e 8] g ¢!

Estas matrices actlian sobre € vector de coeficientes del desarrollo de cada una

de las componentes, organizados dentro de la matriz [Fxf” J como se muestra en lafigura

3.10. De esta manera, la derivada respecto de la coordenada x se calcula multiplicando

la matriz derivativa D, por el vector formado por los coeficientes de la matriz [F"" |

tomados en la direccion de la coordenada x.
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Figura 3.10.: Representacion de la matriz |_|:Xfff J La derivada se calcula formando e vector de
coeficientes que resulta de tomarlos en la direccion de la coordenada respecto a la que se deriva.

Como se vio en el apartado 3.2, debido a que las matrices Dy, Dy’ y D,” tienen
sus coeficientes derivativos distribuidos a lo largo de una banda, las ecuaciones (3-72)

se pueden reescribir de forma similar a un esquema en diferencias finitas de la siguiente

forma

n+l fef _n-d)fef
2 -2 -
xHi,j,k_ xHi,j,k

n+lp=fff _nefff
xE' Ei,j,k +

ij.k T x

n+l=fff _npefff
E =0E T+

ij.k Ty ik

mg

€ e m

Dtel o
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+ Dté 1o +1 1o +1 u
BT E Nt —e—adn sH s —ada iHi e (3-74.6)
€ eDX m Dy m u

Esto permite evaluar las derivadas sin necesidad de almacenar la matriz
derivativa completa para cada coordenada. En su lugar, basta con disponer de los

coeficientes derivativos y aplicarlos de laformaindicada en (3.74).

3.4.2. Desarroallo incluyendo funciones de wavel et

Si ahora utilizamos para desarrollar los campos las ocho funciones definidas en

(3-70) con p = g =r = J, lo que obtenemos es una aproximaciéon de nivel J+1. Las

ecuaciones que describen el algoritmo son en este caso:

n+i 'HX'J+1:n-%'HX]J+1_ Egin 'EZ'J+1_1n y'.]+1g (3_751)
L J L meﬂy L ﬂz U
n+i[ = Ja+1 n-Lf a1 Dtéfa- psr Tn Jo+2u
2|H =""2|H - 25 NE - L p 3-75.2
| Tyl y] mgﬂz L X X z H ( )
n+l -H Z'J+1:n—% -H Z]J+1 ) E(ﬂn 'Ey'J+1 ) 1n[EX'J+1E (3-75.3)
L J L me X - b ﬂy - U
1 .EX-J+1:n EX]J+1 +Egln+% [H ] J+1 ) 1n+% [H , J+1E (3_754)
- e gfly iz u
- -Ey.‘]ﬂ:” -Ey]“l +E§1n+% [H X-J+1 ) 1n+% [H Z-J+ll;j (3-75.5)
s : e &1z ¢ T H
n+l 'EZ'J+1:n EZ]J+1 +Egin+% [H y'J+1 RIS [H X'J+1E (3-75.6)
2] e gfx Ty T

donde |as matrices” [FX ]M , CON X = X,Y,Z, estédn formadas por los coeficientes de escalay
de wavelet en las tres coordenadas de la componente Fx en e instante t = nDt, y que

dan lugar a la reconstruccion de nivel J+1. Cada matriz n[FX ]J+l esta compuesta por

ocho submatrices, correspondientes a los coeficientes del desarrollo de cada una de las

componentes del campo en términos de las ocho funciones base (3-70):
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J+1

/

Lfff
o
ffy
&b
Arfyf
<Efyy
n[F ]J+1: eFx

X Aryff
Ay fy
eFx
Epyyf
<

%:yyy
X

(3-76)

o.cocooooaooaoooaaaac

Estos coefiencientes estan distribuidos tridimensionalmente, como se indica en lafigura
3.11, donde x = x,y,z, y los superindices indican qué tipo de funcién (escala o wavelet)
se ha utilizado para el desarrollo de la primera coordenada (x), segunda coordenada (y)

y tercera coordenada (2) respectivamente.

Figura 3.11.: Organizacion de los coeficientes dentro de la matriz |_FX J para facilitar el calculo dela
derivada.

96



FORMULACION

La matriz derivativa para cada una de las coordenadas esta dada por la siguiente
expresion:

sa _Sfaf ) oy €)U 1 edy, 93,0 _
D? g(yé,f.¢>§<yé,y.¢>9 ngbm. i (3-77)

con X = X, Y, Z Segun esto, para calcular la derivada respecto a una de las coordenadas,
aplicamos la matriz derivativa sobre los coeficientes organizados en el orden escala-

wavelet. Por ggemplo, la derivada respecto a la coordenada x la hemos calculado de la
siguiente forma:

VB
2] u @ + u.ge
ﬁg ) l’J =8 D% uxg g (3-78.1)
Pl e b §F ]H
(SR ) el
u 2 + !
ﬁg yfy u _g D)J( l 3 g (3:762)
Rl e {4
it e udel
%é B 3 :g D Eé | g (3-78.3)
Pl e i8R g
(E[nyy ]l:IJ+1 s u é[F;yy ]l:IJ+l
%‘? d =¢ o U 3 (3-78.4)
ngyy ]H & A ngyy ]H

Organizando |os coeficientes de lamatriz [FX ]M como se indicaba en lafigura

3.11, vemos que la derivada respecto de la coordenada x se calcula multiplicando la

matriz derivativa D" por e vector formado por los coeficientes de la matriz [FXJ

tomados en ladireccion de la coordenada x.
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Debido a que las matrices D,”**, D,”** y D,”** también tienen sus coeficientes
derivativos distribuidos a lo largo de una banda, podemos plantear el algoritmo descrito
en las ecuaciones (3-75) como un esquema en diferencias finitas. De este modo, las
ecuaciones quedan de la siguiente forma:

€1 ég Jn+dtee Q _gn+l fyf uu
DtéDyA d, §Hi,j-m,k+agm §Hi,j-m,k|_'j'l:l
Hfff _npfff a-y €m m u
Bk =<Ei ik +?gl ) : 3 (3-79.1)
~ 1 €o gn+l ey o _gn+l gy U 7
e__DZéadm ;Hi,j,k—m+agm ;Hi,j,k—m[_’j u
e em m u u
é 1 ,O Jn+i ff o n+i |:| l]
i y J fyy Y_ ¥
DteDyeadm §Hi,j-m,k+agm ;Hi,j—m,ku u
~ e u 7
LENTEN T S8, 6 " - (3-79.2)
~ 4 € gn+lpee o _gntdl gry U 7
eDZA b ;Hi,j,k-m+aam ;Hi,j,k-m[:j u
élkiem m ud
é 1 éO Jn+3 fff [o] Jn+3s fyf l] l:l
DtéDyA bm zzHlj-m,k+aam ZZHIjmku-lj
+=fyf _npefyf a-y €m m u v
RSN S +gg 1 g . 3 (3-79.3)
~ L € gn+l gyt Q ~an+3 fyy U o
e__DZéadm ;Hi,j,k—m+agm ;Hi,j,k—m[_’j u
e em m u u
é 1 éO J n+s ff n+= U u
~— < y J fyy Y_ %
DteDyeabm ;Hi,j—m,k+aam ;Hljmku u
~ e u Ve
"E Y = B +?gl - ) 3 (3-79.4)
<1 €o | gn+d fyf o _gn+tl fyy U 7
eDZA b 5Hi,j,k-m+aam 5Hi,j,k-mu u
eliem m u a
é 1 éo Jn+i [} +1 l] u
~ = yff Jn yyf Y _ 7
DteDyeadm §Hi,j-m,k+agm ;Hi,j—m,ku u
~ e u 7
TRt " ‘ (3-79.5)
v v € €1 éo ,nut o +1 u
A yff Jn yfy i
eDZA dy in,j,k-m"'agm ;Hi,j,k-mu u
elkiem m u a
é 1 éo Jn+i yfy o] Jn+i yyy l] u
DtéDygadm §Hi,j-m,k+agm §Hi,j-m,k8'l:l
+1 fy f a m m .
RSB TE, 4 L (3-79.6)
~1 €o \ gn+l yfs o _gn+l vy U 7
e"DZA bm ;Hl,j,k m+aam ;Hi,j,k-m[_,j l,-:l
eYsem m uu
é 1 éo Jn+d +1 |:| u
~ = yff Jan yyf M~
DteDyea bm ;Hi,j m,k aam ;Hi,j—m,ku u
~ e u 7
n+X1E,nyk::E|y)1/fk +?gl ] " " R H (3-79.7)
= €o jn+l yyf o _gn+l yyy U %
e"DZA dn ;Hi,j,k-m+agm ;Hi,j,k-ml:j u
ercem m u u

98



FORMULACION

é 1 éo Jn+i yiy o J n+f yyy l] u
éDyéabm ;Hi,j-m,k+aa Hl]mkl:]-l.’l
n+1Eyyi ="EYY +— Dt ™Y €m m Uu (3-79.8)
1] 1) A , . - .
e €1 €o 1 1 u u
~ < I yyyf antyyyy U2
e"DZeabm ;Hljkm aa Hl]kmu l,-:l
eiem u u

Una vez gque disponemos de todos |os coeficientes, el valor real de los campos en
cada punto del espacio se obtiene mediante la Transformada Inversa en Wavelets de tres
dimensiones (DWT3p) descritaen el apartado 2.3.2.
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< I3 ayyt 2 . IMayyy
e__ eabm yHi,j,k—m+aam yHi,j,k—m

el éo Jn+i yfy o Jn+d yyy l] u
DtéDyéabm cH ek taan H g a
~ e u 7
EEE S " d (3-798)
e ?1 €o u l;J
g u
u u

(g2}
N
D
3
3

Una vez gque disponemos de todos |os coeficientes, el valor real de los campos en
cada punto del espacio se obtiene mediante la Transformada Inversa en Wavelets de tres

dimensiones (DWT3p) descritaen el apartado 2.3.2.

3.5. CONDICIONES DE CONTORNO

La smulacién de un problema electromagnético requiere, ademés, de la
propagacion del campo en un medio de caracteristicas determinadas, la inclusion de los
contornos o limites de la estructura bagjo estudio. Esto es debido a que el dominio de la
simulacion tiene que ser finito, y tener, por tanto, esos limites. Esto obliga a campo
electromagnético a verificar unas determinadas condiciones de contorno que es

necesario incluir dentro del algoritmo.

Posiblemente la condiciéon de contorno més utilizada en problemas
electromagnéticos sea la de conductor perfecto. La superficie de un conductor perfecto
determina ciertas condiciones sobre las componentes normales y tangenciales de los
campos. De este modo, para un conductor eléctrico perfecto (PEC), las condiciones que

deben verificar dichos campos sobre su superficie son:

A"E=0 (3-80.1)
AxB=0 (3-80.2)

En agunos problemas, las condiciones de simetria de los mismos hacen
aconsgjable utilizar otro tipo de condicién de contorno, similar ala anterior, y donde las

condiciones de que deben verificarse son:
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A" H=0 (3-81.1)
AxD=0 (3-81.2)

Por analogia a la situacion anterior, la superficie sobre la que se verifican estas

condiciones se denomina“ conductor magnético perfecto” (PMC).

La imposicion sobre los campos de estas condiciones de contorno se puede
abordar utilizando € “método de las iméagenes’, el cua nos permite sustituir el
problema por otro equivalente imponiendo ciertas condiciones de simetria sobre las
componentes de los campos [62]. Esto significa que la pared eléctricalmagnética es
sustituida por una estructura abierta con campos electromagnéticos simétricos. De esta
forma, podemos sustituir €l conductor eléctrico perfecto (PEC) por una distribucion de
campos donde las componentes tangenciales del campo eléctrico tienen una simetria
impar, mientras que las componentes tangenciales del campo magnético tienen una
simetria par (y a contrario con las componentes normales), y entonces, la solucion de
este problema nuevo es la misma que la del anterior que queriamos resolver (fuera del
conductor), cumpliendo las condiciones (3-80). Del mismo modo, en un problema
donde aparece un conductor magnético perfecto (PMC), dicha pared puede ser
sustituida por una distribucion de campos donde las componentes tangenciales del
campo magnético poseen una simetria impar, mientras que las componentes
tangenciales del campo eléctrico tienen una simetria par, y a contrario para las

componentes normales, cumpliéndose de esta forma las condiciones (3-81).

Para introducir estas condiciones de contorno en nuestro algoritmo, debemos
recordar primero el modo en que hemos construido la matriz derivativa. En el capitulo
anterior vimos que la Transformada Discreta en Wavelets (DWT) utilizada era una
transformada periodica o circular [46, 70], de tal manera que los elementos que estan
situados en los extremos se consideran contiguos. Esto significa que el espacio de
simulacién representado es un espacio ciclico, y por lo tanto, sin contornos, de forma
gue una sefial que incide en un extremo, reaparece en el otro. Generalmente esto no se
corresponde con los dominios de simulacién méas habituales, por lo que debemos
modificar los algoritmos para poder incorporar las condiciones de contorno deseadas
para cada problema concreto y cerrar el dominio.
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Para romper esta estructura ciclica modificamos la matriz derivativa

construyendo una matriz extendida de la formaindicada

g, d, 0 d;d gy id, d; 0 006

¢d, d, d, 0- ¢0id, d, d, 0l 0=
s 8 2 P I -

C 0 dl do d-l_ sMJ extendida QO 0 dl dO d-l 0 _

gdl 0 d dyg Eé;o 0 0 d d, dla

En ella se puede observar que la matriz extendida se construye anadiendo
columnas contiguas a los bordes, y cuyos elementos son los coeficientes que
relacionaban los dos extremos de la estructura. EI nimero L de columnas adyacentes en
cada extremo depende del tipo de funcién wavelet que estemos utilizando para
desarrollar los campos. Para las funciones wavelet de Haar (D1) tenemos L = 1 columna
adicional en cada lado, situacion gue corresponde a la representada en (3-82), mientras
que para €l resto de funciones wavelet de Daubechies de mayor orden, Dy, € nimero
de columnas adicionaleses L = 2M — 2 (M es € nimero de momentos evanescentes de

lafuncion de wavel et)

S @ desarrollo incluye términos de wavelet ademés de los de escala, las
submatrices {a },{b} y {g} se deben modificar de la misma forma, dando como

resultado la siguiente matriz extendida:

ahid, d, O 010 |gig g, 0 0/0p
go;dl d, d; O;O Oggl Jo O, O;O+
gogo d d d,i0|0i{0 g g 9,! 07
_QOEO 0 d doidl 0:0 © 0. goig-l+ :
Pec=¢p, 1h, b, 0 00 |a,a, a, 0 0] 0+ &8
§0ib, b, b, 0 0|0a a a, 0 0:
GOi0 b, b, b, 0[0i0 a a, a,: 0%
010 0 b, b,ib,|0i0 0 a, a, a,g
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Dado que las dimensiones de la matriz derivativa D han variado al incrementar
el nimero de columnas, €l vector de coeficientes cuya derivada queremos calcular
también debe ser modificado en la misma proporcion. Esto significa que e vector
columna de coeficientes definido en (3-23) debe ser extendido tanto por la parte
superior (correspondiente a contorno izquierdo de nuestro dominio de simulacién),
como por la parte inferior (que corresponde a contorno derecho), afiadiendo un nimero
de coeficientes igual a incremento de columnas de lamatriz D. Esto se puede ver en la

siguiente expresion:
Voo =[afia, & .. a., a iag, |bfib b, .. b, b ibg] (389

Estos coeficientes adicionales representan € valor del campo en posiciones
exteriores a nuestro dominio de simulacion. Debido a las condiciones de simetria que
imponemos para representar un conductor perfecto (PEC/PMC), podemos conocer el
valor de los campos en esas nuevas posiciones, y a partir de ellos podemos calcular l1os
coeficientes adicionales (a'o, @n+1, Do Y Dbhe1) necesarios para formar el vector
“extendido” (3-84) imponiendo que sus valores sean taes que cumplan dichas

condiciones de simetria (figura 3.12).

espacio " imagen" espacio de simulacion

[ ] [ ] e
| o | ) .
Escal z
3, Escala ¢ a, Escala ¢
. + +
b, Wavelet ¥ b, Wavelet ¥

Figura 3.12.: Aplicacion del Método de las | magenes para la obtencién de las condiciones de contorno
correspondientes.

El modo de calcular los coeficientes adicionales depende de si son coeficientes
de escala o coeficientes de wavelet, y del tipo de funcién wavelet empleado. Si ay y by
son los coeficientes de escalay de wavelet, respectivamente, situados en la posicién z =

kDz, entonces |os coeficientes adicionales ai' y by' se calculan como indicalatablalll.
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TABLA Il

Condiciones de contorno

| zquierda Derecha
Simetria Par ja,'=+3 1a,,'=+a, i,
I ' I .
i=1,..,L ib'=(-D"b 10 =¢D"b, i,
Simet“,aImpar \I,ai-il:-ai i,anz+i.:'anz-i+1
I 1 +: I [ +
i=1..,L 7 bl—i = (' 1)M lb| 1 bnz+i =(- 1)M lbnz-i+1

L = n° de coeficientes adicionales.
n, = n° de puntos de muestreo en & espacio de simulacion.
M = orden de lafuncion de wavelet (n° de momentos evanescentes).

3.5.1.- Condiciones de contorno en dosy tres dimensiones

Las condiciones de contorno impuestas por una pared eléctrica/magnética en un
problema de dos o tres dimensiones se incorporan al algoritmo de la misma forma que
hemos visto en un problema unidimensional. Los coeficientes adicionales necesarios
para extender el vector de coeficientes sobre €l que actla la matriz derivativa se
calculan de modo que se cumplan las condiciones de simetriaimpuestas por (3-80) y (3-
81). Dado que existe una matriz derivativa para cada una de las coordenadas espaciales
del problema, el valor de los coeficientes “extendidos’ se calcula siguiendo la tablalll,

pero teniendo en cuenta, ademés, dicha coordenada.

En la figura 3.13 se ha representado una situacion correspondiente a un
problema bidimensional donde los campos varian en el plano XY, y donde € dominio
de simulacion esta cerrado por paredes eléctricas (PEC). Entonces, si consideramos, por
giemplo, la componente E;, del campo eléctrico, que es tangencia a las dos paredes,

tendremos una simetria impar para asegurar una distribucion de campo nula sobre la
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superficie del PEC. Esto significa, segun la tabla Ill, que los coeficientes de escala
adicionales pertenecientes a espacio “imagen” deben tener e signo contrario a los del
espacio de simulacion. De esta forma, s la pared es perpendicular a €e x, los
coeficientes adicionales correspondientes a lafuncidn de escalaen el ge x tendran signo
contrario, y s la pared es perpendicular al gje y, seran los coeficientes correspondientes

alafuncion de escalaen e gey los que cambien de signo.

_E ¢x¢'}l _E 'ﬁxW}l
E Wy ';{'y E LU

espacio " imagen "
PEC ,
: Y
e Ew: g% g
_waé,u E¥ . _Ewmy F¥As
o | o | o | o

espacio de simulacion

X

Figura 3.13.: Aplicacion del Método de las | magenes para la obtencién de las condiciones de contorno
en 2D correspondientes a la componente tangencial del campo eléctrico E en una pared PEC
utilizando funciones wavelet de Daubechies Dy, con M impar.

El valor correspondiente a los coeficientes de wavelet depende ademas del tipo
de empleado. En el gemplo de la figura 3.13, dado que la simetria es impar, utilizando
wavelets de Daubechies Dy con M par, los coeficientes de wavelet adicionales en la
direccién correspondiente tendréan e signo contrario, mientras que s M es impar, €

signo de los coeficientes adicionales sera el mismo.

104



FORMULACION

3.6.- CONDICIONES ABSORBENTES“PML”

Una consideracion a tener en cuenta a la hora de abordar un problema de
interaccién entre ondas electromagnéticas es que muchas situaciones de interés estan
planteadas en regiones abiertas, es decir, la region del espacio que se pretende estudiar
se extiende de forma ilimitada en una 0 més direcciones. Sin embargo, la capacidad de
almacenamiento de datos de un ordenador es limitada, y por o tanto la zona donde se
plantea e problema debe tener unas dimensiones finitas. De esta forma, € dominio
computacional en el cua se realiza la simulacion debe contener la estructura de interésy
ala vez se debe aplicar una condicién de contorno adecuada en su perimetro exterior
gue simule su extension indefinida. La figura 3.14 representa esquematicamente este
dominio computacional finito (W). En su interior se aplica el esquema numérico que
simula la propagaciéon de una onda en cualquier direccion, y sobre la frontera dW se

deben imponer unas condiciones de contorno que simulen su prolongacion.

Ya
Frontera 0€?

Dominio
computacional

2

Figura 3.14.: Representacion bidimensional del dominio computacional Wy su frontera dW sobre la
gue se deben imponer las condiciones de contorno adecuadas que simulen su extension.

Estas condiciones de frontera que simulan la extension de un dominio hacia €l

infinito se suelen denominar Condiciones de Contorno Absorbentes (ABC, del inglés
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Absorbing Boundary Conditions), ya que a incidir un campo sobre dichos contornos,
éste parece ser “absorbido”. El desarrollo de las técnicas encaminadas establecer este
tipo de condiciones frontera ha ido evolucionando desde los trabajos realizados por
Engquist-Madja [25], G.Mur [58] y Mei-Fang [55] principalmente, hasta que a
principios de los afios 90 J. P. Bérenger introdujo €l concepto que é denomind como
Perfectly Matched Layer (PML) [6][7][8]. Este método consiste basicamente en cerrar
el dominio computacional por una zona compuesta de un material “ficticio” que absorbe
las ondas el ectromagnéticas gque inciden sobre e mismo. Ademas, dentro de esta zona
realiza una separacion de cada una de las componentes del campo el éctrico y magnético,
con la posibilidad de asignar pérdidas individuales a cada una de €llas. De esta forma
consigue crear un medio cuya impedancia de onda es independiente del angulo de
incidencia y de la frecuencia obteniendo coeficientes de reflexion 3000 veces mas

peguerios que |os proporcionados por técnicas anteriores.

A continuacion se va a describir la técnica desarrollada por Bérenger para
introducir las condiciones de contorno absorbentes en la frontera del dominio
computacional, y después se estudia la forma de introducir estos resultados dentro de

nuestro esquema MRTD.

3.6.1.- Condiciones absorbentes“PML” en dos dimensiones

Consideremos la propagacion de un campo electromagnético de componentes
Ex, Ey Yy Hz (modo TE) en un espacio bidimensional (x, y) con pérdidas eléctricas y
magnéticas. Las seis ecuaciones escalares de Maxwell se reducen en este caso a las
siguientes:

fE iH

e X +s E =1 'z 3-851
oo iy ( )
TE H,
€, ‘ﬂ_ty +sSE, =- 0 (3-85.2)
™ . e, TE,
vz +s H = x_ __ ¥ 3'853
m qt oy WX ( )
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donde e y ny son la permitividad y permeabilidad del vacio,y s y s’ representan las
posibles pérdidas eléctricas y magnéticas asociadas al medio. Bérenger demostré que si

se cumple:

(3-86)

entonces la impedancia de onda en el medio con pérdidas es la misma que en €l vacio,
lo que garantiza que no habra reflexion cuando un frente de ondas incida normalmente
sobre |la superficie de separaciéon entre ambos medios [6], es decir, que toda la sefia

penetra en el medio absorbente.

Latécnica PML incorpora en este punto un nuevo grado de libertad a la hora de
especificar las pérdidas y la adaptacién de la impedancia, dividiendo la componente H,
en dos subcomponentes que Bérenger denota como Hy y H. De este modo, las
ecuaciones (3-85) quedan de la siguiente forma:

€ TE, +s E, = ﬂ(HZ" ! sz) (3-87.1)
it 0%
eOE +s xEy =- w (3_872)
fit X
™ ) E,
= H =-— 3-87.3
m Tt +S,Hy, x ( )
H . IE,
m ﬂtzy +s H, = y (3-87.4)

donde |os parametros s y Sy denotan conductividades eléctricas, y |os parametros Sy Y

s, denotan “conductividades’ magnéticas.

Si en las ecuaciones (3-87) hacemos que Sy =Sy =Sy =Sy =0, se obtienen las
ecuaciones de Maxwell en el vacio. Si sy =syy Sy = sy* =0, las ecuaciones (3-87) se
convierten en las correspondientes a un medio conductor con pérdidas. Y si hacemos sy

=SyYy Sy = sy* lo que se obtiene son las ecuaciones para un hipotético medio
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absorbente cuya impedancia estaria adaptada para la incidencia normal de cualquier
onda plana desde el vacio. Existen, ademés, otras posibles combinaciones. Por ejemplo,
Sisy= sy* =0, el medio PML puede absorber una onda plana de componentes (E,, Hx)
propagandose a lo largo del gje x, pero no absorbe una onda de componentes (Ey, Hz)
propagandose alo largo del gey. La situacion inversa es cierta en € caso de tener sy =
sy = 0. De esta forma tenemos que en los medios PML caracterizados por el conjunto
de paréametros (sy, Sx 0, 0) y (0, O, sy, sy*) y cuyas conductividades satisfagan (3-86),
no se va a producir ninguna reflexion en las superficies de separacion normales a los
gjes X e y respectivamente. Esto se puede comprobar analizando la propagacién en un
medio PML:

Consideremos la propagacion de un frente de ondas sinusoidal en un medio
PML, cuyo campo eléctrico tiene unaamplitud Eg y formaun anguloj respecto a gjey.
Denotemos por Hxo Y Hao @ las amplitudes de cada una de las subcomponentes Hy y

Hzo en que se divide el campo magnético.

H X

Figura 3.15.: Componentes del campo el ectromagnético propagandose en un medio “ PML".

L as cuatro componentes del campo se puede expresar como:

E, =- E,senj >eM-axby (3-88.1)
E, =E,cog »M2x0Y (3-88.2)
H, = H,,xe™taxty) (3-88.3)
H, = H,oeMaxey (3-88.4)
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donde w es la frecuencia angular, t es el tiempo y a y b son dos constantes compleas.
Suponiendo que Ep es conocido, las ecuaciones (3-88) contienen cuatro incdgnitas que
se deben calcular: a, b, Hxo Y Hzo. Sustituyendo (3-88) en (3-87) se llega a siguiente

conjunto de ecuaciones:

S
eEoSen] - | E,sen =b(H,o+H,,) (3-89.1)
. .S, .
e,E,cog - jWEOCOS] =a(HZX0+HZy0) (3-89.2)
mH,,- ] >*H,, =aE, cos (3-89.3)
W
S, .
mH - JWHZVO:onsenJ (3-89.4)

Despejando Hyo Y Hao de (3-89.3) y (3-89.4) y sustituyendo en (3-89.1) y (3-
89.2) se obtiene:

& 9
nbeogi- j——Isen; —bg acy . bsenj* i (3-90.1)

09 S X .S y —~

él' J 1-j—>=

Wim wim, g

& 9
m)eo?- i 2x oo =a 2+ bsenj + (3-90.2)

we, g .S, S, -

él' Joo— 1-j %

Wi, wm, g

Dividiendo ambas expresiones se obtiene:
a _ senj Lo Is v/ W (3-91)
b cog 1- js,/we,

Sustituyendo (3-91) en (3-90.2) se obtiene a 2 y sustituyendo (3-91) en (3-90.1) se
obtiene b 2. Esto proporciona dos conjuntos de valores (a, b) de signos opuestos que

indican las dos posibles direcciones de propagacion. Considerando el signo positivo:
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- VMo gl « oos (3-92.1)

WE, g

= m)e oF_ (3-92.2)

eo ﬂ
donde:
G= \/ w, cos’j +w, sen’j (3-93.1)
= M (3-93.2)
©1- s /wm
1- js,/we
W, = 1-is,/we, (3-93.3)
1- js/wm

De las expresiones (3-89.3) y (3-89.4) podemos obtener las dos incognitas

restantesSHyo Yy Hypo -

H . =E, |% xLwy cos?j (3-94.1)
m G
H = E, |50 xl o sen?] (3-94.2)
zy n,b G y

Teniendo en cuenta la expresion (3-93) lasumade Hyo Y Hzo €S

H, =E, F G (3-95)
m

y €l cociente Z entre el campo eléctrico y el campo magnético es.

= \/Exl (3-96)
e, G
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Si consideramos la posibilidad de que cada par (sx, Sx ) Y (Sy, Sy ) satisfagan la
condicion (3-86), se cumple que wy = wy = G = 1 independientemente de la frecuencia,
lo que conduce a que cualquier componente del campo F de amplitud Fo y la

impedancia de onda (3-96) tomen el valor, respectivamente,

jw?ﬁ- xcos) tysenj § Sy XCOsj Sy ysen]
F:FO>@ € ¢ ﬂ)eeo c )eeo C (3_9n
/= ﬂ (3-98)
eO

La primera exponencial de (3-97) indica que la onda se propaga en e medio

PML en unadireccion perpendicular al campo eléctrico y con lavelocidad igual alade
laluz en el vacio ¢ =,/1/mye, . Las dos exponenciales restantes indican que la amplitud

de la onda decrece exponencialmente en las direcciones x e y. La expresion (3-98) nos
indica que la impedancia de onda en e medio PML es igua a la de vacio
independientemente del angulo de incidencia. Se comprueba entonces que € criterio de
adaptacion de impedancias (3-86) para una incidencia normal es también una condicién
de adaptacion para € medio PML, con la diferencia de que en este Ultimo se debe

cumplir considerando los pares (Sx, Sx ) Y (Sy, Sy ).

El dominio computacional propuesto por Bérenger con e fin de simular un
medio indefinido esta representado en la figura 3.16. El espacio de simulacion se
encuentra rodeado por zonas PML cuyas caracteristicas (Sy, Sx , Sy, sy*) se escogen de
manera que no se produzca reflexion en la superficie de separaciéon entre e medio
interior y laldmina PML, y finalmente cerramos el dominio computacional mediante un
conductor eléctrico perfecto (PEC).
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*
PML(C,4,051, 05,057 )

PML(0,,,03, 0, 0)

PML(C,,,0%

%1

*
P|\|¢1L(o,o,oy2,oy2)

*
0y1,0y1)

*
PML(0,0,0,4,041)

* *
PML(OxZ!OxZ ! ostoyZ )

PML(0,;,0%;, 0, 0)

PEC

PML{O,5,05, , O,1,071)

yI -y

Figura 3.16.: Estructura de un dominio computacional en 2-D con condiciones absorbentes“ PML" .

3.6.2.- Condiciones absorbentes“PML"” en tresdimensiones

Lateoria PML se puede generalizar a un espacio tridimensional, conservando las

mismas propiedades en dos dimensiones [7]. Ahora, cada una de las componentes del

campo electromagnético se divide en dos subcomponentes, de forma que las seis

ecuaciones escalares resultantes de representar en coordenadas cartesianas las dos

ecuaciones rotacionales de Maxwell se convierten en las doce ecuaciones siguientes:

iH,,
it

m,

1H

rTb - +SZHXZ:

it
H,,

m +SzHyz:_

It
iH
It

iH
1t

m,

m,

+s H,, =-

+s H, =

+s H, =-

[E.+E,)
Ty

(EYX + EYZ)

9z
[E, +E.)
9z
(E..+E,)
fix
(EYX + EYZ)
ix

(3-99.1)

(3-99.2)

(3-99.3)

(3-99.4)

(3-99.5)
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H, . (E, +E,)
+s H, =-+ %< 3-99.6
m it yMy Ty ( )
E H, +H
eo‘”—xy +s E, = H, Zy) (3-99.7)
1t Ty
H, +H
eoﬂE_xz +s E_=- M (3-99.8)
qt Iz
1E, (H, +H,)
e +s E_ =Y s 3-99.9
o 8Bl (3:999)
1E,, (H, +H,)
e,—2X+s E =- 1= % 3-99.10
0 ﬂt X —yx ﬂX ( )
H, +H
e, Ex 4g £ = Hy +Hy) (3-99.11)
| 9z
E H, +H
eo ﬂ_zy +s yEzy = . M (3_9912)
It Ty
donde
E =E, +E, (3-100.1)
E,=E,+E, (3-100.2)
E,=E, +E, (3-100.3)
H,=H, +H, (3-100.4)
H,=H, +H, (3-100.5)
H,=H, +H, (3-100.6)

y los par&metros (Sx, Sy, Sz Sx ., Sy, Sz ) representan las conductividades eléctricas y

magnéticas del medio.

Del mismo modo que ocurria en dos dimensiones, una onda propagandose a lo
largo de la direccién x que incida sobre una |&mina caracterizada por (Sy, 0, 0, Sx , 0, 0)
donde el par (sx Sx) Verifique la condicion (3-86), va a sufrir una reflexion nula

independientemente de su frecuencia 'y del dangulo de incidencia, por o que el mismo
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esquema representado en la figura 3.16 para un problema bidimensional puede

trasladarse a uno de tres dimensiones.

3.6.3.- Factor dereflexion en un medio “PML”

Debido a que e dominio computacional esta cerrado en Ultima instancia por un
conductor eléctrico perfecto (PEC), las ondas que lleguen hasta este extremo sufriran
una reflexion volviendo de nuevo a nuestro espacio de simulacion. Consideremos una
onda que se propaga en € interior de una zona PML. Aqui, la amplitud de la onda se
atentia de acuerdo con la expresién (3-97), con lo que aunadistanciar en € interior de

lalamina su amplitud sera:

S r cos

F(r)=F,xe® °© (3-101)

donde j es & angulo gque forma la onda incidente con la lamina PML. Después de
atravesar toda la ldamina, la onda es reflgjada por e conductor eléctrico perfecto y
regresa de nuevo a medio interior. De esta forma, para una lamina de espesor d se

puede definir el siguiente factor o coeficiente de reflexion:

R( ) =[R(0)]™ (3-102)
donde;
RO)=e o (3-103)

El factor de reflexion depende del producto s>d, por 1o que tedricamente podrian
obtenerse factores de reflexion tan pequefios como se quiera sin mas que incrementar €l
espesor de la lamina d , la conductividad s, o ambos. Sin embargo, una fuerte
discontinuidad en el valor de la conductividad produce una reflexién numérica elevada

[8], por lo que se hace recomendable que & valor de la conductividad dentro de la
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l&mina varie gradualmente desde cero hasta un valor méximo s max. Bérenger propuso

gue esta variacion se realizara de acuerdo con el siguiente perfil:

s(r)=s, &2 (3-104)
éd g

Los perfiles més frecuentes suelen ser € linea (n = 1), €l parabdlico(n=2) y €
cubico (n = 3). De esta forma, escogiendo un factor de reflexiéon en incidencia normal
R(0) (generalmente del orden de 10 0 10°°) y un espesor d, se puede calcular € valor

maximo de la conductividad S ax.

3.6.4.- Paso de tiempo exponencial

La atenuacién de forma exponencial vista en la ecuacion (3-101) gue se produce
en la amplitud de las ondas que se propagan en un medio con grandes pérdidas como es
el “PML", es tan répida que puede llegar a provocar efectos no deseados, como la
reflexion de las ondas que inciden sobre @ (un disminucién brusca del valor de los
campos se puede interpretar como la presencia una pared conductora). Una forma de
evitar este problema consiste en modificar el modo en que se discretiza la parte
temporal de las ecuaciones dentro del agoritmo. Asi, en vez de utilizar una
aproximacion en diferencias finitas con un paso temporal Dt, conviene utilizar o que se

denomina paso de tiempo exponencial [75].

Consideremos una de las ecuaciones escalares de Maxwell, correspondiente a un

medio con una conductividad eléctricas:

I, s g 1T,

t e “ e Ty

(3-85.1)

Esta ecuacion se puede tratar como una ecuacion diferencial de primer orden

para E«(t), de manera que su solucion general se obtiene, como es sabido, sumando a la
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solucion general de la ecuacién homogénea una solucion particular de la ecuacion
completa:

Ex (t) = Ex homogenea (t) + Ex particular (t) (3_105)

La solucion de la ecuacion homogénea es.

s

EX homogenea (tl) =C» & (3—106)
Consideramos que la solucion de la ecuacion homogénea en un instante de
tiempo se obtiene a partir de la atenuacién de la solucién de un instante anterior, de

manera que a final de cada intervalo temporal la solucién de la ecuacion homogénea
vendra dada por:

soDt

n+l — T n
Ex homogenea ~ e " XEX homogenea (3'10n

Una solucién particular de la ecuacion completa (3-85.1) se obtiene a partir de la

siguiente expresion:

\S dt’ ®e S dt’ 0
E, pamcula,(t')@% =9(‘)£& % dt'+K © (3-108)
8 e, Ty p

Operando en la expresion anterior se llega a que la solucién particular buscada

de la ecuacion (3-85.1) tiene la siguiente forma:

st
Ex particuar (1) = EALe (3-109)
s Ty

La constante K se puede calcular suponiendo que la contribucion de esta

solucion particular se realiza Unicamente dentro de cada intervalo de tiempo, y que €
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tiempo t' se mide desde €l principio de ese intervalo. De esta forma, al principio de cada

intervalo (t' = 0) setiene que:

19H

Ex particular (tl: O) =0= S_ ‘ﬂyz +K (3-110)
y de donde podemos obtener K:
K=- 1 IH, (3-111)
s Ty

Al fina del intervalo temporal (t' = Dt) la solucion particular tendré €l siguiente

valor:

st

e -2*0
E, particuar (1'=D1) =C1- € jxl TH, (3-112)
gS W

De esta forma, la solucién de la ecuacion completa en e intervalo de tiempo
(n+1)Dt estara formada por la atenuacion de la solucién homogénea respecto del
intervalo anterior mas la contribucion de la solucion particular en ese intervalo de

tiempo:

sbt e Py
E:+l —e € E: +£(;1_ e € —xﬂH_Z (3-113)
s g g Ty

3.6.5- Implementacién de las condiciones“PML": g emplo

Las expresiones desarrolladas por Bérenger para su técnica PML, y que
acabamos de estudiar, hacen referencia a los valores reales del campo. Dado que en

nuestro agoritmo estamos trabgando con coeficientes correspondientes a los
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desarrollos de los campos, esto implica que debemos modificar esta técnica antes de

aplicarla.

Estas modificaciones sdlo son necesarias cuando se utilicen funciones de escala
y funciones de wavelet para representar los campos, ya que s solo se incluyen
funciones de escala, debido a que sus coeficientes representan valores reales del campo
electromagnético, podemos trabgjar directamente con las expresiones desarrolladas por

Bérenger.

Consideremos a modo de ejemplo, la propagacion en el vacio de una onda TEM,
cuyos campos Ey y Hy varian unicamente en la direccion del gje z. Con €l fin de simular
un espacio abierto, colocamos en los extremos del dominio de simulacién dos zonas
PML de espesor d cuyas conductividades eléctrica y magnética (s y s

respectivamente) se escogen de manera que se cumplalarelacion:

(3-86)

Se trata, pues, de un gjemplo en una dimension, con sélo una componente para el
campo eléctrico E y una componente para € campo magnético H, por lo que no es
necesario descomponer ninguna de ellas dentro de la zona PML. S6lo es necesario
aplicar e método del paso de tiempo exponencial en la actualizacion de los campos

dentro de dicha zona.

Enlafigura 3.17 se harepresentado un esquema con la estructura del dominio de
simulacion, correspondiente a uno de sus extremos, y donde se indican las
caracteristicas de los diferentes medios que lo forman. Se puede observar cémo €

dominio computacional esta cerrado por una pared PEC.
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PEC

d
bl

Az

Figura 3.17.: Dominio de simulacion con condiciones absorbentes“ PML” en uno de sus extremos.

Dentro de la zona PML definida anteriormente, la propagacion del campo

el ectromagnético esta gobernada por |as siguientes ecuaciones:

H, s 1 YE,

y —_— - —

Tt m ' miz
TE. .S £ 1TH,

X 4+ =-
X

Mt e e, Yz

(3-114.1)

(3-114.2)

De acuerdo con la teoria de Bérenger, la discretizacion temporal de estas
ecuaciones se realiza mediante € paso de tiempo exponencial descrito en la seccién

3.6.4. De este modo, las ecuaciones (3-114) quedan de la siguiente forma:

st > st g n
H;]+l :e m H;_% _ 1* (;1_ e m — ﬂEX
s ¢ ~ 9z
e (4]
s Dt sDt n+i
2 > 20 2
E:+l:e € E)r(‘l_ 1@1_ e € _ ﬂHy
S té‘ p 9z

(3-115.1)

(3-115.2)
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Si la discretizacion espacial se realiza utilizando funciones de escala de nivel J,
lo que se obtiene es una aproximacion de nivel J de los campos. El conjunto de

ecuaciones resultante expresado de formamatricial sera el siguiente:

) ebeb bl LRl ey
“ET =6 HET - bl e R T (3-1162)
donde[s:],[s2],[s1 ]y [S2 ] son matrices diagonales cuyos elementos dependen

del valor de las conductividades eléctrica y magnética (s y s’) en cada punto del

espacio dentro delazona“PML”:

l0.]= éxpée > (Z)thou (3-117.1)
6,]= $1 8 oS (Z)ﬂ%ﬂ (3-117.2)
@S( 2 € af
b:]= ét2xl0§e s @D (Z)ﬂ% (3-117.3)
) * -
b ]_e—el ae—s (Z)ﬂ:;u; (3-117.4)
(D e ag

El perfil de variacion escogido para las conductividades es parabdlico y esta

dado por |as siguiente expresiones:

.2
s(2)=s maxg‘l- 29 (3-118.1)
e dg

s (2)=s (z)eﬂ (3-118.2)

0

donde € valor de la conductividad maxima sy Se obtiene a partir del valor que

hayamos fijado para el factor de reflexion R(0) de la siguiente forma:
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3e3° InR(0) (3-119)

S =

max

Si la discretizacion espacial se realiza utilizando funciones de escala y de
wavelet de nivel J, 1o que se obtiene ahora es una aproximacién de nivel J+1 de los
campos. En este caso, € conjunto de ecuaciones resultante expresado de forma matricial

sera el siguiente:

n*% 2 f J+l z * LN n'% 2 f J+1 z * N 243 ! I3~ L —f J+1
éH' u _gdslggslgw éH' U €,S, 1 4S,U l1ed” ig'uéeE U
gl TELATIE B0 e e e (3120
eH 1] ebsl iaslﬁ eH 1] e'bsz aszﬁ ng) ra ueE u
n+l J+1 , ! on, J+ ! < , : o+l J+1
éEf U és,: s,UéEu és,: s,u Jiglu féH U
CE U oS oSSBT £eS, [gSen 18 1O TH B (3120.0)
Sy X < S, . S.A ..EYA =~ S. . _S "DZébJ EaJA éHYA
eEU ep=1 a1y €= U éb>2 fa22(] ! u a

donde las matrices relacionadas con |las conductividades se calculan mediante la DWT

en dos dimensiones de la siguiente forma:

és,: s, U

€4S, 1 ¢S U_ L 194

g -+ = DWT, [01] (3-121.1)
ébs 1! aSy G

és,: s,U )

472 i 97 __2_.0: DWT,, [0 2]J+1 (3-121.2)
@S2 1 2SS

€.s S U , o+ |9+

&L e i=pwr,li]” (3-121.3)
Gb21 ! aSlO

és, s, u L, o+ |3+

822 1922 4= DWT,[o3]” (3-121.4)
ébs 2 ! aS 20

Las matrices [ s1 1%, [ s217 [ s1 17ty [ s2 17 se construyen de la forma
indicada en (3-117) a partir del valor de la conductividad correspondiente a nivel de

resolucion superior, como se indicaen lafigura 3.18.
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z 2
c(z)= o‘mx[l - E]

&"(2) = o(z) 22

-

F3
-

Figura 3.18.: Discretizacion dela conductividad s para dos niveles de resolucién consecutivos J y J+1.
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CARACTERISTICAS NUMERICAS DEL ALGORITMO

4.1.- INTRODUCCION

En los algoritmos que hemos presentado para resolver las ecuaciones de
Maxwell se requiere que € incremento Dt introducido por la discretizacion temporal
tenga un limite especifico relacionado con la discretizacion espacial del mallado Dx, Dy,
Dz. Este limite es necesario para evitar la inestabilidad numérica del algoritmo, es decir,
gue no se produzca de forma indeseable un aumento incontrolado de los valores de las
soluciones calculadas durante €l tiempo de gecucion. Esta posible inestabilidad es
debida a los errores numéricos introducidos por la discretizacién de la ecuacién
“continu@’. Si a medida que e algoritmo progresa ese error se mantiene acotado, se
trata de un agoritmo estable; pero s, por e contrario, el error se acumula y crece de
manera indefinida, el esquema es inestable. Este problema puede, en principio, aparecer
en cualquier algoritmo que resuelva numéricamente ecuaciones diferenciales de forma
explicita, y por ello es un tema que siempre hay que abordar para dar robustez a la

técnica empleada.

Otro problema a tratar como posible fuente de error del algoritmo es €l que se
conoce como “dispersion numérica’. El uso de las técnicas numéricas para resolver
problemas electromagnéticos (como por gemplo TLM [19], FDTD [75], MRTD [50]
...) requieren siempre un proceso de discretizacion de las variables utilizadas. Este
proceso da lugar a un error de fase en la propagacion de los campos, es decir, la
velocidad de fase dada por e agoritmo puede ser diferente de la velocidad de fase de la
onda en € medio que estemos considerando, de hecho varia con la direccion de
propagacion en e mallado, con la longitud de onda y con la resoluciéon de la malla
empleada (figura4.1).

Este comportamiento dispersivo que no se corresponde con larealidad del medio
que estamos simulando debe tenerse en cuenta especialmente a la hora de tratar con
estructuras de simulacion largas debido a que las diferencias entre la fase real y la

numeérica pueden ser considerables.
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Figura 4.1.: Distorsion de un pulso debido a la dispersion: A la derecha se encuentra € pulsoinicial y
alaizquierda, tras simular unosinstantes de propagacion, se puede ver la forma del pulso
distorsionada debido a la existencia de diferentes velocidades de fase asociadas a cada frecuencia.

En este apartado se van a investigar las condiciones necesarias para que los
algoritmos presentados sean estables asi como las propiedades de dispersiéon de los
mismos. El estudio incluye el andlisis para los diferentes tipos de wavelets empleadas
en € desarrollo de los campos. Empezaremos analizando el caso unidimensional para

posteriormente generalizarlo adosy tres dimensiones.

4.2.- ESTABILIDAD NUMERICA

El método que hemos empleado para andizar la estabilidad sigue las pautas
propuestas por Taflove [75], basadas en € planteamiento clésico desarrollado por
Courant, Friedrich y Levy (CFL) y von Neumann. Este planteamiento permite estudiar
de forma separada | os aspectos de estabilidad de la parte derivativa temporal y espacial.
Para ello € agoritmo propuesto se separa en dos problemas de autovalores, unos
espaciales y otros temporales. De esta manera, se determina el conjunto de autovalores
asociados al proceso espacial y se compara con € conjunto de autovalores estables
asociados a proceso temporal. Imponiendo que todos los autovalores espaciales estén
dentro del rango estable temporal se asegura que todos los posibles modos numeéricos
que se propaguen por la malla sean estables, es decir, que no puedan crecer de forma

126



CARACTERISTICAS NUMERICAS DEL ALGORITMO

incontrolada. Esto acotard € intervalo de discretizacion temporal en relacion con la

discretizacion espacial.
4.2.1. Estabilidad numérica en una dimension
Por simplicidad empezaremos analizando un problema unidimensional, donde

los campos presentan variacion Unicamente respecto de la coordenada z. Las ecuaciones

necesarias para abordar este problema son:

TE, _ ity

4-1.1

= it (4-1.1)

H, =- e—‘”Ex (4-1.2)
iz qt

En el apartado 3.2 se estudi6 |a discretizacion temporal de este par de ecuaciones
utilizando funciones pulso hy(t) de anchura Dt, de forma que una aproximacion de nivel

J paralos campos nos llevaba a siguiente conjunto de ecuaciones.

(2) (4-2.1)

1l (2) (4-2.2)

Utilizando funciones de escala de resolucion J para representar dicha
aproximacion, e algoritmo quedaba determinado por € siguiente conjunto de

ecuaciones discretizadas:

i PR - %é[dj]ﬁ '] (4-3.2)

n+1[Ef ]J :n[Ef ]J ] __[dj]mf[Hf] (4-3-2)

Para que €l algoritmo sea estable, e par de valores Dt y Dz se debe escoger de

una forma adecuada. La relacién entre ambos se obtiene al descomponer el algoritmo en
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dos problemas de autovalores, uno que involucrala parte temporal y otro que afectaala
parte espacial. Para mayor claridad, las ecuaciones (4-3) se pueden reescribir del
siguiente modo, donde se muestra directamente la relacién entre |os coeficientes:

n+% f_n—% f

N e g dE, (@41
n+lp=f ne=f

2 S Lad, (4-42)

Este par de ecuaciones se puede ahora descomponer, separdndolo en los dos

problemas de autoval ores mencionados; por un lado la parte temporal:

M =L"Hf (4-5.2)
% L "] (4-5.2)
y por €l otro, la parte espacial:
-ﬁad“E =L "H| (4-6.1)
Taz ém d2™iH! =L " (4-6.2)

El conjunto de ecuaciones (4-5) se puede reescribir de la siguiente forma
— ="V 4-7
o i (4-7)

donde V representa un coeficiente de escala de una de las componentes del campo (Ex o

Hy). Si definimos la siguiente expresion como el factor de crecimiento de la solucion:
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(48)

entonces, para que no se produzca un crecimiento ilimitado de la solucion durante la

marcha del agoritmo, se debe cumplir que |qi|£1. Sustituyendo este factor de

crecimiento en laexpresion (4-7) setiene que:

Vv

qinV"

q' n
————=L"V, 4-9
Dt ' (49)

lo que da lugar a la siguiente ecuacion de segundo grado, cuya solucion nos

proporcionara la condicion que deben cumplir los autovalores temporales para que la

solucion sea estable:
qf - LDtg - 1=0 (4-10)
L as soluciones de esta ecuaci 6n son:

g =axva’+1l (4-11)

donde:
a=-—— (4-12)

Se puede comprobar que |qi| =1, cumpliendo por lo tanto con la condicién de

estabilidad, siempre que se cumplan las siguientes condiciones:

Re(a) =0 (4-13.2)
- 1£1Im(a) £1 (4-13.2)
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De esta forma llegamos a que, para que & algoritmo sea estable, &l conjunto de

autoval ores debe estar incluido en €l intervalo dado por:

2 2
-—E£ImM(L)E+— 4-14
o (L) of (4-14)

La relacion entre € intervalo temporal y el espacial se obtiene a imponer que
todos los autovalores espaciadles estén dentro de este rango de estabilidad. Las
soluciones validas deben ser soluciones de ambas ecuaciones a la vez, (4-5) y (4-6), es
decir, sélo son validos los autoval ores que sean solucién de ambas. Y a hemos visto que,
en principio, puede haber autovalores temporales estables, y no estables, y la relacién
que nos dice cudles estan en un grupo, y cuades en e otro. Entonces, para que todas las
soluciones sean estables, ninguno de |os autovalores espaciales debe coincidir con uno
tempora que esté fuera del rango estable, y por ello se debe hacer que todos los
autovalores espaciales estén dentro del rango estable. Para encontrar esos autovalores
espaciales, resolvemos las ecuaciones (4-6). Para €llo, introducimos en dichas

ecuaciones un modo de propagacion genérico, caracterizado por un vector de onda

numérico K dado por el algoritmo, como el de la siguiente expresion:

E' =E,ello)
HY = Hoelkre) @1
donde la resolucién espacia correspondiente al nivel de resolucion J es:
Dz
Dz’ = o7 (4-16)

Llevando la expresion (4-15) a problema de autovalores mostrado en (4-6)
tenemos:

1

e J(KRDZY ) Aj(- KomDz?) _ j(KwDz)
-——ad-Ee e =LH,e
m

) (4-17)

o ST J Lo J T J
_ driHoej(kxDz )ej( k>mDz™ ) - LEOe](kxDz )
m

130



CARACTERISTICAS NUMERICAS DEL ALGORITMO

Simplificando estas ecuaciones y aplicando las identidades de Euler!, obtenemos

las siguientes expresiones:

Eo Q L J : L J
-—2 _3.d:|cos(- k xm>xDz" )+ jsen(- k xm>Dz” )[=LH
oy A3 oost )+ jsn |=LH,

H, (4-18)

e

a d;[cos(- K xm>xDz”) + j sen(- Exn@zJ)]: LE,

Teniendo en cuenta la siguiente propiedad de los coeficientes derivativos
estudiada en € capitulo 3,

d(m)=-d(- m) (4-19)
se verificaque:
A d? cos(- kxm>xDz’) =0 (4-20)

con lo que la parte rea de la expresion (4-18) se anula, llegando a que los valores

propios de esta ecuacion son imaginarios puros y ademas su modulo es:

Im(L) =é A d? sen(- K >mxDz’) (4-21)

m

El rango de estos autoval ores esta definido en el siguiente intervalo:
- &d [EImL)E—S—3]d,| (4-22)
Dz/2° &, Dz/2’ 5"

donde hemos sustituido €l valor del coeficiente derivativo de nivel J por su expresion

equivalente desarrollada en el capitulo 3,

! |dentidadesde Euler:  €® =cosa +isena , e =cosa - isena
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d2=2'>d_ (4-23)

Entonces, para garantizar la estabilidad numérica del agoritmo, el rango de los
autovalores espaciales debe estar completamente incluido dentro del rango estable de
los autoval ores temporales. Para que esto suceda, basta con que € limite superior de los
autovalores espaciales dado en (4-22) sea menor o igua que €l limite superior de los

autoval ores temporales dado en (4-14):
(4-24)

C o 2
- d £ —
Dﬂz""y n Dt

De esta manera se obtiene el limite superior del intervalo de tiempo Dt que

podemos fijar en nuestro algoritmo:

J
Dt£°2 Dz/2 (4-25)
ald, c

Si definimos un factor de estabilidad s como:

cDt
s= D22 (4-26)
la ecuacion (4-25) se puede reescribir como:
J
pt=sP22 (4-27)
c

de donde se obtiene que los valores que puede tomar este factor de estabilidad s deben

estar incluidos en € intervao:

O<s£ (4-28)
aldy|
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El intervalo definido en (4-28) depende del valor que tengan los coeficientes dy,
los cuales dependen del tipo de funcién wavelet empleado. En latabla IV se muestra el
valor limite que puede tomar el factor de estabilidad para diferentes tipos de funcion
wavelet. Se observa un valor maximo (s = 2) para las funciones wavelet de Haar (Dy)

gue va disminuyendo a medida que aumenta €l orden de lafuncion wavelet Dy,.

TABLA IV
Factor deestabilidad s
D1 D, D3 D4 Ds
s 2,0 1,33 1,10 0, 98 0, 90

Observando los valores que puede tomar el factor de estabilidad en latabla 1V,
vemos que, para un mismo valor en la resolucién espacial Dz que aparece en la
expresion (4-27), se tiene un rango de valores para € intervalo de tiempo Dt que da
lugar a un algoritmo estable. En concreto se observa que para las funciones wavelet de
Haar (D) € intervalo de tiempo Dt que se puede obtener es exactamente el doble, en
comparacién con e correspondiente valor en FDTD para la misma resolucion espacial
[75]:

0< SFDTD £1pb DtMRTD £2 >DtFDTD (4'29)

En los esquemas donde se utilizan funciones de escala de nivel J junto con
funciones de wavelet de nivel J, dado que €l conjunto es equivalente a un esquema con
funciones de escala de nivel J+1, la estabilidad del primer esquema es igua a la
estabilidad del segundo. Esto se puede comprobar fécilmente para las wavel ets de Haar
(D1), debido a su representacion més sencilla. Entonces, para comprobarlo, partimos del
conjunto de ecuaciones discretizadas utilizando funciones de escala y funciones de
wavelet de nivel J, y que fue estudiado en el apartado 3.2 del capitulo anterior:
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n+i n-1 e n n l]
SHI =" - _ = [ R - o Rl = (4-30.2)
€m m u
MIHY ="IHY - €s b)"El _+ - = u (4-30.2)
i = i m ea a m i-m] '
€m m u
"E =E - T AL, + 800 (@303
exDz €m m u
magy gy - DL S8 paripr L 8 a0y U (4-30.4)
exDz €m m u

donde los coeficientes derivativos am, bm, gn Y dm, correspondientes a la funcién
wavelet de Haar, aparecen en latabla |1, y € nimero de coeficientes distintos de cero
esta dentro del rango - 1£ m£1. De nuevo, € criterio de estabilidad se obtiene a partir
de los autovalores del sistema (4-30), dividiéndolo en dos problemas, uno tempora y
otro espacial, e imponiendo que todos |os autoval ores espaciales estén dentro del rango
gue delimita a conjunto de autovalores temporalmente estables. EI problema de

autoval ores temporal es esta descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones:

n+l f_n f

HiDt LR (4-31.1)
My sy

HiDt H; =L "HY (4-31.2)
n+l—f ne=f

E-& =L "2Ef (4-31.3)
n+lesy _ ney .

EiDt E =L "2 (4-31.4)

mientras que € problema de autovalores espaciales estd dado por el siguiente conjunto
de ecuaciones:

1 ég u
i A dE + "EY o=l "H! 4-32.1
mxz g, o agm : mH ( )
1 eg Ingf +annE.ymu_L "HY (4-32.1)
mxPz g7,
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188 g, +agri”*2H.ymu—L”**Ef (4-32.2)
e €m

- SébJ“*%Hf +8alm iy Yo i (4-32.2)
e’DZem m H

La solucion del problema temporal nos lleva de nuevo a que, para que €l
algoritmo sea estable, el conjunto de autovalores debe estar incluido en €l intervalo dado

por:

2 2
-—E£Im(L)E+— 4-14
o (L) of (4-14)

Para resolver e problema espacial, introducimos en las ecuaciones (4-32) un

modo de propagacién genérico, caracterizado por un vector de onda numérico K dado

por €l algoritmo, como el de la siguiente expresion:

E' = E! ellfwor)
E =E efikjmj;
Hl =H{e/\"™

H|y — H)é ej(IZSpDZJ)

(4-33)

donde Dz’ es |a discretizacion espacial correspondiente a nivel de resolucion J. De esta
forma, tras simplificar los términos semejantes en ambos miembros de las igualdades,

se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones:

R [eiCkmor) L & gIEY @il k*“””“ LH{ (4-34.1)
m"DZem m U
- gébJEge“"z"”DZJ)+éaJE{,ei"'z*“DZJ)g:LH§ (4-34.2)
mxDz g7, m a
€o J '(-EanzJ)u_ f
- X HY el =LE (4-34.3)
"DZem m ° H °
1 i(- kanz)U y
- Y e LE) (4-34.4)
e>DZem u
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Despejando Ho' y Ho’ en (4-34.1) y (4-34.2) respectivamente, y llevandolo a (4-

34.3) y (4-34.4), se obtienen las ecuaciones:

a U o u
P d Ef ej( KmDz? ) + a ngy ej( KomDz? ) xa d ej( KmeDz? ) +u
? c o eem U m U Ef
eL >‘DZg u
?éa b Ef e]( Koz’ ) +aa Ey e]( KomDz’ )u>a gme]( ombz? ) g
&m - a
€o Je° dJEf j(-lZszJ)_'_ 2 M= j(-fxn@zj)l;l j(-EszJ)+|:,‘I
2 ea.gmea m Oe agm 0e Ue u
e C 0 em m u |:|: EY
o 0

T
eL @Zﬂ [o] JeO Ir=f ~i I J [o] (- k. J U -k J
,\ j(- kombDz™) Iy Ql(-kxmbz) YL (- kmbz”)
mea meOe +aamEOe Ue

ém m u

oOCNC

donde c=1/,/me eslavelocidad delaluz en el medio que estamos modelando.

(4-35.1)

(4-35.2)

Teniendo en cuenta que para las funciones wavelet de Haar se cumplen las

siguientes relaciones entre |os coeficientes derivativos:

entonces, de las ecuaciones (4-35), se llega ala siguiente expresion:

2 aeC ('52 % d (- Kmoz’) O + b i(- ompz’ ) B2 i(- komvDZ? )Ou
—93- xca a,e - ga e ﬂgag e U
ebzg gem=1 g ema Pm=1 X

Ahora, aplicando las identidades de Euler, y teniendo en cuenta que:

-1
Q d2 cos(- kxmxDz’) =0

m=1

-1 -1
A b sen(- kxmxDz’) = § g, sen(- k>xmxDz’) =0

m=1 m=1

(4-36.1)
(4-36.2)

(4-37)

(4-38.1)

(4-38.2)
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obtenemos que € valor de los autovalores espaciales estan dados por la siguiente

expresion:

3 & £
a2’ ct >@gad sen(- kom0z') 2 + & b cos(- komoz) 2 i (439
Dz g gem=1 g em1 2 {

L2 =-

donde hemos hecho los cambios d) =2’ >d_y b’ =2’ >0 _

En la expresion (4-39) vemos que los autovalores espaciales son imaginarios

puros, y que su médulo es:

2 2

Im(L)| = \/gad sen(- k>m><Dz") +gab cos(- k>m><DzJ)— (4-40)
/2 g Eem

de donde obtenemos que el mddulo de estos autovalores estd acotado por € siguiente

valor maximo:

c

_ C
DZ/2J - DZ/ZJH

Im(L )| £ 2 (4-41)

Entonces, para garantizar la estabilidad numérica del algoritmo, todos los
autovalores espaciales deben estar incluidos dentro del rango de autovalores estables
temporamente. Para que esto suceda, €l limite superior de los autovalores espaciales
dado en (4-41) debe ser menor o igual que € limite superior de los autovalores
temporales dado en (4-14):

C 2

- £ —
Dz/2J+l [I

(4-42)

De esta manera se obtiene que el limite superior del intervalo de tiempo Dt que

podemos fijar en nuestro algoritmo es:
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J+1
Dt£2 D227 (4-43)

c

y corresponde al valor mé&ximo que podemos tomar s desarrollamos los campos

utilizando funciones de escalade nivel J+1.

Esta demostracion, que hemos hecho con wavelets de Haar - los mas simples - se
puede repetir con cualquier otro tipo de wavelet, llegando, en principio, a mismo
resultado. Para comprobarlo con un gjemplo, hemos simulado la propagacion alo largo
del eje z de un pulso electromagnético de componentes E, y Hy, utilizando funciones
wavelet D, para desarrollar los campos en el espacio. En primer lugar, hemos
considerado un desarrollo formado Unicamente por funciones de escala de nivel J = 0,
dividiendo el espacio de simulacién en 100 puntos separados por una distancia de Dz =
1 mm. Segun los valores mostrados en la tabla 1V, hemos escogido €l valor limite del
factor de estabilidad, esto es, s = 1,33, con lo que hemos obtenido un valor del paso
temporal igual a Dt = 4,43 ps. En la serie de figuras 4.2 se ha representado el valor dela
componente E, en diferentes instantes de tiempo. En ellas se puede apreciar como €l
pulso introducido en la estructura se divide en dos pulsos que se propagan en sentidos
opuestos, sin aparecer ningun problema de estabilidad.

Sin embargo, en la serie de figuras 4.3 hemos representado el valor del campo
el éctrico obtenido mediante una simulacion de las mismas caracteristicas que la anterior
(sdlo funciones de escala de nivel J = 0, y una discretizacion espacial de Dz = 1 mm),
pero escogiendo un factor de estabilidad por encimadel valor limite indicado en latabla
IV. Este valor hasido s = 1,5, con lo que € paso temporal obtenido ha sido mayor que
en la situacién anterior, esto es, Dt = 5 ps. Ahora se observa cdmo, tras un pequefio
nimero de iteraciones, € valor del campo dado por € agoritmo comienza a crecer de

forma ilimitada hasta producirse un desbordamiento del mismo.
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fteracion =5
2 T T T T T T T T T
s=133
1r Az=1mm y
Ht=443 ps
Ex 0
1k _
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 a0 70 20 20
mm
@
iteracion =10
2 T T T T T T T T T
‘l - -
Ex 0
At _
_2 | | | 1 1 1 | | |
10 20 30 40 50 &0 70 20 20
mm
(b)
iferacion =20
2 T T T T T T T T T
‘1 -]
E, o N
1 _
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 &0 T0 &0 o0
mim
(©
iteracion =45
2 T T T T T T T T T
_2 | | | 1 1 1 | | |
10 20 30 40 50 a0 T0 20 a0
mm
(d)

Figura 4.2.: Valor dela componente E, (en V/m) en diferentesinstantes de tiempo. La simulacién
representa la propagacion de un pulso, y se ha realizado utilizando funciones de escala del tipo D, con
un valor limite del factor de estabilidad igual a s=1,33.
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fteracion =5
<} T T T T T T T T T
3r g=1,5 ]
Mz=1 trumn
2 Mt =25 ps -
1 = —
E)'C D
-1+ .
=+ _
-3+ _
_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 20 =10 (1] o =20 20
mim
(€Y
fteracion =10
<} T T T T T T T T T
3 = —
2 - —
1 = —
E)'C D
-1+ i
=+ .
-3+ _
_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 20 a0 (1] o =20 =0
mim
(b)
fteracion =20
<} T T T T T T T T T
3 = —
2 - —
1 — —
E)( O —
1+ _
2+ _
3+ -
_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 [=1s] 7O S0 j=lu]
mim
(c)

Figura 4.3.:Valor de la componente E, (en V/m) en diferentes instantes de tiempo. La simulacion de ha
realizado en las mismas condiciones que la representada en la figura 4.2, pero con un valor del factor
de estabilidad por encima del limite (s=1,5), o que provoca al cabo de unas pocas iteraciones (c) un

desbordamiento del valor del campo proporcionado por el algoritmo.
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En segundo lugar, hemos realizado dos simulaciones estudiando nuevamente la
propagacion de un pulso electromagnético a lo largo del gje z, pero esta vez utilizando,
para desarrollar los campos en el espacio, funciones de escalay funciones de wavelet D,
de nivel J = 0, lo que nos ha proporcionado una solucion final de nivel J = 1. Al igua
que en las dos simulaciones anteriores, éstas se han realizado dividiendo el espacio en
100 puntos, con una separacion entre cada uno de Dz = 1 mm. De esta forma, a
reconstruir e valor de los campos, se ha obtenido una resolucién final de Dz* = Dz/2 =
0,5 mm. Se ha escogido € valor limite del factor de estabilidad de acuerdo con esta
resolucién espacial final, es decir, s= 1,33, con lo que el valor del paso temporal hasido
de Dt = 2,22 ps, que es exactamente la mitad del valor obtenido en las simulaciones
anteriores. El valor de la componente E; obtenido en estas condiciones se ha
representado en la serie de figuras 4.4. En ellas se puede apreciar la misma situacion
gue la mostrada en la figura 4.2, es decir, € pulso introducido en la estructura se divide
en dos que se propagan en sentidos opuestos, sin aparecer inestabilidad alguna. Debido
a que en este caso €l paso tempora es la mitad que en las simulaciones anteriores, se
observa que € numero de iteraciones necesarias para representar la situacion en €

mismo instante temporal es exactamente el doble.

En la serie de figuras 4.5 se ha representado el valor de la componente Ex en
diferentes instantes de tiempo, pero esta vez se ha escogido un valor del factor de
estabilidad por encima del limite, por gemplo, s = 1,5. De acuerdo con la resolucién
espacial final ( Dz' = 0,5 mm), este valor nos ha proporcionado un paso temporal de Dt
= 2,5 ps. Se puede apreciar, nuevamente, como al cabo de unas pocas iteraciones, €
valor del campo eléctrico obtenido aumenta sin limite de manera que el agoritmo se
vuelve inestable. Esto confirma que, efectivamente, €l valor del factor de estabilidad se
debe escoger dentro de los limites mostrados en latabla |V, y ademas, en |as situaciones
en las que se utilizan varios niveles de resolucion, se debe escoger teniendo en cuenta el
valor de la discretizacion espacial final.
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Figura4.4.: Valor dela componente E, (en V/m) en diferentes instantes de tiempo. La simulacion se
ha realizado utilizando funciones de escala y de wavel et de nivel 0 del tipo D, con un factor de

estabilidad s=1,33.
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Figura 4.5.: Valor dela componente E, (en V/m) en diferentes instantes de tiempo. La simulacion se
ha realizado en las mismas condiciones que la representada en la figura 4.4, pero con un factor de
estabilidad por encima del limite, s=1,5.
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Como acabamos de ver, los esquemas donde se utilizan funciones de escala de
nivel J junto con funciones de wavelet de nivel J, son equivalentes, en conjunto, a un
esguema con funciones de escala de nivel J+1, en lo que se refiere a la dependencia
temporal, y también en lo que se refiere a la estabilidad. Entonces, si afladimos a este
esguema funciones de wavelet de nivel J+1, e resultado final sera equivalente, en
cuanto a estabilidad y resolucion espacial, a un esquema con funciones de escala de
nivel J+2.

4.2.2. Estabilidad numérica en dos dimensiones

Estudiamos ahora la estabilidad del algoritmo para un modo TM en dos
dimensiones (para un modo TE e procedimiento es andlogo). Consideramos un medio
homogéneo, lineal, isétropo y no dispersivo donde los campos varian Unicamente en el
plano XZ. En este caso, las ecuaciones de Maxwell necesarias para abordar este

problema se reducen a

ﬂﬂi . m% (4-44.1)

V4

'"ﬂi _. m“;:z (4-44.2)
X

fH, TH,_ 15 (4-44.2)
1z X qt '

La discretizacion tempora de estas de ecuaciones, utilizando funciones pulso
hn(t) de anchura Dt, se vio en e apartado 3.3, llegando a siguiente conjunto de

ecuaciones:

"I (x,2)="H (%, 2) + 0B (x, 2) (4-45.1)
m9z
”%Hj (X, z):“'%Hj(x, 2) - ElnEj(x,z) (4-45.2)
m 91X
+ Dt éﬂ n+l n+i u
™EY(X,2)="E}(X,2) +— x—"*H] (x,2) - —""2H ] (x,2); 4-45.3
y (X,2)="E; (X,2) e 612 x ( )'nx 5 ( )H ( )
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Estas ecuaciones se discretizaban en el espacio utilizando funciones de escala de

nivel J con lo que se obtenian las ecuaciones siguientes:

N+l e n-3) g
2 2
Hik_ Hik 1

X , X k _ o] n
o = er} d’ ; E e m (4-46.1)
L 1 g
Yth ko= — % d;yE{_fm,k (4-46.2)

n+lE_ff _ nE_ff 1é 1

y —ik y—=ik _ 1€ Q Jn+% ff
- _adm xH' -

1 0
Dt e&Dz Wem

Ad2HI LG (4-46.3)
m u

Del mismo modo que se hizo con las ecuaciones (4-4) en una dimensién, en dos
dimensiones las ecuaciones (4-46) se dividen en dos problemas de autovalores,
separando la parte espacia y la temporal, con e fin de encontrar su rango de
estabilidad. Asi, e conjunto de ecuaciones que representa el problema de autovalores

temporales es el siguiente:

n+%H_ff ) n-%H_ff

x ' ik x' ik =L ;lH IfL (4—471)
Mg

z |,th X ik :L;HIL (4-471)
n+1Eiff _ nEiff el
SIS 1) g (4-47.2)

Estas ecuaciones son formalmente idénticas a las ecuaciones (4-5)
correspondientes al problema unidimensional. Por lo tanto, su solucion se obtiene del
mismo modo y se llega también a que para que €l algoritmo sea estable, €l conjunto de

autoval ores de la ecuacién espacial debe estar dentro del intervalo dado por:

2 2
-—E£Im(L)E+— 4-14
o (L) of (4-14)
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Para encontrar el conjunto de autovalores espaciales, también se procede de
forma andoga a como hicimos en una dimension. Primeramente, obtenemos el conjunto

de ecuaciones que describen el problema de autoval ores espaciales:

B e, LM (4-48.1)
1 Q Jnpff  _y nyff
- mxt)xadmyEi-m,k =L zHi,k (4_482)
1é 1 o +1 1 o] +1 |:| +1
“a—aqdXHl - =g d™H T o=l TEE 4-48.3
egDZ% m x''ik-m DX% m z |—m,kH y ik ( )

Seguidamente, se introduce en ellas un modo de propagacion genérico,
caracterizado por un vector de onda numérico de componentes IZXy IZZ, como el

indicado en la expresion:

ff _ i (0D +k, 5002 )
yEix =Eo

) H IfL -H Oxej(ﬁxxoxa +|Zz>koza) (4_49)

zHif,L - Hozej(kxxm +k, %Dz )
Sustituyendo (4-49) en (4-48) obtenemos las ecuaciones:

1 o J AR s 4k J R J AR s 4l J
j (K, oRDx +k, %Dz j(- kpmbz”) j K, DX +k,kDz
—adeoye( )e —LHOXe( )
m

_ 1 é d’E ej(lZwaJnZ;sz )ej(- K ombx? ) — LHOZej(EX*DxJ+EZszJ) (4_50)

M-
s

o AT s ol J o J l]
Dz a driHOXeJ(kXpr +k, %Dz )e]( kpmDz™) CI
, N J g J
" u=L Eoye‘("*""" oz’
(- keomdx? ) U

H

@ |
D>, (D> (D> (D
Q|-

k, oDx? +k, oDz’ )ej

) |
& diH el

De nuevo, aplicamos la identidad de Euler y tenemos en cuenta la propiedad (4-
19), de modo que la parte real de estas ecuaciones se anula. Tras estas simplificaciones,

obtenemos el siguiente conjunto de ecuaciones:
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E -
j—2 & d2sen(- k, mxDz’) = L H,,

mxPz
E"y ad sen(- k >xmxDx’) = LH,, (4-51)
m><Dx

1eHOX OZ 50

j— ad sen(k>m><Dz) ad sen(k>m>Dx)u LE,,
e&Dz Dx

Resolviendo este sistema de ecuaciones encontramos que |os valores propios son

imaginarios puros y ademés su modulo es:

.2
Im(L) :\/8919 ¢q d2 sen(- k, >m>DxJ)O +Se£9 ¢q d2 sen(- k, m0z’)2 (4-52)
ﬂ em 4]

Analizando la expresién (4-52) se ve que e conjunto de autovalores espaciales

esté dentro del siguiente rango:

||m(L)|£Jge£9 2 |d~’|7 +(;—— |dJ|— (4-53)

que, sustituyendo los valores de d,,’ por su expresion equivalente dada en la ecuacion

(4-23), se puede poner como:

&

(4-54)

QIIO:N

|Im(L)|£a|dm| \/g %

Como se explicd anteriormente para una dimension, para garantizar la
estabilidad numérica del algoritmo, €l rango de todos los autovalores espaciales debe
estar completamente incluido dentro del rango estable de los autovalores temporales.
Para que esto suceda, basta con que el limite superior de |os autoval ores espaciales dado
en la ecuaciéon (4-54) sea menor o igual que € limite superior de los autovalores

temporal es estables dado en |a ecuacién (4-14):
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2 1

Dtf— - - (4-55)

Aldil e 1 ¢ 21 ¢

iz’ 5 EDe2’

Definiendo el siguiente factor de estabilidad s:
21 6 21 0
s=cDtX|g—77= + x 4-56
J%ax/zwa 8022’5 5
la expresion (4-55) se puede poner como
1

Dt =sx (4-57)

2

I -
iDx2'; Ee2'

donde el rango de valores permitidos que puede tomar €l factor de estabilidad s para que
el agoritmo sea estable es € dado en (4-28), con lo cua, para cada funcion de
Daubechies, tenemos los mismos limites para el valor de s que se indicaban en la tabla
V. Un procedimiento equivalente a utilizado en la seccion 4.2.1. permitiria demostrar
que también ahora €l limite de estabilidad sigue siendo el mismo, a afiadir funciones de
wavelet.

4.2.3. Estabilidad numérica en tres dimensiones

Cuando €l problema que se desea resolver no permita realizarr ninguna
simplificacién, eliminando la dependencia respecto de alguna coordenada, debemos
utilizar las sei's ecuaciones escalares de Maxwell (3-2). Como se vio en el apartado 3.4
del capitulo anterior, la discretizacion de estas ecuaciones utilizando funciones pulso en
la variable temporal, y funciones de escala de nivel J en las variables espaciales, nos

lleva a siguiente conjunto de ecuaciones:
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TR 161 o ), 1o oy U
= = e drizElffmek - _a dr}]]yElff]fkmL:I (4'581)
Dt meDy T, Dz u
MR- 161 1 0
y ihpk oy ik - &L 2 direfft o = 2 dirgfft o 4-58.2
Dt ngZ - mx =i, j,k-m DX% mz =i m,],kH ( )
MR- 161 4 1o o O
']Yth = r_neDX dr‘;yEif—frfn,j,k - _a (jrixElffJf mk (4'583)
e m Dy m u
MLEFEf _ npfof . . " N
Sk aS L A AIIHIY, L - SR A HY L (4584)
Dt € eDy m ' Dz m . u
MLEFFf i 161 ) 1 ) U
y ik y =ik - 2 Ity fff Q Ittt U _
Dt _ggE%dm xHi,j,k—m_&%dm zHi-mj,ku (4 58-5)
MLEFEf _ npefie . . "
SIS 2 2 B TR - &ALy (4586
Dt e &Dx "oy o

El estudio de la estabilidad del algoritmo formado a partir de estas seis
ecuaciones sigue las mismas pautas que |los dos casos anteriores. Para ello, €l conjunto
de ecuaciones (4-58) se divide en dos problemas de autovalores, espaciaes y
temporales. El problema de autovalores temporales, al no depender de la discretizacion
espacial, es el mismo en 1D, 2D y 3D, con lo cua la condicion de estabilidad es la
expresada en la ecuacion (4-14):

2 2

S EIML)E+S (4-14)

En cuanto a problema de autovalores espaciales, a pesar de tratarse de seis
ecuaciones, se resuelve de manera andloga introduciendo en ellas un modo de

propagacion genérico, caracterizado por un vector de onda numérico de componentes

K,.,K,y IZZ, como €l indicado en la expresion:
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(k DX +K, 5Dy’ +k >k>DZJ)

xElffJfk EOx
Efff — E

y —i,j.k
Efff Eo e (k DX +k, %Dy’ +k >k>DzJ)
z=i,jk

1 _
Hijk —H0x

(k oD +K, §Dy” +k >k>DZ‘])

(4-59)

(kxx>Dx +k, Dy’ +k,koDz’ )
FFF K %oDx? +k. I 4k, koDz
H| A H ( y§Py )

FFf ](kmexJ +I2y><j>DyJ +|szzJ)
Hix = Ho.

Operando del mismo que se hizo anteriormente, se llega a que los valores
propios de la parte espacial son imaginarios puros y se encuentran dentro del siguiente

intervalo:

I\)

0& & C
:+ +

0
Dsza Dz/ 2’

o & C 02
(L) & Idmling/ : (4-60)

Entonces, para garantizar la estabilidad del algoritmo, imponemos que todos los
autovalores de la parte espacia estén incluidos dentro del rango de estabilidad de la
parte temporal. Para ello es suficiente que e limite superior de los autovalores
espaciales dado en (4-60) esté por debajo del valor maximo dado en (4-14). De esta
forma obtenemos que e incremento tempora Dt que garantiza la estabilidad del

algoritmo se encuentra dentro del siguiente intervalo:

DLE— 2 1 (4-61)

Cxa|dm|\/aeloae 2881

+

) 2 1 0
€ox/2’ 5, "Soy/2' g Epy2;

Q03

Definiendo el siguiente factor de estabilidad s:

2 2 2

&1 o 1 O o)
= oDt >+ >+ = 4-62
T¢ xJéDx/ZJB €Dy/2';  &D7/2 (+62

laexpresion (4-61) se puede poner como:
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Dt =sx (4-63)
& L& 1

\/ 0, 0
%Dx/za Dyzja Dz/2’ ¢

QO

y para que €l agoritmo sea estable, el valor que puede tomar el factor de estabilidad s
debe estar dentro de los limites mencionados en la ecuacion (4-28), con lo cua, para
cada funcion de Daubechies, tenemos |os mismos posibles valores que se indicaban en
latablalV.
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Dt =sx (4-63)
& L& 1

\/ 0, 0
éDx/za DyZJa Dz/2’ ¢

QO

y para que €l agoritmo sea estable, el valor que puede tomar el factor de estabilidad s
debe estar dentro de los limites mencionados en la ecuacion (4-28), con lo cua, para
cada funcion de Daubechies, tenemos |os mismos posibles valores que se indicaban en
latablalV.

4.3.- CARACTERISTICASDE DISPERSION

La satisfaccion de los limites de estabilidad expuestos en el apartado anterior
Unicamente nos asegura que € valor de la solucién numérica proporcionado por €l
algoritmo permanece acotado. La precision del algoritmo es otro factor atener en cuenta
y lo vamos a tratar a continuaciéon. El proceso de discretizacion realizado para la
obtencion de las ecuaciones del algoritmo da lugar a un error de fase en la propagacion
de los campos, es decir, la velocidad de fase dada por e algoritmo puede ser diferente
de la velocidad de fase de la onda en e medio que estemos considerando, siendo,
ademés, distinta para cada frecuencia y dependiente de la direccién de propagacion.
Esto se conoce como dispersion numérica'y su andlisis se rediza de forma similar a
realizado para la estabilidad numérica, donde ahora el objetivo es encontrar la relacion
gue existe entre el nimero de ondas k y la frecuencia angular w de una onda

monocroméatica.

4.3.1. Dispersion numérica en una dimension

Comenzaremos, en primer lugar, analizando € problema unidimensional

descrito por las ecuaciones (4-1). Como ya se hizo en el estudio de la estabilidad,

tomamos como punto de partida el conjunto de ecuaciones discretizadas dado en (4-4)
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donde se han empleado funciones de escala de resolucién J para desarrollar |os campos
en el espacio:

n+dop on-d ¢

I L (@4.)
ntlpe=f nef 1

2o S L Ad, (4.2

Consideramos entonces la propagacion de un modo numérico arbitrario

caracterizado por los frentes de onda monocromaticos definidos en la siguiente
ecuacion:

n Eif — Eoej(leon -wnDt)

nHIf - Hoej(EXDZJ-wmﬁ) (4-64)

donde k representa el nimero de ondas de la solucién numérica dada por el algoritmo, y
Dz’ eslaresolucion espacial en el nivel de resolucion J.

Introducimos las expresiones (4-64) como solucién en nuestro sistema de
ecuaciones discretizadas (4-4), y como resultado obtenemos:

, . Dy
Eoej(IwaDzJ—wth)e— jwot — Eoej(b@z%wma) ) Elgé dJHoej(leDzJ-wma) 'J?’mz w2l
m

u

€am g (4-65)
o o < N
Hoej(ix'@zl_wma)e- WS _ Hoej(IZiDzJ_Wth)eJWE ) Elg& driEoej(Ex'on.wma)e- j(ExDZJ)H
Dz men, u

Estas ecuaciones se pueden simplificar hasta llegar alas siguientes expresiones.

s . Dt , N
£ & Bl DLE (o o fmer)
m
é 0 Dzeem u (4—66)
A . Dt 7 <
f G MU DLEs g o fnee)l
m
é g Dzmgy a

152




CARACTERISTICAS NUMERICAS DEL ALGORITMO

Aplicando las identidades de Euler, y teniendo en cuenta de nuevo la propiedad
(4-19), llegamos a que la parte real de estas ecuaciones se anula y que la parte
Imaginaria queda como sigue:

2B, sV - D189 431y sen(- komooz? )]

2 Dzeg,, u (4—67)
2H,sen Wt - DL 188 4o sen(- Km0z )]

2 Dz mg, U

A partir de agui se obtiene la relacién de dispersion numeérica del algoritmo:

2DZ o0 Wt = 8 42 sen(- Km0z’ (4-68)
cDt 2 N

que, sustituyendo los valores de d,’ por su expresion equivalente dada en (4-23), se

puede poner como:

J ~
2(:%2t s;enw;<Dt =a dmsen(- k ><m><DzJ) (4-69)

Teniendo en cuenta la siguiente propiedad de los coeficientes derivativos
estudiada en € capitulo 3,

Amd, =-1 (4-70)

se puede comprobar que cuando Dz es muy pequefio con respecto a la longitud de onda,
es decir, para resoluciones dftas, la relacion dada en (4-69) se reduce a la expresion
tedrica correspondiente a un medio no dispersivo:

R=_®¥ b wrck (4-71)
Dz
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Esto significa que la dispersion numérica producida por € algoritmo podria
reducirse en el grado que se desee, simplemente empleando un mallado suficientemente
fino. En cualquier caso, sucede gque para cada frecuencia tendremos un valor de Eque
depende de la relacion entre Dz y lalongitud de onda | . Esto implica que, para sefiades
con un amplio contenido en frecuencias, existiran diferentes velocidades de fase Vv,

asociadas a cada frecuencia, 10 que provocara su distorsion. A esta velocidad de fase

numéricala definimos como:

(4-72)

_h<
1
~i| s

En lafigura 4.6 esta representada la velocidad de fase numérica v, dada por el

algoritmo en funcion de la resoluciéon espacial para diferentes tipos de wavelets de
Daubechies. Se ha escogido un factor de estabilidad s = 0,5 de manera que el algoritmo
es estable en todos |os casos representados. Se puede apreciar como la velocidad de fase
tiende hacia € valor correspondiente a de un medio no dispersivo a medida que

aumenta la resolucion:

R:|—® ¥ P V. »c (4-73)
Dz
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Vejocidad de Fase normalizada S =05
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Figura 4.6.: Caracteristica de dispersion del algoritmo (velocidad de fase en funcion de la resolucion
espacial) para diferentes Wavelets Dy,. El valor del factor de estabilidad escogido ha sido s=0,5.

Velocidad de Fase normalizada. 5 =0.5
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Figura4.7.: Detalle delafigura 4.6. en el limite proximo al valor ideal (v, /c=1)-
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En la figura 4.6 se observa, ademas, como el error de dispersion disminuye a
medida que aumenta el orden M de la funcién wavelet Dy empleada, es decir, la
diferencia entre el valor de la velocidad de fase dado por el algoritmo y e valor tedrico
correspondiente a caso no dispersivo es cada vez menor. Lafigura4.7 corresponde a un
detalle de la figura 4.6, donde se puede apreciar con claridad esta propiedad. Se observa
también que, utilizando wavelets de orden M3 2, € error es inferior a 1% incluso para

resoluciones muy bajas, del orden de 7 puntos por longitud de onda.

Para el caso particular en € que el desarrollo de los campos se realice utilizando
wavelets de Haar (D,), larelacion de dispersion dada en (4-69) se reduce a:
2 wxDt (~ )

—sen—— =senlk
S 2

(4-74)

donde s es e factor de estabilidad definido en (4-26), y hemos considerado, por
sencillez en la notacion, y sin pérdida de generalidad, que J = 0. Se observa que para el

limite de estabilidad s = 2 €l algoritmo no es dispersivo.

En la figura 4.8 se ha representado la velocidad de fase numérica v, :W/E

frente a la resolucion espacial para diferentes valores del factor de estabilidad s. Se
puede comprobar como el error de dispersion del algoritmo se reduce a medida que
aumenta la resolucién espacial y ademas, como disminuye a medida que aumenta €l
factor de estabilidad. Las situaciones correspondientes a factores de estabilidad mayores

gue 1 no podrian modelarse utilizando FDTD, ya gue ho serian estables.
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Velocidad de fase para diferenies factores de estabilidad
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Figura 4.8.: Caracteristica de dispersion del algoritmo utilizando wavelets de Haar para diferentes
valores del factor de estabilidad S.

Para observar la diferencia que existe entre la caracteristica de dispersion del
algoritmo correspondiente a las diferentes wavelets de Daubechies, se ha simulado la
propagacion de un pulso gaussiano en e sentido negativo del ge z. En lafigura 4.9 se
ha representado el valor de la componente E; del campo eléctrico en tres instantes
diferentes de su propagacion, y para tres tipos de wavelets (D1, D, y D3). Aqui se pone
de manifiesto la diferencia entre los errores de dispersién de los tres esquemas. Se
observa que €l caso mas dispersivo es aguel en e que se han empleado wavel ets de Haar
(D), mientras que para las wavelets de orden superior €l error de dispersion se hace
précticamente inapreciable. En los tres casos se ha utilizado un factor de estabilidad s =
0,5.
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Daubechices D,

(b)

Figura 4.9.: Dispersion en la propagacion de un pulso gaussiano utilizando diferentes wavelets Dy: ()
D, (wavelets de Haar); (b) D, ; (c) Ds. Las graficas corresponden a tres instantes diferentes de la
propagacion del pulso a lo largo del gje zen e sentido negativo.
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Estos resultados se pueden comparar con los obtenidos mediante otras técnicas,
como por ggemplo, FDTD y TLM.

La relacion de dispersion para el método FDTD esta dada por la siguiente
expresion [75]:

1 woHDt aK xDz O
sen—— =seng——— =
S 2 2 5

(4-75)

donde s es e factor de estabilidad definido como s=cDt/Dz, y cuyo vaor debe estar
dentro del rango 0< s£1. A partir de la expresién (4-75) se puede calcular la velocidad
de fase numérica dada por el algoritmo v, =w/ K. En lafigura 4.10 se ha representado

esta velocidad de fase normalizada, en funcion de laresolucién espacial R=1/Dz, para

un factor de estabilidad s=0,5.

Velocidad de Fase narmalizada para ef metodo FDTD

095 -

09 e

075

07 -

065 - —

06 I I I I I I I I I I I I
2 4 f 2 10 12 14 16 18 20 22 24 26

resolucion (R = A/A)

Figura 4.10.: Caracteristica de dispersién del método FDTD para un factor de estabilidad s=0,5.
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En esta figura se puede apreciar € error de la velocidad de fase respecto del

valor tedrico del medio que queremos modelar (V, /c=1). En comparacién con la

figura 4.6 se observa que este error es menor gque e gue se obtiene cuando se utilizan
funciones wavelet de Haar (D), pero sin embargo, es mayor que el obtenido cuando se

emplean funciones wavelet Dy, con M3 2.

Estas caracteristicas de dispersion también se pueden comparar con la
correspondiente al método TLM. El método TLM-1D, aplicado en medios homogéneos,
no presenta error de dispersion. Si por €l contrario, nos vemos obligados a introducir
stubs para modelar |as caracteristicas del medio a simular (necesario cuando se trata de
medios no homogéneos) [19], entonces, por gemplo, para una relaciéon entre la
discretizacion espacial y la temporal dada por cDt/Dz=05, la velocidad de fase

numeérica normalizada es la siguiente:

Dz
v *
—= ” (4-76)
aaz Dz ¢

En lafigura4.11 se ha representado la velocidad de fase normalizada expresada
en (4-76), en funcion de laresolucion espacial R=1 /Dz. En ella se puede apreciar que
el error de la velocidad de fase respecto del valor tedrico del medio que queremos

modelar (V; /c=1) es similar a obtenido en nuestro esquema MRTD utilizando

funciones wavelet D;, y por lo tanto este error es mayor s o comparamos en las

situaciones en las que se emplean las wavelets Dy, con M3 2.

Se puede concluir, por tanto, que el error de dispersion de los esquemas MRTD
propuestos, utilizando wavelets Dy (con M3 2), es inferior a que se obtiene mediante
otras técnicas habituales como FDTD y TLM, pero no asi cuando se emplean las
funciones wavelet D;, donde los errores obtenidos son similares a los proporcionados
por la técnica TLM, pero mayores en comparacion con los obtenidos mediante el
método FDTD.
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Velocidad de Fase normalizada para &f mefodo TLM
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resolucion (R = A/Al)

Figura 4.11.: Caracteristica de dispersion del método TLM.

Todos los resultados que se presentan estan en funcion de la resolucion espacial
expresada en términos de | /D, donde D representa la discretizacion espacial efectiva

(DZ’) definidaen (4-16):

(4-16)

Esto quiere decir que en las situaciones donde se emplean funciones de escalay
funciones de wavelet conjuntamente para representar los campos, la discretizacion
espacial efectiva es la que se obtiene tras su reconstruccion. De esta forma, s el
desarrollo de los campos se ha hecho utilizando funciones de escala de nivel J y
funciones de wavelet de nivel J simultaneamente, la discretizacion efectiva fina seréla

correspondiente al nivel de resolucion J+1.
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Para comprobar que €l error de dispersion producido por €l agoritmo depende
del nivel de resolucion final, se han realizado dos simulaciones de la propagacion de un
pulso gaussiano alo largo del ge z, utilizando en un caso funciones de escala, y en otro,
funciones de escalay de wavelet. En la primera de ellas se ha considerado un espacio de
simulacion de 800 mm y se ha discretizado dividiéndolo en 200 puntos, obteniendo una
separacion entre cada uno de ellos de Dz = 4 mm. Para el desarrollo de los campos se
han empleado funciones de escala del tipo D1, y se ha escogido un factor de estabilidad
s =1, con lo que el paso de tiempo obtenido ha sido Dt = 13,34 ps. En la segunda
simulacién se han empleado funciones de escalay funciones de wavelet del tipo D4, y se
ha discretizado el espacio de manera que a reconstruir e valor de los campos se
obtienen las mismas condiciones que en la primera simulacion. Para ello, se ha dividido
el espacio de simulacién en 100 puntos, obteniendo en € nivel base una separacion
entre cada uno de ellos de Dz = 8 mm. Asi, al reconstruir los campos, se obtiene una
resolucion espacial final de Dz' = 4 mm, la misma que en la primera simulacion. El
factor de estabilidad escogido ha sido s = 1, de manera que también obtenemos el

mismo paso de tiempo Dt = 13,34 ps.

En la figura 4.12 se ha presentado e resultado de las dos simulaciones. En
ambas se representa el valor de la componente E, del campo el éctrico correspondiente a
dos instantes de su propagacion (a la derecha se encuentra el pulso inicia y a la
izquierda se encuentra el pulso tras 100 iteraciones). La figura 4.12.a corresponde a la
simulacién realizada utilizando un nivel de resolucién con funciones de escala, y la
figura 4.12.b corresponde a valor del campo eléctrico obtenido tras su reconstruccion a
partir de sus coeficientes de escala y de wavelet. En las dos se puede apreciar la
distorsiéon del pulso debida a la dispersiéon producida por €l agoritmo, y se observa que
este error es el mismo en ambas simulaciones, a pesar de haberse obtenido de forma

diferente, pero con la misma resolucién espacial final Dz.
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Figura 4.12.: Propagacion de un pulso gaussiano alo largo del gje z. A la derecha se encuentra el
pulsoinicial, y alaizquierda se observa la distorsion del pulso tras 100 iteraciones. En resultado
representado en (a) corresponde a una simulacion realizada utilizando funciones de escala Dy, y €
resultado representado en (b) corresponde a una simulacion realizada utilizando funciones de escala y
de wavelet D;.

Con los resultados de la expresion (4-72) se ha calculado €l error de fase por
longitud de onda en funcién de la resolucion espacial, dada en celdas por longitud de
onda, para diferentes tipos de wavelets de Daubechies. Esto |o tenemos representado en
la figura 4.13, donde se ha utilizado un factor de estabilidad s =0,5 en todos |os casos.
Algunos resultados numéricos relativos a la velocidad de fase y su error respecto del

caso ideal (V, /c=1) seincluyen en unatabla separada (V).
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Figura 4.13.: Error defase en grados por longitud de onda utilizando diferentes tipos de wavelets Dy,.

TABLA YV
Velocidad de fase relativa y su desviacion respecto del caso ideal
(s=0,5)
R=1/Dz=7 R=1/Dz=14
Vi /c desviacion vV, /c desviacién
D1 0,8178 -18, 22% 0, 9665 -3, 35%
D2 0, 9876 -1, 23% 1, 0008 +0, 08%
Ds 1, 0050 +0, 50% 1, 0019 +0, 19%
D4 1, 0079 +0, 79% 1, 0021 +0, 21%
Ds 1, 0062 +0, 62% 1, 0000 +0, 0014%

164



CARACTERISTICAS NUMERICAS DEL ALGORITMO

A la vista de los valores representados en la tabla V se puede comprobar que
para una resolucion espacial de 7 celdas por longitud de onda (D=l /7), si se utilizan
wavelets de Haar (D), € error en la velocidad de fase alcanza el 18%, lo que significa
que €l error de fase por longitud de onda seria de 65,5°. Si se utilizan wavelets Dy, de
orden M>2, € error en la velocidad de fase se sitla por debajo del 1%, lo cual se
traduciria en un error de fase por longitud de onda por debajo de los 4°. Estos errores se
reducen considerablemente al aumentar la resolucién. Asi, para un valor de 14 celdas
por longitud de onda (D=l /14), € error en la velocidad de fase utilizando wavelets de
Haar (D1) seria del 3%, lo que implica un error de fase inferior a 12° mientras que
utilizando wavelets Dy de orden M superior, €l error en la velocidad de fase es inferior
a 0,2% produciendo un error de fase por debajo de los 0,7° por longitud de onda. En la
figura 4.14 se ha representado con mas detalle €l error de fase por longitud de onda en
funcién de la resolucion espacial. Aqui se aprecia con claridad como para valores de
resolucién superiores a 14 celdas por longitud de onda, € médulo del error de fase
utilizando funciones wavelet Dy para M32 no supera los 0,6°, mientras que s

utilizamos wavelets de Haar (D) € error alcanzalos 12°.

Factor de estabilidad §=05

b

[ T

—_
=
T

error de fase (")/3,

f 3 10 12 14 16 18 20 22 24 26
resolucion { A/A)

Figura 4.14.: Detalle delafigura 4.13 correspondiente al error de fase en funcion de laresolucion
para diferentes tipos de wavel ets de Daubechies Dy,.
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Al igua que sucede con la velocidad de fase, la velocidad de grupo numeérica
dada por e algoritmo también depende de la resolucion espacial. Esta velocidad de

grupo numérica se define como:

v, = Z—"f 4-77)

y se puede obtener a partir de la relacion de dispersion (4-69) considerando w = W(E) :

De esta forma, diferenciando la expresion (4-69) respecto de Kk y simplificando se

obtiene:

lcos{:agv—Dt9 dw a xd . cos(- szmez) (4-78)
C é2 g dk m

donde se ha tomando, sin pérdida de generalidad, J = 0. A partir de aqui podemos

despejar lavelocidad de grupo numérica v, :

o -
- xd -k xm>Dz
gy - & mdycos )

W _x m - (4-79)
oK o0

2 o

La ecuacion (4-79) es una expresion general valida para valores arbitrarios de Dt

y Dz. El Unico término adicional necesario para evaluar esta expresion es €l valor de K,
el cual se obtiene apartir de larelacién de dispersion (4-69). Al igual gue sucedia con la

velocidad de fase v, , a medida que la resolucion espacia aumenta, la velocidad de

grupo tiende hacia el valor de la velocidad de la luz correspondiente al medio que

estamos model ando, esto es:

R=—®¥ b V. ®c (4-80)
Dz
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Esto confirma la idea de gque la solucion numérica se aproxima a la solucion

exacta a medida que los incrementos espacial y temporal tienden a cero.

En lafigura 4.15 se ha representado la velocidad de grupo numerica v, dada por

el algoritmo en funcion de la resolucion espacial y para diferentes tipos de funciones de
wavelet de Daubechies. Se ha escogido un factor de estabilidad s = 0,5 con €l cual, nos
aseguramos que el algoritmo sea estable en todos los casos. Se pueden apreciar las
mismas caracteristicas que las observadas para la velocidad de fase numérica, esto es,
que € error de la velocidad de grupo respecto del valor tedrico es mayor cuando se
utilizan wavelets D; que cuando se utilizan wavelets Dy, con M3 2. En lafigura4.16 se
aprecia con mas detalle esta caracteristica. Se observa, ademas, la propiedad vista en la
ecuacion (4-80), es decir, vemos como a medida que aumenta la resolucion espacial, la

velocidad de grupo obtenida utilizando cualquiera de los tipos de funcién wavel et tiende

hacia el valor tedrico \79/c =1.

Velocidad de Grupo normalizada [5 = 0.5]
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v jc
g i
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I
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ns
5 10

estabilidad s=0,5.

Figura 4:15.: Velocidad de grupo normalizada en funcion de la resolucion espacial para un factor de
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Figura 4:16.: Velocidad de grupo normalizada para un factor de estabilidad s=0,5. (Detalle de la

figura 4.15)

4.3.2. Dispersién numérica en dos dimensiones

Analizamos ahora las caracteristicas de dispersion del agoritmo para un

problema bidimensional correspondiente a un modo TM. De manera analoga a como se

hizo en el apartado anterior, tomamos como punto de partida e conjunto de ecuaciones
discretizadas dado en la expresiéon (4-46), donde se han empleado funciones de escala

de resolucién J para desarrollar los campos en el espacio:

N+ e n-3) g
2 2
xHi,k_ xHi,k_ 1 Q dJ nEff
a my —i

Dt mx0z < Hem
n+d o ge on-1 gy
zzHik_ ;Hik 1 S 4J npff
’ —=- admyEi—m,k
Dt mxDx

(4-46.1)

(4-46.2)
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==3 AdIIHI G (446.3)
m 0]

m

Consideramos entonces la propagacion de un modo numérico arbitrario

caracterizado por los frentes de onda monocrométi cos siguientes:

;EIL — Eoyej(ﬁxym& R0z - WD)
:HIfL — Hoxej(EX*mJ +K oDz - word (4-81)

nyff — i (oD +i 4002 - Wbt
zHik _HOZe " ‘

donde k = (IZX : EZ) representa el numero de ondas de la solucién numérica dada por €

algoritmo. Sustituimos estos frentes en la ecuacion (4-46) y tras smplificar llegamos a

las siguientes expresiones:

A . . Dt
Hoe "2 - 2= Sy &2 dye ’(kZ*”DZJ)B

X g m Dz

e u €m u

Dt Dt
jw— jw— U Dt E e B u
Hoee 2 - "2 g=- ~—22 28 dle o)y (4-82)
0 m Dx

e u €m u

é'lw% ]W%l;l_ Dt e ox & HJ J(kz>m>DzJ) Hoz 2 J —]'(IF<_X>t<n>ID><J)ltj
S T Tam e At Dx &9

e g €é m m u

Aplicando las identidades de Euler, junto con la propiedad (4-19), se llega a que

la parte real de las ecuaciones (4-82) se anulay la parte imaginaria queda como sigue:

E -

- 25H,, sen P =P B 8 49 sen(k smooz?)

2 m Dz 7,

E -

-2, sen W o D Eor 8 43 sen(k smonx?) (4-83)

2 m Dx -,
- 2><E0ys;enW>‘Dt :EgHOX a d,ﬂ]sen(lzzxn@zj)- Ho, a d,fjs;en(lzx><m><DxJ )3

2 € eDZ m Dx m u

A partir de estas ecuaciones se puede obtener larelacion de dispersion numérica

en dos dimensiones de nuestro algoritmo:
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4 2 W>‘Dt‘2 el ~ 02 el ~ 02

e u o J 2 1 J

A sen——— =6 d- senlk, xm>Dx” | +e’— d- senlk xm>Dz” | 4-84
8C>{)t 2 H eDX% " ( X )H eDZ% " ( ‘ )H ( )

que también se puede poner como:

62 _woty _é1 g ~ L1 o ~ )\
sen 1= dsenlk, xm>XOx” Jo +a——g d. senlk, xn>Dz” |»  (4-85)
goo ™ 2 8o & | )H éor’ & | )H

donde hemos hecho el cambio dy,’ = 2%, Si consideramos un mallado regular con Dx
= Dz = D, larelacion dada en la ecuacion (4-85) también se reduce a la expresion que

corresponde al valor tedrico del un medio no dispersivo que queremos model ar:

—®Y¥ b — »k?+k? (4-86)
D 2 7

4.3.3. Digpersion numérica en tres dimensiones

En un problema general de propagacion en tres dimensiones, € procedimiento
para evaluar las caracteristicas de dispersion del algoritmo es similar alos anteriores, es
decir, sobre las ecuaciones de Maxwell discretizadas utilizando funciones de escala de

nivel J paradesarrollar los campos en el espacio y funciones pulso en € tiempo:

n+d fff L fff .
2 2
xHi,j,k' Hi,j,k _ 1é1 o

1o u
X Jnpefff J ne=fff
o =- ESE A e Ml S E% dmyEu,i,k-mb'J (4-58.1)
MO ey 161 1 U
y ik y ik - _ _,_o dJnE‘H'f - _o dJnEfff C 4-58.2
Dt ngZ% mx —i,j,k-m DX% mz |-m,],kH ( )
n+%Hfff } n-%H‘ff'f p )
z'hijk 20 ik — 12}_1 o dri;Erfrfn]k - ié dri:Erfmekg (4-583)
Dt meDX m w m u
MLEfEE  npfee . . " N
S s e BT DA R (4584
e gDy 1, o m S
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nHftf  nefff . )
E4 - E . 1e 1 +1 1 +1 U
y Sk ySijk ==3 2 dri” ;Hiﬁjfk-m . _é drin zzHif-frfnjkL'j (4-58.5)
Dt e gDz -, v Dx u
nHl=fff _ nefff Z )
E' -E" 1é1 +1 1 +1 u
zHi gk zH gk 4 o driln ;Hif_f;”‘k ) _é drin ;Hff]fmkl:] (4-58.6)
m u

Dt e &x 9

introducimos un frente de onda monocromético de la forma:

(4-87)

anff — I:oej(kxiptjxJ +kyxj>DyJ +kz>k>DzJ_w>n>Dt)

x Ui,k
donde «F es la componente x del campo eléctrico 0 magnético, y que caracterizado por

kK. .k ) Entonces, sustituyendo la expresion (4-87) en la (4-

x1 Ny 1Nz

e vector de onda k :(
58) podemos encontrar la relacién que existe entre w y k, que nos proporciona la

relacion de dispersion del algoritmo.

Procediendo del mismo modo que se hizo en |os casos anteriores, se llega a que
la relaciéon de dispersion numérica de nuestro algoritmo para la propagacion en tres

dimensiones es la siguiente:

2

62 _whty _é1 g ~ v
o™ 2§~ g Sembomocl +
e m u
- 2
+5—8 dj senfi om0y’ |y + (4-88)
e m u
2

+ g_lé d,isen(l?z xm>Dz’ )ﬂ
gDz 7, ]

Esta relacion de dispersion se puede comparar con la relacion de dispersion

analitica correspondiente a la propagacién en un medio sin pérdidas, y que viene dada
por la expresion:

W k2 +k2 +K? (4-89)

171




CARACTERISTICAS NUMERICAS DEL ALGORITMO

Utilizando nuevamente la propiedad (4-70), se puede comprobar que la
expresion (4-88) se corresponde con la expresion (4-89) en e limite cuando Dx ,Dy, Dz
y Dt tienden a cero, lo cua implica que la solucién no sufre el efecto de la dispersion.
Esto significa que la solucion dada por el algoritmo seria exacta en €l limite cuando la
resolucién fuera infinita, resultado que intuitivamente podiamos esperar, ya que en ese
caso la discretizacion del espacio-tiempo tiende al limite continuo.

4.3.4. Andlisis cuantitativo en dos dimensiones

Para analizar cuantitativamente la dependencia del efecto de la dispersion con la
discretizacion, consideramos el problema estudiado anteriormente para un modo TM en
dos dimensiones. Para mayor claridad y simplicidad en el andlisis de los resultados,
vamos a considerar dimensiones normalizadas. También vamos a considerar un mallado
regular con celdas cuadradas (es decir, Dx = Dz = D) y un angulo de propagaciéon a de

la onda respecto del ge z:

Figura4.17.: Vector de onda.

En este caso la relacion de dispersion numérica expresada en (4-85) quedaria

como sigue:

<D WDt é - o0 é ~ i
¢ sen U _ éé d, sen(k sena xme)u + éé_ d, sen(k cosa ><m><D)l:| (4-90)
8c Dt 2 0 &, 0 &m u
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La ecuacion (4-90) se puede resolver en funcion de K para diferentes valores del
angulo de propagacion a utilizando el método iterativo de Newton-Raphson. Para
mayor simplicidad en los cdlculos se consideran dimensiones normalizadas haciendo
w/c =2p . De estaforma, se puede obtener el valor normalizado de la velocidad de fase

mediante la expresion:
v
Vi (4-91)
c Kk

siendo k e valor calculado por el método de Newton-Raphson. En las figuras 4.18 a
4.20 se ha representado € valor de la velocidad de fase normalizada en funcion del
angulo de propagacion a para diferentes resoluciones espaciales y para diferentes tipos

de wavelets.

En los tres gjemplos presentados, el factor de estabilidad se hafijado en s=1/4/2,
satisfaciendo el criterio de estabilidad dado por la expresion (4-57) para todas las
wavelets empleadas, y obteniendo una relacion entre la discretizacion espacia 'y
temporal de cDt/D=0,5. Nuevamente se observa que los esquemas donde se han

utilizado wavelets D; son més dispersivos, presentando el mayor valor de concordancia
en propagacion oblicua a 45°. El error de la velocidad de fase respecto a caso no
dispersivo aumenta a medida que nos separamos de dicho angulo, y disminuye, como
cabia esperar, al aumentar la resolucion espacial. Para € resto de wavelets Dy, con
M32, se observa una menor influencia respecto del angulo de propagacion,
manteniéndose la velocidad de fase practicamente constante para todos los angulos. Esta
influencia es mayor en resoluciones bgjas, donde se aprecia una variacion maxima
respecto a valor no dispersivo por debajo del 2%, mientras que en resoluciones mas

altas esta variacion no supera el 0,2%.
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Figura 4.18.: Variacion de la velocidad de fase numérica con € angulo de propagacion para diferentes
wav elets. El factor de estabilidad ess=0,71.
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Figura 4.19.: Variacion dela velocidad de fase numérica con el &ngulo de propagacién para una
resolucion de 10 celdas por longitud de onda. El factor de estabilidad ess=0,71.
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Figura 4.20.: Variacién dela velocidad de fase numérica con el angulo de propagacion para una
resolucion de 14 celdas por longitud de onda. El factor de estabilidad ess=0,71.

En las figuras 4.21 y 4.22 se ha representado la variacion de la velocidad de fase
con la resolucion espacial para € caso de propagacion oblicua a a=45°. Algunos
resultados numéricos relativos a la velocidad de fase y su desviacion respecto del caso

ideal (Vv /c=1) seincluyen en unatabla separada (V).

TABLA VI

Velocidad de fase normalizada en propagacion oblicua a a=45°

R=7 R =10 R =15

\7f /c desviacion \7f /(; desviacion \7f /c desviacion

D1 0, 9277 -7,23% | 0,9672 -3,28% | 0, 9859 -1,41%

D> 0, 9990 -0,10% 1, 0008 +0, 08% 1, 0007 +0, 07%

D3 1, 0036 +0, 36% 1, 0019 +0, 19% 1, 0008 +0, 08%

D4 1, 0077 +0, 77% 1, 0021 +0, 21% 1, 0009 +0, 09%

Ds 1, 0021 +0, 21% | 0, 9999 -0,01% | 0, 9988 -0,12%
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En todos |os casos se ha seguido manteniendo un factor de estabilidad s = 1/4/2
para garantizar la estabilidad en todos los esquemas independientemente del tipo de
funcion wavelet empleado. En lafigura 4.21 se observa que utilizando wavelets de Haar
(D), la velocidad de fase aumenta progresivamente, tendiendo hacia el valor ideal

(v, /czl), a medida que aumenta la resolucion. Sin embargo, s se utilizan wavelets

Dy de orden superior M3 2, se puede apreciar que a partir de valores de resolucion de 8
celdas por longitud de onda (D=l /8), la velocidad de fase no presenta apenas variacion,
manteniéndose en todo caso dentro de un margen de error inferior a 0,2% respecto a
valor ideal. Esto se puede ver con detalle en la figura 4.22. Esto significa que para
resoluciones bajas (I /D<8), € error de fase obtenido utilizando wavelets de Haar (D)
alcanza los 30° por longitud de onda, mientras que con wavelets Dy de orden M
superior este error de fase se sitlia por debajo de los 3° por longitud de onda. Este error
de fase disminuye a aumentar la resolucién, llegando a valores inferiores a los 5° por
longitud de onda en e caso de utilizar wavelets de Haar, y por debao de 0,5° por
longitud de onda s utilizamos wavelets de orden superior. Podemos observar este

resultado en lasfiguras 4.23 y 4.24.

Velocidad de fase para a = 457
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Figura 4.21.: Variacion de la velocidad de fase con la resolucién espacial para un angulo de
propagacion de a=45°. El factor de estabilidad ess=0,71.
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Figura4.22.: Detalle de la figura 4.21 en el que se observa la velocidad de fase numérica dada por el

algoritmo utilizando wavelets Dy, de orden M3 2.
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Figura 4.23.: Error defase en el caso de propagacion oblicua, dado en grados por longitud de onda,
frente alaresolucién espacial utilizando diferentes tipos de wavel ets.
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Figura4.24.: Detalledelafigura 4.23 en e que se aprecia el error de fase en grados por longitud de
onda utilizando wavelets Dy, de orden M3 2.

Estos resultados también se pueden comparar con los obtenidos mediante las
técnicas FDTD y TLM.

Larelacién de dispersion para el método FDTD en 2D esta dada por la siguiente

expresion [75]:

2 ~ .
) ) 5
2D § oo Do _ Senzgkx 02, sen?TX 0 (4-92)

E&Dty & 2 o 2 5

donde también hemos considerado un mallado regular con celdas cuadradas (es decir,

Dx =Dz =D). A partir de laexpresion (4-92), y considerando un dngulo de propagacion

a de la ondarespecto del ge z, es decir, k =(EX,EZ) con IZX =k >sena y IZZ =k >cosa |,
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se puede calcular la velocidad de fase en funcion de la resolucion espacial y para

diferentes dngulos de propagacion.

En la figura 4.25 se ha representado, para diferentes valores de la resolucion
espacial, lavelocidad de fase normalizada en funcion del dngulo de propagacion , y para

una relacion entre la discretizacion espacial y temporal de cDt/D=05. Se puede
apreciar como el error de la velocidad de fase respecto del valor tedrico (V, /c=1) varia

con e angulo de propagacion, alcanzando su valor minimo para una propagacion
oblicua a 45° siendo esta variacion es menos acusada a medida que aumenta la
resolucién espacial. Esto Ultimo también se puede ver en la figura 4.26, donde se ha
representado la velocidad de fase normalizada en funcién de la resolucion espacia para
un angulo de propagacion oblicua a 45°. Vemos, por lo tanto, que las caracteristicas de
dispersion del método FDTD son similares alas del méodo MRTD cuando se emplean
wavelets Dy, pero presenta un error de dispersién mayor al compararlo con € método
MRTD empleando wavelets Dy, con M3 2.

{metodo FDTD)

0995

099 -

0985

0575 —
Alat=2¢ — R=7
=10

097 I I I I I I I 1
0 10 20 20 40 50 &0 70 &0 o0

a (°grados)

Figura 4.25.: Velocidad de fase numérica normalizada en funcion del angulo de propagacion a en
grados, para tres resoluciones espacial es diferentes, obtenida mediante el método FDTD.
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Yelocidad de fase para o = 45° (metodo FDTD )
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Figura 4.26.: Velocidad de fase numérica normalizada en funcion de la resolucion espacial para un
angulo de propagacion a de 45°, obtenida mediante el método FDTD.

Estas caracteristicas de dispersion también se pueden comparar con la

correspondiente a método TLM en 2D. En este método, para una relacion entre la
discretizacion espacial y la temporal dada por th/D:J/\/E, la velocidad de fase

numeérica normalizada para una propagacion a lo largo de uno de los ges (propagacion

axial) eslasiguiente [19]:

J2p P

Vi - !

Do (4-93)
arcsengeﬁ senp ~9
é | o

mientras que para una propagacion diagonal (a = 45°) se tiene que la velocidad de fase

€s.
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v, /c=1 (4-94)

En lafigura4.27 se harepresentado la vel ocidad de fase normalizada, en funcion
de laresolucion espacia R=1/Dz paralos diferentes angulos de propagacion. La zona
comprendida entre la curva de propagacion axial y la curva de propagacion diagonal
corresponde a valor de la velocidad de fase para un angulo de propagacién arbitrario,
donde se observa su tendencia hacia el valor tedrico a medida que aumenta la resolucién

espacial.

Se puede concluir, nuevamente, que los errores de dispersion de los esquemas
MRTD propuestos, utilizando wavelets Dy (con M2 2), son inferiores a los obtenidos

mediante otras técnicas habitualescomo FDTD y TLM.

{metodo TLM )

Propagaciaon Diagonal
=450
n? Propagacion Amquilo arbitrario
0 < < 450

FPropagacion Axial

075} o= o

0r -

065 Aliat=+2¢

0g 1 ! ! 1 1
4 & S 10 12 14 16

resolucion (R = A/Al)

Figura 4.27.: Velocidad de fase numérica normalizada en funcion de la resolucion espacial para
diferentes angulos de propagacion, obtenida mediante el método TLM.
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5.1.- INTRODUCCION

Con € fin de validar los algoritmos propuestos, se han analizado diversas
estructuras, como guias de onda y resonadores, y se han contrastado ciertos parametros
caracteristicos de las mismas obtenidos a partir de la simulacion con los valores
analiticos, s son conocidos, y con los obtenidos mediante otras técnicas como TLM
[19], FDTD [75] y Haar-MRTD [26].

Los g emplos analizados estan divididos en tres grupos, referentes a problemas
unidimensionales, bidimensionales y tridimensional es respectivamente. Como gemplos
unidimensionales se va a analizar la propagacion de un pulso gaussiano con diferentes
condiciones en los contornos del dominio de simulacion (PEC, PMC, PML), asi como

el célculo de las frecuencias de resonancia en un resonador unidimensional .

En dos dimensiones, los gemplos considerados serdn e cédlculo de las
frecuencias de corte en un guia rectangular, y la obtencién de los parametros de
scattering de una union T. También se analiza la propagaciéon de un modo TE;o en €

interior de una guia rectangular WR28.

En tres dimensiones, |os resultados presentados se corresponden con €l andlisis
de distintas cavidades resonantes vacias y cargadas con diferentes dieléctricos, y

también se estudia la propagacion en el interior de una guia rectangular WR90.

Antes de presentar los gemplos de simulacién, se va a redizar un andlisis
detallado correspondiente a laforma de introducir la excitacion electromagnética dentro
de la estructura en estudio, que es un punto clave a la hora de obtener resultados

apropiados tras la simulacion.
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5.2.- EXCITACION DEL CAMPO

Uno de los puntos fundamentales a la hora de llevar a cabo una ssmulacion es la
forma de introducir adecuadamente la excitacion de la onda electromagnética dentro de
la estructura que queremos analizar. La eleccion de una excitacion adecuada esta
fuertemente condicionada a tipo de problema que se pretenda resolver. En particular,
hay que distinguir entre los requerimientos que deben cumplir las excitaciones
apropiadas para realizar simulaciones en el espacio librey las utilizadas en simulaciones
de dispositivos de propagacién guiada.

Un modo de introducir una excitacion en la estructura consiste en plantear la
misma en forma de condiciones inicidles no nulas. En este tipo de excitacion,
introducido en 1966 por Y ee [88], la onda incidente se aproxima como una condicién
inicial para cada componente del campo eléctrico y magnético en cada uno de los
puntos del mallado. El signo y la amplitud inicial de cada componente del campo se
eligen de acuerdo con la polarizacion y la direcciéon deseadas para la onda. Un factor
importante a tener en cuenta a aplicar este tipo de condicion inicial es el desfase
tempora existente entre las componentes del campo eléctrico y magnético. Con este
tipo de excitacion, el excesivo tamafio de la malla necesario para generar sefiales de
larga duracion o fuentes armoni cas hace desaconsejable su uso en numerosas ocasi ones,
siendo de utilidad en problemas muy especificos y fundamental mente unidimensionales.

Para solucionar este problema, es deseable que la onda incidente sea generada
Unicamente en algunos puntos de la malla, e introduciendo la sefid a lo largo del
tiempo. Esto se consigue empleando una fuente ideal, que consiste en asignar una
funcion temporal concreta a ciertas componentes del campo eléctrico o magnético en

una zona determinada de lamalla.

En principio, es posible introducir como excitacion una forma de onda arbitraria
y estudiar su evolucién espacio-tempora por la estructura. Sin embargo, s |a estructura
no representa un medio libre, sino que se pretende analizar una onda guiada, puede ser

interesante hacer un estudio de los diferentes modos existentes (“anadlisis moda”). Asi,
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dado que la sefid gue se propaga se puede expresar como una combinacién de modos,
es importante poder controlar los modos a excitar, y también que no haya componentes
frecuenciales por debgjo del corte del modo excitado. En estos casos, dado que el
sistema guiado puede soportar diferentes modos propagantes, con su propia distribucion
espacial de los campos eléctrico y magnético, sucede que al introducir la excitacion se
pueden generar de forma involuntaria modos no deseados y dificultar €l andlisis de los
modos de interés. En algunas estructuras, como en las guias de onda rectangulares, se
conoce analiticamente el patron transversal, 1o que permite hacer corresponder la
excitacion con € modo dominante sin excitar modos superiores que se propaguen ni
introducir energia reactiva asociada a modos evanescentes. En la figura 5.1 se muestra
la variacion apropiada del campo eléctrico en el plano transversal para excitar e modo
TE;0 de una guiarectangular.

T-X
E (x,y)=E, Sf:nT

Figura 5.1.: Variacion en el plano transversal del campo eléctrico en una guia de onda rectangular
para el modo TEyq

Asi como la distribucion del campo electromagnético en el plano transversal de
la excitacion es responsable de los distintos modos producidos en la estructura, la
variacion temporal de la excitacion es la que fija las componentes en frecuencia. Se
puede introducir, por g emplo, unafuente de voltaje que excita una onda monocromética
de frecuencia wy asignando a una de las componentes del campo el éctrico una variacién

sinusoidal continua en el tiempo:

E(t) uere = Eo 2sEN(W, %) (5-1)
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Esto permite, transcurrido cierto periodo de tiempo para que se pueda considerar
que se ha alcanzado € estado estacionario, calcular los pardmetros de la estructura
relacionados con esa frecuencia wy. Sin embargo, si se desean obtener |as caracteristicas
para un espectro mas amplio de frecuencias, se puede conocer dicho comportamiento
frecuencia a partir del estudio de su respuesta transitoria. Esto es, como un impulso en
delta contiene todas las frecuencias, se podrian estudiar en todo € rango requerido de
una vez. Sin embargo, es conveniente tener en cuenta que en los dispositivos que
presentan el fendmeno de frecuencia de corte, si el espectro de la excitacién contiene
frecuencias por debajo de ésta, se va a generar energia reactiva asociada a los modos no
propagantes en la vecindad de la fuente, aunque también hay que sefialar que, debido a
las caracteristicas de dispersion del método, que vimos en € capitulo 4, no conviene
tampoco que la sefial tenga componentes en frecuencia muy ata. Si o que nos interesa
es estudiar un modo en concreto, esto nos obligaria a separar 1a fuente de la zona de
estudio para que se produzca la atenuacion compl eta de estos campos reactivos antes de
alcanzar dicha zona. Ademés, debido a la naturaleza dispersiva de los dispositivos de
guiado de onda, las diferentes componentes frecuenciales se propagan a velocidades
distintas, lo que puede obligar a prolongar € tiempo de simulacién cuando la excitacién
contiene sefiales con frecuencias muy cercanas a las de corte, que se propagan muy
lentamente. En las simulaciones en las que no existe frecuencia de corte, es habitual
emplear una sefial cuyo espectro se extienda hasta un cierto valor ws. Esto se consigue

utilizando como excitacion un pulso gaussiano con ancho de bandafinito:

& (t- )20
O = Eropf, 22 521)
2
DwE2 (5-2.2)
a

siendo Dw el ancho de banda. En las simulaciones en las que se quiera evitar cierto
valor de corte, 10 que se desea es que € espectro de frecuencias esté dentro del rango de
propagacion. En este caso se utiliza una funcion gaussiana modulada a la frecuencia

central de interés wp:
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& (t-t,)%0

E(t)fuente = EO eXPg- ( a 20) i>COS(W0 (t - to)) (5'31)
1]

W, - g£ Dw£w0+g (5-3.2)
a a

En las figuras 5.2 y 5.3 se han representado |os dos tipos de excitacion antes
mencionados con sus respectivos espectros en frecuencia dados por su transformada de
Fourier. Estos dos gjemplos representados pertenecen a caso en € que la excitacion se
introduce a lo largo de un tiempo infinito. Esta es una situacion ideal, ya que no es
posible realizar una simulacion durante un nimero infinito de iteraciones ni en un
intervalo continuo. Lo que sucede en realidad es que introducimos la excitacion durante
un tiempo determinado. Este truncamiento en e dominio del tiempo hace que los
espectros en frecuencia se vean alterados extendiéndose més alla de las zonas de interés.
El efecto del truncamiento sobre el comportamiento ideal es més acusado cuanto menor

sea el tiempo durante el que se introduce la excitacion.

{a) {b)

Figura 5.2.: Excitacién Gaussiana (a) y su espectro en frecuencia (b)
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g = gae'&J -cos(@, - 1)

(a) (b)

Figura 5.3.: Excitacion Gaussiana modulada (a) y su espectro en frecuencia (b)

Para evitar en la medida de lo posible este efecto, € objetivo es introducir
sefid es temporales que decrezcan lo suficientemente rapido como para que den lugar a
un espectro que se anule précticamente fuera del rango de interés, alin cuando se
introduzcan durante un nimero finito de pasos. En la figura 5.4.(a) esta representada
una excitacion gaussiana introducida en la estructura durante un periodo de tiempo
limitado 2Ty, y en lafigura 5.4.(b) vemos su correspondiente espectro en frecuencia. Se
observa cémo €l truncamiento provoca un aumento en la extensién del rango de
frecuencias, pero aun asi, la parte més significativa del mismo se sigue manteniendo
dentro del mismo rango que en el caso ideal. Esto hace de la excitacién gaussiana (5-2)

y (5-3) una buena eleccion parareadlizar las simulaciones de banda ancha.
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o) =200 ) vz o) = Blg()]

0 T, ¢ | VA Y
(a) {b)

Figura 5.4.: Funcién gaussiana multiplicada por una ventana rectangular de anchura 2T, (a) y su
espectro en frecuencia dado por la Transformada de Fourier (b).

Para disefiar |a excitacién adecuada debemos ajustar |os parametros a, Wy Y to. El
valor wy se fija como €l valor central de la frecuencia de nuestro interésy a se fijalo
suficientemente grande como para que el espectro decaiga rapidamente, pero también
suficientemente pequefio como para que haya una componente significativa de sefial en
los extremos de la banda. El valor del retardo ty se debe escoger lo suficientemente
grande como para gque la sefia se introduzca suavemente en la estructura pero por otra
parte debe ser o suficientemente pequefio como para que el tiempo de simulacion no se
alargue excesivamente. Como ayuda para la eleccion del retardo to, se puede calcular €
valor h(0) con la que comienza la excitacion a introducirse en la estructura en funcion

dea y del valor méximo de la excitacion Ey para distintos valores de to:

. BELDQZ

h(0) = E, >e 27 (5-4)

Despejando el valor de to de la expresion (5-4) se obtiene:

— X E0 -
t, =a x|In hO) (5-5)
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De este modo, una vez fijado el valor de a, €l valor del retraso to se escoge de acuerdo
con €l cociente entre Ey y h(0). Por ggemplo, se puede tomar como valor inicia de h(0)

la centésima parte del valor méximo Ey, esto es, h(0) = E, /100.

Las excitaciones (5-2) y (5-3) admiten una formulacion aternativa en la que solo
intervienen parametros adimensionales que se interpretan como pasos temporales. Para

ello se definen:

a =n, Dt (5-6.1)
t, =n, Dt (5-6.2)
t =n>Dt (5-6.3)

De estaforma, las ecuaciones (5-2) y (5-3) se reescriben como:

é (n- n)2u

E(n) =expg (" 5-7)
e n, a
€ (n-n)3u

E(n) = expg- ( " 2‘) @>cos(w, X(n- n,)>0r) (5-8)
e a u

y de la expresion (5-5) obtenemos € valor de n; en funcion de n, y del cociente
E,/h(0):

=n, X Ini (5-9

nt a
h(0)

Por giemplo, si tomamos como valor inicial h(0) = E, /100, el valor aproximado que se

obtiene paran; esny » 2n,.

Una vez escogida la excitacion debemos modificar el algoritmo para conseguir
introducirla dentro de la estructura. Una forma consiste en hacer que la excitacion fije
los valores del campo en la posicion donde se encuentra la fuente. Esto genera una onda
numeérica con la dependencia temporal elegiday gque se propaga simétricamente dentro

de la estructura partiendo de la posicion de lafuente. En principio es necesario mantener
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el proceso iterativo temporal de manera continuada, hasta alcanzar el estado
estacionario en caso de una fuente monocromética. Durante este tiempo parte de la sefia
excitada puede verse reflgjada de nuevo hacia la posicion de la fuente. Si esto sucede,
dado que los valores del campo en la posicién de la fuente estén fijados por la

excitacion, la sefial volvera areflgjarse de forma indeseada (fuente de impedancia cero).

Una manera de evitar esta reflexién adicional consiste en apagar la fuente, esto
es, eliminar la fuente del algoritmo, una vez que €l valor de la excitacion ha decaido
hasta un valor despreciable, y volver a incorporar estos puntos al algoritmo. Este
método presenta el inconveniente de tener que alargar € dominio de computacion para
separar la fuente de las primeras discontinuidades, y ademés de no poderse aplicar alas

excitaciones de duracion infinita, como por g emplo lasinusoidal.

La forma més eficiente de solucionar estos problemas consiste en aplicar €
principio de superposicion a los puntos situados en la fuente. Esto significa que el valor
del campo en la posicion de la fuente se calcula aplicando el algoritmo de forma normal

y sumando en estos puntos la contribucion de la excitacion:

E(t’ F;uente) = Eaigoritmo (t’ f;uente) + E@(citacién (ta F}uente) (5— 10)

Un punto importante en lo que se refiere a la introduccion de la excitacion
dentro del algoritmo se refiere a su situacion espacial. A diferencia de otras técnicas
(FDTD, TLM, ...) enlas que la fuente se puede localizar en un Unico punto de la malla,
con nuestro esquema MRTD conviene situar la fuente distribuida entre varios nodos de
lamalla, de forma que su introduccion en el espacio sea suave. Esto significa que en la
expresion (5-10) e término T, NO Se refiere a un sdlo punto sino a todos los puntos

uente
gue se consideran en la fuente. De esta forma, la excitacion se puede descomponer en

dos caracteristicas, unatemporal y otra espacial:

Excitacion(t, T .. ) = Excitacion(t) * Excitacion(r) (5-11)
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La caracteristica temporal vendra determinada por las condiciones expuestas
anteriormente en 1o que se refiere a su contenido en frecuencia. En cuanto a la parte
espacial, en nuestras simulaciones vamos a considerar, para que la introduccion sea
suave, que la fuente esta caracterizada por una funcion seno cuadrado. En las
simulaciones en que hemos utilizado dominios en dos y tres dimensiones, la excitacion
se debe introducir también de la misma forma. En estos casos puede que en alguna o en
todas las coordenadas, la distribucion espacial del campo esté ya determinada por € tipo
de propagacién que queremos realizar, como por gemplo, en una guia rectangular
donde nos interesa estudiar el modo fundamental. En estas situaciones la distribucion
espacial en forma de seno cuadrado sblo afectaria a las coordenadas que estén sin
determinar. De este modo, la distribucion de la excitacion a lo largo de una sola

coordenada (por g emplo, z) seralasiguiente:

2-21

e(z) =e,sen Ee (5-12.1)

QIIO:

y ladistribucion de la excitacion en un plano (por g emplo, XZ) seralasiguiente:

(X, 2) = g, sen’ gp );10>sen28e 239

g = (5-12.2)
a Z,-Zg

En la figura 5.5 tenemos representada una distribucién espacial de medio seno

cuadrado parala fuente en una simulacion unidimensional .

En la figura 5.6. tenemos la correspondiente distribucion espacial para una
simulacién en dos dimensiones en la que ninguna de las dos coordenadas esta

determinada de antemano por un patrén caracteristico.

Sobre estos puntos del mallado, que pertenecen a la posicion de la fuente, se
debe aplicar |la caracteristica tempora estudiada anteriormente, tal como se indicaba en

laexpresion (5-11).
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Figura 5.5.; Distribucion espacial de la fuente para una simulacién 1D

X—x z-z
e(x,z) = e sen’| T L |.-sen*| = !
Az~ I3~ 4

Figura 5.6.: Distribucion espacial de la fuente en una simulacién 2D

5.2.1.- Excitacion en una dimension

Consideremos un problema en el gue los campos varian Unicamente a lo largo

del ge z Si estamos trabajando con un nivel de resolucién, en nuestro algoritmo sélo

necesitaremos utilizar funciones de escalaf para describir la distribucion espacia de los
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campos. En esta situacion, en e supuesto de que estemos excitando €l campo eléctrico
con una variacion temporal dada por g(t), e desarrollo de dicha excitaciéon se expresa
como sigue:

ezt)=a a "df (29,1 (5-13)

n k

donde "€ representa el valor del coeficiente de escala en la posicion z = kDz, en €

instante de tiempo t = nDt, y gn(t) representa el valor de g(t) en dicho instante de tiempo
(siendo Dz y Dt la discretizacion espacial y temporal respectivamente). Debido a que los
coeficientes de escala representan €l valor real de los campos, la excitacion de estos
coeficientes se realiza asignandoles el valor correspondiente a la distribucion espacial
descrita en la ecuacion (5-12.1):

o =’ 0,0 (5-14)

Entonces, € agoritmo modificado para incluir la excitacion queda de la
siguiente forma:

I PR - %é[dJ]JS [ ] (5-15.1)

Pl SR ekl esa

Si ademas de las funciones de escala f utilizamos funciones de wavelet y para
desarrollar los campos en €l espacio, es decir, aumentamos el nivel de resolucion, la
excitacion se debe expresar utilizando sus correspondientes coeficientes de escala 'y de

wavelet de la siguiente forma:

> (D

o

ezt) =4 &

D

k

"df,(2)+& "y k(z)gxgn(t) (5-16)
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donde "€ y "€/ representan € valor de los coeficientes de escala y de wavelet

respectivamente, en laposicién z=kDz y en €l instante de tiempo t = nDt.

Para obtener |os coeficientes de este desarrollo, que dan lugar a la excitacién del
campo, se utilizala Transformada Discreta en Wavel ets (DWT) descritaen el capitulo 2.
De esta forma, teniendo en cuenta que J+1 es €l nivel de resolucion que queremos

alcanzar y que €** representa el valor real de la excitacion en ese nivel, los coeficientes

€ y € secaculan como seindicaen lafigura5.7:

_.Il_.( )_.e‘ﬁ
£ []
€J1 L
—»U:—@—‘ew
Hl
DWT

Figura 5.7.: Obtencién de los coeficientes de escala € y de wavelet € denivel J a partir delos
coeficientes €"** de nivel J+1 mediante la Transformada Discreta en Wavelets (DWT).

Si la excitacion que introducimos tiene una distribucion espacial con forma de
seno cuadrado, como se representaba en lafigura 5.5, su descomposicion en términos de
funciones de escala f y de wavelet y estaria representada de la forma mostrada en la

figura5.8.

1.2
1 $ -

08} .

0.6t 1

04l .

0.2t .

ol - _

_Dz 1 I 1

Figura 5.8.: Descomposicion de la excitacion en términosde escalaf y dewavelety .
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Entonces, € agoritmo modificado para incluir la excitacion queda de la

siguiente forma:

n+%, f3f g g PR 3 AN, N
éH _ ‘éH'u Dt 1ed” ig uUéE u (5-17.)
Sy u SR Y e s su ey u b
eH’ eH'qg mDzg” ta'g &l
n+l , J+ n, J+1 , , N+l WU+l n+l J+1
€E'U _eE'U Dtled’ g’utéeH'u é&u (5.17.2)
ey ~ e, u T U 6T oy 6y u ey u b
éE’ { éE’ { e Dzghb” ja"g &H' &

Si analizamos la figura 5.8 se puede observar la diferencia de magnitud que
existe entre los coeficientes de escala y los coeficientes de wavelet. Esto se puede

apreciar con claridad en lafigura5.9:

0.03

0.0zt d

(b)

Figura5.9.: Representacion a diferentes escalas de los términos de escalaf (a) y dewavelety (b) dela
excitacion.

5.2.2.- Excitacién en dos dimensiones

Para los problemas en dos y tres dimensiones se puede hacer un estudio de la
excitacion similar al que acabamos de ver en una dimension. Si consideramos una
situacion en la que los campos varian Unicamente en €l plano XZ, la excitacion utilizada

se puede describir en términos generales mediante la siguiente expresion:

e(x,zt) =e(x,2)* g(t) (5-18)

198



RESULTADOS

Si estamos trabagjando con un Unico nivel de resolucion, en nuestro algoritmo
solo necesitaremos funciones de escala para describir la distribucién espacial de los
campos, y lo mismo sucede con la excitacion. De esta forma, € desarrollo de la

excitacion en términos de funciones de escala es el siguiente:

e(x,z,t) = a a a "eif (0 (29, (1) (5-19)

ik

donde "€/}, representa el valor del coeficiente de escala en la posicion (x = iDx, z= kDz)

en el instante de tiempo t = nDt, siendo Dx y Dz la discretizacion espacial en € gex y
en e ge z respectivamente, y Dt la discretizacion temporal. Si la excitacion que
introducimos tiene una distribucion espacial con forma de seno cuadrado en las dos
coordenadas espaciales, como se representaba en la figura 5.6, € vaor de los

coeficientes de escala estara dado por la siguiente expresion:

&
"€/} =g, sen’ gp . gp s _><g (t) (5-20)
i .

Entonces, si deseamos describir la propagacion de un modo TM en el plano XZ,
el algoritmo que debemos utilizar, convenientemente modificado para incluir la
excitacion, es el descrito por las siguientes ecuaciones:

e P = | Lo i [Eff] (5-21.1)
RCARS TR 22
B SR U i G o S B

Si aumentamos en un nivel la resolucion del problema, €l desarrollo espacial de los
campos se realizard combinando funciones de escala y de wavelet en las dos
coordenadas X y z Entonces, la excitacion se debe expresar utilizando sus

correspondientes coeficientes de escalay de wavelet de la siguiente forma:
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et (0f (z)+aa CHNCI (Z)+U

nkay (X)f (Z)+a a n I)(/y (X)y (2) ;m () (5—22)

e(x,zt) =

:QJO

“ER S,

=~ Qo xQJo

Para obtener los coeficientes de este desarrollo se utiliza la Transformada Discreta
en Wavelets en dos dimensiones (DWT,p) de la forma descrita en el capitulo 2. Del
mismo modo que en e caso anterior, teniendo en cuenta que J+1 es € nivel de
resolucion que queremos alcanzar, y que €** representa el valor real de la excitacion en
ese nivel, los coeficientes de escala y de wavelet del desarrollo se calculan como se

indicaen lafigura5.10:

EjEZ | D_ _@_’e'ﬁﬁ
_ 1
gje X | i :
L' .
1 eje 7 s e;ﬁyx
€ (x.z) H' [ j
—_—
el . p ( ) ewﬁ
gje X ¥s L
dwr — —
eeZ |- ( ) g1y
(i &

DWI,

Figura 5.10.: Descomposicién en términos de los coeficientes de escala y de wavelet de la
excitacion de nivel J+1 mediante la Transformada Discreta en Wavelets en dos dimensiones (DWT ,p).

Si la excitaciéon que introducimos tiene una distribucién espacia con forma de
seno cuadrado en las dos coordenadas espaciales, como se representaba en lafigura 5.6,
su descomposicion en términos de funciones de escala y de wavelet sera como la
mostrada en lasfiguras 5.11y 5.12.
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]
A RS
03> LN

e =

Figura5.11.: Descomposicion de la excitacion en dos dimensiones en términos de escala y de wavelet.

{b) {d)

Figura5.12.: Representacion a diferentes escalas de la descomposicion en términos de escala y de
wavelet de la excitacion en dos dimensiones.
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5.3.- APLICACION DE LA TECNICA MRTD 1D

Como gjemplos de aplicacion de la técnica en una dimension se han realizado
varias simulaciones, analizando la propagacion de un pulso gaussiano en un dominio
con diferentes condiciones de contorno, y también se han calculado las frecuencias de

resonancia de un resonador unidimensional con paredes eléctricas en |os dos extremos.

5.3.1.- Propagacion de un pulso gaussiano

Comenzamos estudiando |a propagacion en € vacio de una onda plana TEM,

con polarizacion lineal, y de componentes E, y Hy alo largo del gje z, como seindica en
lafigura5.13.

Figura5.13.: Propagacion en el vacio de una onda plana TEM de componentes E, y Hy alo largo del
gez

La ssmulacién se ha realizado considerando un dominio de 100 mm de longitud
y utilizando dos niveles de resolucion, es decir, utilizando funciones de escala y de
wavelet de primer orden para desarrollar los campos en e espacio (J = 1). La
discretizacién en el nivel base (J = 0) se redliza dividiendo el espacio de simulacion en
50 celdas, 1o que da lugar a una resolucion base de Dz = 2 mm. En estas condiciones,
una vez reconstruidos los campos se obtendran 100 puntos de muestreo con una

separacion entre cada uno de ellos de Dz’ = 1 mm.
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Dado que estamos empleando dos niveles de resolucién, la excitacion se
desarrollara utilizando funciones de escala y de wavelet de la forma indicada en la
ecuacion (5-16). Como caracteristica temporal de la excitacion consideramos un pulso
gaussiano como €l de la expresion (5-2.1), con una anchuraa = 6Dt y un retardo tp =

12Dt, donde Dt es la discretizacion temporal dada por
J
Dt = SXDZ/_Z (5-23)
c

siendo s €l factor de estabilidad cuyo valor se escoge dependiendo del tipo de funcion
wavelet empleado. La distribucién espacial de la excitacion corresponde a medio seno
cuadrado, como € de la expresiéon (5-12.1), localizado en € centro del dominio de
simulacion y con una anchura de |z, — z3] = 20 mm. Los coeficientes de escala 'y de
wavelet de esta distribucion se calculan mediante la Transformada Discreta en

Wavelets, de laformaindicadaen lafigura5.14:

100 puntos

J+H1

l
I I

WT

-
A=

+——— 50 puntos b 4 50 puntos ———

Figura 5.14.: Célculo delos coeficientes de escala y de wavel et de la excitacion.
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Paredes Eléctricas (PEC)

Como condicion de contorno en nuestro dominio de simulacién vamos a
considerar en primer lugar dos paredes eléctricas (PEC) situadas en los extremos del
dominio de simulacion. Sobre la pared de un conductor eléctrico perfecto se verifican
las expresiones (3-80) que implican cierta simetria sobre las componentes normales y
tangenciales del campo el ectromagnético. En nuestro caso, tanto el campo eléctrico (Ey)
como €l campo magnético (Hy) son tangenciales a la pared eléctrica, con lo cua €
campo eléctrico presenta una simetria impar y €l campo magnético una simetria par.
Esto lo tenemos representado en la figura 5.15, donde se puede apreciar la simetria
aplicada a ambos lados de la pared. El calculo de |os coeficientes necesarios para aplicar
estas condiciones de simetria se realiza de acuerdo con lo expresado en latabla |11 del
apartado 3.5.

Figura 5.15.: Condiciones de contorno en una pared eléctrica: Simetria impar para el campo eléctrico
y simetria par para el campo magnético, tangenciales a la pared.

En lafigura5.16 se harepresentado el valor del campo eléctrico Ex alo largo del
dominio de ssimulacién y en diferentes instantes de tiempo. El cllculo se ha realizado
utilizando funciones wavelet del tipo D; (wavelets de Haar) escogiendo un factor de
estabilidad s = 1. De esta forma, el paso tempora determinado por la expresion (5-23)
esigua a Dt = 3,34 ps. En esta figura se puede ver cdmo la excitacion introducida da
lugar a dos pulsos que se propagan en sentidos opuestos y como al incidir sobre la pared

el éctrica la componente E, cambia de sentido tras su reflexion.
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Tisrmyss = 40 ps

i
Tiermpo = 120 ps
=

PEC | H : : H H : : | PEC

mm
Tiswaps = 200 ps
=) T T T

PEC !

Tiswaes = 260 ps

PEC |

i H H
10 =0 =0 =0 =0 a0 F0o =0 Ex]

@

Figura 5.16.: Campo €eléctrico (en V/m) de un pulso gaussiano propagandose en un medio con paredes
eléctricas (PEC) en los extremos. El pulso incial (a) se separa en dos pulsos que se propagan en
sentidos opuestos (b) que inciden sobre las paredes eléctricas () y sereflgjan presentando un cambio
de sentido (d).
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Paredes M agnéticas (PM C)

En segundo lugar hemos repetido el esguema anterior considerando como
condiciones de contorno dos paredes magnéticas (PMC) situadas en los extremos del
dominio de simulacion. Ahora, sobre la pared de un conductor magnético perfecto se
verifican las expresiones (3-81) que implican cierta simetria sobre las componentes del
campo electromagnético. En este caso, dado que tanto el campo eléctrico (Ex) como €
campo magnético (Hy) son tangenciales a la pared eléctrica, el campo eléctrico
presentara una simetria par y €l campo magnético una simetria impar como se muestra
enlafigura5.17.

Figura 5.17.: Condiciones de contorno sobre una pared magnética: Simetria par para el campo
eléctrico y simetriaimpar para el campo magnético, ambos tangenciales a la pared.

En lafigura 5.18 se ha representado nuevamente el valor del campo eléctrico Ey
a lo largo del dominio de simulacion y en diferentes instantes de tiempo, utilizando
funciones wavelet del tipo D, y escogiendo un factor de estabilidad s = 1. De esta
forma, obtenemos e mismo paso temporal gque en la situacion anterior, es decir, Dt =
3,34 ps. En esta figura se puede ver como la excitacion introducida produce dos pulsos
gue se propagan en sentidos opuestos, pero ahora, tras incidir sobre la pared magnética,

no se produce ningiin cambio de sentido en la componente E,.
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Ticmpo = 40 ps

Ticmpo = 120 ps

(b)

Tiormpo = 200 ps

Tisrmpo = 260 ps

Figura 5.18.: Campo €eléctrico (en V/m) de un pulso gaussiano propagandose en un medio con paredes
magnéticas (PMC) en los extremos. El pulsoincial (a) se separa en dos pulsos que se propagan en
sentidos opuestos (b) que inciden sobre las paredes magnéticas (c) y sereflgjan.
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Condiciones Absorbentes“PML”

En tercer lugar hemos considerado un dominio de simulacion con condiciones
absorbentes PML [6] en los extremos. Se ha tomado un espesor de lazona PML ded =
10 mm, equivalentes a 5Dz. El perfil utilizado para modelar la conductividad es un

perfil parabdlico de laforma:

.2
s(2)=s max?f[- 29 (5-24)
é dg

donde e valor de la “conductividad” magnética s (z) se calcula a partir de s(z) de

manera que se cumplalarelacion:

s(@) _s' (@ 525
€ m,

con e fin de que no se produzca reflexion en la frontera entre e medio PML y €
dominio de smulacién. El valor méximo de la conductividad s max Se determina a partir

del factor o coeficiente de reflexiéon R(0) dado por:

& o ¢ 0 ¢ )
R(0) =exps 2 &5 a2y =expy Smed i (5-26)
& 6Co a8 B|e g

Despejando de esta expresion, obtenemos el valor maximo de la conductividad

Smax €n funcién de los parametros d y R(0) que hayamos fijado:

3eglc INR(O) (5-27)

S e = -

max

Fijando un factor de reflexion de R = 10, obtenemos en nuestro caso un valor

de conductividad méxima de 3,667 W'm™. Dado que el desarrollo de los campos se ha
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realizado empleando funciones de escala y de wavelet, dentro de la zona PML €

algoritmo estara descrito por las siguientes ecuaciones:

n+l PR E , «n-1 PR LS * ~ ] b gl I
eH' u €,s s,u *éH'u €,s s,u 1éed” ig"uée u
o u —gSr e S %Sz 082 180 1O HEE Y (5.081)
Gl TESTTSTE Gl e UG il & :
80 eS1iaSig 810 &S21aS2g atgée g

n+l J+1 n J+1 , n+i J+1
= N , < s—=f N s ' N z 1] ' J 7S . o
eE U _&;S, ' S, ueEu §d52*952uxi?dg u “eH u (5.28.2)
éyu ~& e, u & U e Ta 6,0 e
"0 @S::aSi0 &0 @S2ia.S:qDzédia’g &

El clculo de las matrices con las conductividades se redliza a través de la
Transformada Discreta en Wavelets de dos dimensiones como se indica en la figura
5.19. Entonces, sobre la matriz diagonal [s]”", cuyos elementos se obtienen a partir de
las expresiones (3-117), se aplica la DWT sobre las filas y posteriormente sobre las

columnas, obteniendo como resultado las cuatro matrices [¢S], [aS], [bS] Y [¢S]-

columnas
filas oo
X _'Q_' 2
¥ D—
- Lr o)
J+H1 |
o
L _Q_' ad
L
+—— 10 puntos —p| H*
I-|-"|_-- _’Q_' a©
‘DW?;D —>| b puntns|<—

Figura 5.19.: Calculo de las matrices de las conductividades mediante la Transformada Discreta en
Wavelets de dos dimensiones.

En lafigura5.20 se harepresentado el valor del campo €eléctrico Ex alo largo del
dominio de simulacion y en diferentes instantes de tiempo, utilizando funciones wavel et

del tipo D3 y escogiendo un factor de estabilidad s = 1, con lo que se obtiene un paso

temporal de Dt = 3,34 ps.
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condiciones absorbentes PML en los extremos. El pulso incial (a) se separa en dos pulsos que se
propagan en sentidos opuestos (b) penetrando en el medio PML (c) y siendo absorbidos (d).

Figura 5.20.: Campo eléctrico (en V/m) de un pulso gaussiano propagandose en un medio con
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En esta figura se puede ver como la excitacién introducida se divide en dos
pulsos que se propagan en sentidos opuestos, y cOmo se van atenuando a medida que
penetran en la zona PML, siendo absorbidos por completo a cabo de unas iteraciones

maés.

Para verificar |a eficacia de las condiciones absorbentes PML vamos a calcular
el valor del coeficiente de reflexion S;; para diferentes espesores de la zona PML y para
diferentes tipos de funcion wavelet. Las condiciones de la simulacion son las mismas
que las descritas hasta ahora, es decir, consideramos dos niveles de resolucién (J = 1)
con una discretizacion espacial base de Dz = 2 mm, siendo la resolucion final, tras la
reconstruccion de los campos, de Dz' = 1 mm. Los tipos de funcién wavelet
considerados han sido D;, D, y D3, escogiendo un factor de estabilidad s = 1, con lo que
se obtiene un paso de tiempo de Dt = 3,34 ps. La distribucion espacial de la excitacion
corresponde a medio seno cuadrado con una anchura de |z, — z;| = 20 mm, mientras que
su caracteristica temporal corresponde a una gaussiana de anchura a = 6Dt (lo que

implica un ancho de banda de aproximadamente 15GHz) y con un retraso de to = 12Dt.

L os espesores de la zona PML que se han tomado han sido d = 5Dz, d = 10Dz y
d = 15Dz, y € valor del coeficiente de reflexion utilizado en las simulaciones ha sido
R(0) = 10™. De esta forma, para un espesor de d = 5Dz |a conductividad méxima es s ma
= 3,67 (Wm)™?, parad = 10Dz es Smax = 1,83 (W)™ y para d = 15Dz se tiene Smax =
1,22 (Wm)™.

Para calcular € coeficiente de reflexion S; situamos un punto de extraccion a
unadistancia de 10Dz de la zona PML (figura 5.21). Necesitamos, ademas, una sefial de
referencia que corresponda a una situacion de reflexion nula, para lo cual realizamos
una primera simulacion considerando un dominio lo suficientemente largo como para
gue no se produzca ninguna reflexion durante €l tiempo que durala simulacion. Unavez
obtenida esta sefial de referencia realizamos las simulaciones utilizando los tres

espesores distintos.
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puerta de salida

\

xLo
excitacién gaussiana

Zz

Figura5.21.: Esqguema de la simulacién para el calculo de S;.

En lafigura5.22 se harepresentado €l valor del parametro S;; en dB en funcion
de la frecuencia para un espesor de d = 5Dz. Para las funciones D, se observa un valor
del pardmetro S; inferior a —30dB, mientras que para las wavelets D, y D3 se llega a
valores por debajo de —44 dB y 50 dB, respectivamente. La figura 5.23 corresponde a
la variacion del parametro S;; para un espesor de d = 10Dz. En ella se pueden apreciar
valores por debajo de -55 dB en los tres casos, llegando a unos valores minimos
inferiores a —80 dB. Finalmente, en la figura 5.24 se ha representado el vaor del
pardmetro S;; en funcion de la frecuencia para un espesor de d = 15Dz. Se observa que
el valor de ;1 se encuentra por debgjo de los —70dB cuando se utilizan las wavelets Dy,
presentando un minimo sobre los 3 GHz cercano a —100dB, mientras que para las
wavelets D, y D3 e pardmetro S;; se sitGia por debajo de los —56dB, alcanzando valores
minimos de —-80dB. Vemos que el comportamiento de la zona PML es mejor cuando se
utilizan las wavelets de Haar (D1) con espesores grandes, mientras que para espesores
pequefios este comportamiento es mejor con € resto de wavelets. Ademas, se observa
que incluso para espesores de la zona PML muy pequefios (5Dz) se obtienen valores

muy bajos del factor de reflexion Sp;.
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2 factor de reflexion R = 10'{1

a0k _

astk _

S, [dB]
250k I i

RS . " -

-60 . -

. " — D

1

A5 R _
. D2

-D3

70 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0 1 2 3 4 5 & 7 a8 9 10

frecuencia [5Hz]

Figura 5.22.: Coeficiente dereflexion Sy; para un espesor dela zona PML ded =5Dz

factor de reflexion R = 10'4
-0 T T T T T T T T T

a5k _

S, [dB]

oo b 4
— D,
95 - . D2 1
« D
_]_DD 1 1 1 1 1 1 1 1 1
i] 1 2 3 4 3 a 7 2 a 10

frecuencia [5Hz]

Figura 5.23.: Coeficiente dereflexion Sy; para un espesor dela zona PML ded = 10Dz
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factor de reflexion R = 10'4
-0 T T T T T T T T T

A5 .

S, [dB] _

100 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0 1 2 3 4 5 & 7 a8 9 10

frecuencia [5Hz]

Figura 5.24.: Coeficiente dereflexion Sy; para un espesor dela zona PML ded = 15Dz

5.3.2.- Resonador unidimensional

Como validacion del esquema unidimensional también se han calculado las
frecuencias de resonancia de un resonador unidimensional con paredes conductoras

(PEC) en los extremos, como € representado en lafigura 5.25.

PEC PEC
7 /.
7 7
7 L = 100 mm 7
?:4 :?
4 %

Figura 5.25: Resonador unidimensional.

Para €ello, se ha dividido e espacio de simulacion en 100 celdas, y se ha
considerado un Unico nivel de resolucién, con lo que la discretizacion espacia

resultante es Dz = 1 mm. El célculo se ha realizado utilizando tres tipos distintos de
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wavelets (D1, D, y D3) y tomando como factor de estabilidad s= 1, con €l cudl, los tres
esquemas empleados cumplen e criterio de estabilidad. De esta forma, €l intervalo
temporal obtenido al fijar estos parametros ha sido de Dt = 3,34 ps. Como excitacion se
introduce un pulso gaussiano con una distribucion espacial en forma de seno cuadrado,
como la expresada en la ecuacién (5.12), donde z; = 20Dz y z, = 40Dz, y con una
caracteristica temporal que nos permita extraer informacion en un amplio rango de
frecuencias, que en nuestro caso ha sido una gaussiana con un ancho a = 6Dt (lo que
implica un ancho de banda de aproximadamente 15 GHz) y un retardo de 12Dt. Se dgja
evolucionar € sistema durante N=4096 iteraciones y se extraen muestras del campo
eléctrico en un punto arbitrario, en el cual tenga un valor no nulo para los primeros

modos de resonancia durante toda la simulacion.

Con los datos amacenados correspondientes a la variacion del campo eléctrico
durante e tiempo de simulacién analizamos su contenido espectral aplicando una
Transformada Répida de Fourier. La resolucién en frecuencia obtenida esta determinada
por los pardmetros que hemos fijado en la simulacion, siendo igual a Df = 1/NDt =
73,18 MHz. En la figura 5.26 se ha representado € resultado de la respuesta en
frecuencia de la sefial en un punto tal que los 10 primeros modos den lugar a un campo

eléctrico no nulo.

350 T T T T T T T

300 -

250 T

200 .

fft(E

150 -

100 -

1 UL |

1 1 I\J_,—// 1
0 2 4 5] 8 10 12 14 16
GHz

Figura 5.26.: Frecuencias de resonancia expresadas GHz para un resonador unidimensional de 100
mm de longitud.
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En latabla VII se han presentado las frecuencias de resonancia de los primeros
modos, calculadas utilizando los tres tipos de funciones wavelet mencionados, y
comparando con su valor tedrico. Se puede apreciar que los resultados obtenidos han
sido los mismos en los tres casos, con un error del 2% para la frecuencia de resonancia
del primer modo (que corresponde a unalongitud deondal = 2L, con L lalongitud del

resonador) y un error inferior a 0,5% en los demés.

TABLA VII
Frecuencias deresonanciaen GHz
(Df » 0,07 GH2)
Dy D> Ds Analitico
error error error
1, 47 1, 47 1, 47
1,5
-2% -2% -2%
3,00 3,00 3,00 5
+0% +0% +0%
4,47 4,47 4,47
4,5
-0, 7% -0, 7% -0,7
6, 01 6, 01 6, 01 .
+0, 17% +0, 17% +0, 17%
7, 48 7,48 7,48 s
-0, 3% -0, 3% -0, 3% ’
8, 95 8, 95 8, 95 o
-0, 5% -0, 5% -0, 5%
10, 48 10, 48 10, 48
10,5
-0, 19% -0, 19% -0, 19%
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5.4.- APLICACION DE LA TECNICA MRTD 2D

Como validacion de la técnica empleada en dos dimensiones vamos a analizar
una serie de gemplos, contrastando los resultados obtenidos con las soluciones
analiticas, cuando éstas estén disponibles, y con las soluciones obtenidas mediante otras
técnicas numéricas con e fin de evaluar y comparar su precision. También haremos una
comparacion entre los resultados que se obtienen utilizando diferentes tipos de funcién

wavelet.

5.4.1.- Frecuencias de corte en una guia WR28

Como primer gjemplo en dos dimensiones vamos a calcular las frecuencias de

corte en una guia rectangular WR28, cuyas dimensiones estan representadas en lafigura
5.27

a=0.28" (7.112 mm)
b=0.14" (3.556 mm)

d Zz

Figura5.27.: Guia de ondas rectangular WR28.

En muchas ocasiones es de interés conocer los diferentes modos, propagantes o
evanescentes, que existen en una guia. Para ello resulta de utilidad conoce € valor de
las frecuencias de corte de cada modo con €l fin de conocer e nimero total de modos
propagantes a cada frecuencia. Dado que los valores que obtenemos de nuestro
algoritmo se corresponden con los valores que adquiere €l campo electromagnético en

diferentes instantes de tiempo y puntos del espacio, podemos redizar €l andlisis en
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frecuencia sin mas que aplicar la Transformada de Fourier a los datos almacenados en

un punto del dominio de simulacién.

La constante de propagacion ky en una guia de ondas de seccion rectangular

como lade lafigura5.27 esta determinada por la siguiente expresion [13]:
K2 =—(w?- w?) (5-29)

donde c es la velocidad de la luz en €l vacio, y w, es la frecuencia de corte, cuyo valor
depende de la geometria de la guia, y que en este caso viene determinada por la

expresion:

(5-30)

donde m y n son ndimeros enteros. Entonces, para calcular las frecuencias de corte
podemos tener en cuenta que la seccion transversal de una guia de ondas en condiciones
de corte (kg = 0) se comporta como un resonador bidimensional cuyas frecuencias de
resonancia coinciden con las frecuencias de corte de los distintos modos de la guia. Por
lo tanto, el proceso a seguir para determinar estas frecuencias sera e mismo que para

estudiar las frecuencias de resonancia de cualquier estructura resonante.

Seglin esto, nuestro dominio de computacion serd la seccion transversal de la
estructura que queremos analizar, que en nuestro caso se trata de un rectdngulo de
dimensionesa” b (figura 5.27). No hay que analizar por tanto la variacion de |os campos
en la direccién de propagacion, a lo largo de la cua se supondra que la estructura
presenta simetria de trandlaciéon. Bastara realizar una simulacién en dos dimensiones
para, a través de una DFT, obtener las frecuencias de corte. Vamos a suponer que
colocamos los ges de coordenadas como en la figura 5.16, con lo cua € ge de
propagacion de la guia de ondas es € gey. Esto implica que, en situacién de corte, no
hay dependencia de la sefiad con respecto a ese gje. En esta situacion, |as seis ecuaciones
escalares de Maxwell se pueden agrupar en dos subsistemas desacoplados de tres

218



RESULTADOS

ecuaciones escalares cada uno. Uno de los dos subsistemas de ecuaciones estard
formado por las componentes Ey, E; y Hy y se le denomina "distribucion o modo
Transversal Eléctrico" aladirecciény (modo TE), y e otro subsistema estara formado
por las componentes Hy, H, y E, y se le denomina "distribucion o modo Transversal
Magnético" a la direccion y (modo TM)Y. Un andlisis completo de la estructura hace

necesario el estudio de ambos conjuntos de modos, tanto TE como TM (figura 5.28).

Modo TM Modo TE

Figura 5.28.: Distribucién de las componentes del campo el ectromagnético segun los modos de
propagacion.

El tipo de modos generados no solamente depende del subsistema de ecuaciones
en que se base el algoritmo sino también de la componente del campo excitaday de la
posicion del elemento de excitacion. En nuestro gemplo de una guia de ondas de
seccion rectangular homogénea, con paredes conductoras perfectas, es facil comprobar,
por gemplo, que s se eligen las ecuaciones asociadas a los modos TM y se escoge la
componente E, para excitar la sefial con una distribucion centrada en el punto medio de
su seccion transversal (a/2, bl2), se estardn excitando Unicamente los modos con
simetria par respecto al centro de la guia (TMy11, TM3;, TM13, TMag, ... €s decir, TMmn
con m, n impares), y quedarén excluidos los modos con simetria impar, debido a que
dicha componente se anula en esa posicion. De la misma manera, otros puntos que
podamos elegir para situar la excitacion podrian excluir otros modos diferentes.

Deberemos entonces elegir la posicién de la excitacién de tal forma que e abanico de

! En agunos métodos numéricos a veces se definen los modos TE y TM con respecto a plano de
simulacion (generamente en problemas de scattering en dos dimensiones), y entonces su notacion es
justamente la contraria.
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modos excitados sea e més amplio posible. Teniendo en cuenta que las caracteristicas
del método MRTD aconsgjan, como se menciond en € apartado 5.2, introducir la

excitacion en un intervalo mas o menos extenso.

La componente del campo que se va a utilizar como sefia excitadora es aquella
que sea no nula en e mayor nimero posible de modos. Por ese motivo tomamos la
componente E, para excitar |os modos TM, y la componente Hy para excitar los modos
TE. Logicamente, las componentes del campo el ectromagnético que se van a muestrear
seran esas mismas componentes, es decir, dado que las componentes E, y Hy estan
presentes siempre en los modos TM y TE respectivamente, seran éstas las que se

muestreen.

Una vez obtenido € registro temporal con los coeficientes correspondientes alos
valores del campo en e punto de observacién seleccionado, aplicamos una
Transformada Discreta de Fourier (DFT) para trasladar e resultado a dominio de la
frecuencia. S €l desarrollo o hemos hecho utilizando funciones de escalay de wavelet,
previamente debemos reconstruir los campos aplicando la Transformada Inversa en
Wavelets (IDWT). Es importante recordar |as limitaciones inherentes a la discretizacion
de la Transformada de Fourier en 1o que se refiere a su resolucién en frecuencia Df, y a
la méxima frecuencia resoluble [58]. También hay que tener en cuenta que, puesto que
el proceso de determinacion de las frecuencias conlleva sucesivas manipulaciones
numeéricas, no puede descartarse una posible contaminacion matematica de los

resultados.

ModosTE

En estos términos, para calcular las frecuencias de corte de los modos TEq, en
una guia de ondas WR28, vamos a redlizar una simulacién bidimensiona utilizando
como dominio la seccién transversal de la guia, que consideramos vacia. Discretizamos
nuestro dominio de simulacién dividiéndolo en 20 celdas de largo por 10 celdas de
ancho, con lo que obtenemos un mallado regular con un incremento espacial igual en las
dos direcciones del espacio, Dx = Dy = D = 0,356 mm. Vamos a realizar un andlisis

utilizando cinco tipos de wavelets distintos (D1, D», D3, D4 y Ds) y considerando dos
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niveles de resolucion (J = 1), es decir, utilizando funciones de escala y de wavelet de
primer orden para desarrollar los campos en cada una de las coordenadas del espacio.
Asi, una vez reconstruido € valor de los campos mediante la IDWT, la resolucién

espacial resultante seraD’ = D/2 = 0,178 mm

Para que las simulaciones se puedan realizar en las mismas condiciones con
todos los esquemas utilizados, escogemos un factor de estabilidad tal que se garantice la
estabilidad paratodos ellos. Si elegimos, por g emplo, s = 0,8, se cumple esa condicion,
como se puede comprobar consultando 1os valores mostrados en latabla |V (capitulo 4).

De estaforma, €l intervalo temporal queda determinado por la siguiente expresion:

[EEN

J
Dt = sx - :s~<D/2
0 &1 ¢ cV2

ox |® 1 0, 0
Eox/2' ;" §Dz/2'

(5-31)

N

siendo en nuestro caso igual a Dt = 0,335 ps.

Una vez fijados todos los parametros correspondientes a la estructura de la
simulacion, queda por determinar la caracteristica espacial y temporal de la excitacion.
Con d fin de excitar e mayor nimero de modos posibles utilizaremos como
caracteristica temporal una excitacion gaussiana sobre la componente Hy del campo
magnético, con un ancho a = 6Dt (Io que implica un ancho de banda aproximado de 150
GHz) y un retraso t, = 12Dt. Esta excitacion es introducida de forma suave dentro del
espacio de simulacion utilizando una distribucién con forma de seno cuadrado en las
dos coordenadas, como la expresada en (5-12.2), situada entre las posiciones (x; = 2D,
7z = 2D), (X2 = 6D, z, = 6D), es decir, con unas dimensiones de [x2- Xi| = |- z| = 1,422
mm y una posicidn no simétrica, para asegurarnos de excitar tanto los modos impares,
como lo pares. Los coeficientes de escala y de wavelet de la excitacion se calculan

mediante la DWT de laformaindicada en lafigura5.29.
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eje 7
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|1— 40 puntos —bl L
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Figura 5.29.: Célculo de los coeficientes de escala y de wavelet de la excitacién mediante la
Transformada Discreta en Wavelets de dos dimensiones.

Dgaremos evolucionar e sistema durante N = 4096 iteraciones, y una vez
obtenida la secuencia temporal correspondiente a valor de la componente Hy en un
punto de la estructura donde la componente muestreada tiene un valor no nulo para el
mayor nimero de modos de resonancia, aplicamos una Transformada Discreta de
Fourier para extraer su contenido en frecuencia. Las frecuencias de corte buscadas para
los modos TM se corresponderan con las frecuencias de resonancia obtenidas de esta

forma (frecuencias de resonanciatransversal).

Los resultados se han obtenido con una resolucién en frecuencia de Df = 1/NDt =

0,728 GHz. En la figura 5.30 esta representada la respuesta en frecuencia de la sefia
analizada en un punto arbitario donde se pueden observar las frecuencias de corte para

los primeros modos TEmn.
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Frecuencias de resonancia Modos TErrlrl

Frecuencia [GHz]

Figura 5.30.: Respuesta en frecuencia de la sefial analizada utilizando funciones wavelet D,, donde se
pueden observar las frecuencias de corte para los primeros modos TE en una guia de ondas
rectangular WR28.

En latabla VIII se ha representado |as primeras frecuencias de corte de la guia
de ondas WR28, calculadas utilizando cinco wavelets de Daubechies diferentes, y
comparadas con una simulacién hecha utilizando un simulador TLM comercia
M EFiSToO) y los valores analiticos de las mismas. En ella se puede apreciar que los
resultados obtenidos utilizando wavelets Dy, con M3 2, presentan un error respecto del
valor analitico por debajo del 0,15% (excepto para el modo TE;1, que presentan un error
del 0,3%), mientras que para las wavelets D; (wavelets de Haar) €l error se sitla por
encima del 1%, llegando hasta € 3% para e modo TEgzy. Estos resultados reflgjan las
caracteristicas de dispersion estudiadas en el capitulo 4, donde se vio como la dispersion
de los esquemas que utilizaban wavelets D; aumentaba considerablemente con la
frecuencia, siendo esta variacion mucho menos acusada utilizando el resto de las
wavelets Dy, con M3 2, y cuyo error de dispersion era, ademés, mucho menor. En los
valores de la tabla se observa también una concordancia con los resultados obtenidos
mediante el método TLM, siendo su error respecto del valor analitico del orden del
0,6% (excepto para el modo TE,1, que presenta un error del 0,19%) y que es inferior a
obtenido con las wavelets D;, pero mayor respecto a obtenido con las funciones

wavelet Dy, con M3 2.
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TABLA VIII
Frecuencias de corte en GHz para los modos TE en una guia WR28
(Df » 0,7 GHz)
D1 D, D3 D4 Ds TLM _
. fs fs f. f. f Analitico
error error error error error error
21,1 21,1 21,1 21,1 21,1 20,9
TEwo +0, 11% | +0, 11% | +0, 11% | +0, 11% | +0,11%| -0, 8% 21, 077
41,5 42,2 42,2 42,2 42,2 41,9
TEzof 42,153
= -1,5% | +0, 11% | +0,11% | +0, 11% | +0,11%| -0, 6% :
46, 6 47,3 47,3 47,3 47,3 46, 8
TEn | _1 106 | +0,3% | +0,3% | +0,3% | +0,3% | -0 7% | #712°
58,9 59, 7 59, 7 59, 7 59, 7 59,5
TEx | .1 206 | 0, 15% | +0, 15% | +0, 15% | +0, 15% | -0, 19% | °° 613
61,1 63, 3 63, 3 63, 3 63, 3 62,9
TEz -3% +0,11% | +0, 11% | +0, 11% | +0, 11% | -0,5% 63, 230
Modos TM

Para calcular las frecuencias de corte correspondientes alos modos TM, en una
guia de ondas WR28, se ha realizado una simulacién con las mismas caracteristicas que
la anterior, utilizando también cinco funciones wavelet diferentes. Se ha considerado €l
mismo dominio de simulacién, correspondiente a la seccion transversal de la guia de
ondas, y se han utilizado dos niveles de resolucion (J = 1) para desarrollar los campos
en las dos coordenadas espaciales. Dividiendo el dominio de ssmulacién en 20 celdas de
largo por 10 celdas de ancho, se obtiene una discretizacion espacia en e nivel base de

Dx = Dy = D = 0,356 mm, por lo que la resolucion espacial resultante tras la

reconstruccion de los campos serd D’ = D/2 = 0,178 mm. El factor de estabilidad
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escogido con el fin de garantizar la estabilidad para todos los esquemas utilizados ha

sido también s= 0,8 con |o que €l paso temporal dado por (5-31) es Dt = 0,335 ps.

Laexcitacion en este caso se redliza sobre |la componente del campo eléctrico Ey,
presente en todos los modos TM. La caracteristica temporal de la excitacion
corresponde a un pulso gaussiano con un ancho a = 6Dt (o que implica un ancho de
banda de 150 GHz) y un retardo to = 12Dt. Esta excitacion se introduce dentro del
espacio de simulacién de forma suave utilizando una distribucién con forma de seno
cuadrado en las dos coordenadas, en la misma posiciéon y con las mismas dimensiones
que en el ggemplo anterior, es decir, [X2- Xi| = [z2- z| = 1,422 mm. Los coeficientes de
escalay de wavelet de la excitacion también se calculan mediante la DWT de la forma
indicadaen lafigura5.29.

Se dga evolucionar e agoritmo durante N = 4096 iteraciones, y una vez
obtenida la secuencia temporal correspondiente al valor de la componente E, en un
punto de la estructura, aplicamos una Transformada Discreta de Fourier para extraer su
contenido en frecuencia. Los resultados se han obtenido con una resolucion en
frecuencia de Df = 1/NDt = 0,728 GHz.

En la figura 5.31 se ha representado la respuesta en frecuencia de la sefia
analizada en el mismo punto que se utiliz6 anteriormente, y utilizando wavelets D3 (para
las demés funciones la respuesta obtenida es similar), donde los picos corresponden a
las frecuencias de corte de la guia.
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Frecuencias de resonacia Modos Tan
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Figura5.31.: Respuesta en frecuencia de la sefial analizada utilizando funciones wavelet D3, donde se
pueden observar las frecuencias de corte correspondientes a los primeros modos TM de la guia de
ondas WR28.

En latabla VIl estén las primeras frecuencias de corte, calculadas utilizando las
cinco funciones wavelet de Daubechies, y comparadas con una simulacion hecha
utilizando un simulador TLM y con los valores tedricos de esas mismas frecuencias. Al
igua que en e gemplo anterior, se puede apreciar una diferencia entre los resultados
obtenidos con las wavelets D1 y €l resto de funciones wavelet. Los valores obtenidos
con las wavelets D, presentan un mayor error respecto a valor tedrico, y que ademés
aumenta con la frecuencia, llegando hasta un error del 5% para el modo TMy,. Por €
contrario, con las funciones wavelet Dy, con M2 2, se obtienen valores mucho més
cercanos a valor tedrico, con un error que se mantiene por debajo del 0,5% para todos
los modos calculados. También se observa que € error relativo obtenido con el método
TLM es mayor que e obtenido utilizando estas funciones wavelet (excepto para €l
modo TM3;), pero no asi a compararlo con las wavelets D4, donde € error del TLM es

claramente inferior.

226



RESULTADOS

TABLA IX
Frecuencias de corte en GHz paralos modos TM en una guia WR28
(Df » 0,7 GHZz)
D1 D- D3 D Ds TLM _
f. fs fs f. fs fs Analitico
error error error error error error
46, 6 47,3 47,3 47,3 47,3 46, 9
TMy1 47,129
-1,1% | +0,4% | +0,4% | +0,4% | +0,4% | -0,5%
58,9 59,7 59,7 59,7 59,7 59, 4
™ 59,613
21 | -1,2% | +0,15% | +0, 15% | +0, 15% | +0, 15% | -0, 4%
74,2 76, 4 76, 4 76, 4 76, 4 75, 8
™ 75, 992
31 - 2% +0,5% | +0,5% | +0,5% | +0,5% | -0, 3%
82,2 86, 6 87,3 87,3 87,3 86, 3
™ 86, 901
12 - 5% -0,3% | +0,5% | +0,5% | +0,5% | -0, 7%
89, 5 94, 6 94, 6 94, 6 94, 6 93,5
™ 94, 257
2 - 5% +0,4% | +0,4% | +0,4% | +0,4% | -0, 8%
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5.4.2.- Propagacion de un modo TEjg en una guia WR28

Como siguiente giemplo, se ha analizado la propagacion de un modo TEjp alo

largo de una guia rectangular WR28 como la representada en la figura 5.32.

Paredes Electricas {(PEC)

a=0.28" (7.112 mm)
- z b=0.14" {3.556 mm)

Figura 5.32.: Propagacién de un modo TEj, en una guia de ondas WR28.

En un modo TEjq, los campos no varian a lo largo de uno de los ges
transversales, (el ge y en este caso), y por lo tanto se puede analizar mediante una
simulacién en dos dimensiones (x y 2). Entonces, las componentes del campo
electromagnético son Ey, Hx y H, luego es un modo TE respecto a plano de la
simulacion. La discretizacion del dominio de simulacién se harealizado dividiéndolo en
100 celdas en la direccion del gje x y 20 celdas en la direccidn del gje z, y considerando
un mallado regular, es decir, escogiendo un incremento espacia igual en las dos
direcciones Dx = Dy = D = 0,356 mm. Para €l desarrollo de |os campos se han empleado
funciones de escala del tipo D,, escogiendo un factor de estabilidad s = 1, con lo que €
intervalo de tiempo dado por la expresiéon (5-31) ha sido Dt = 0,839 ps. Las paredes
laterales son conductoras (PEC), como corresponde a propio problema, mientras que en
las paredes terminales colocamos una zona PML con €l fin de simular 1a propagacion a
lo largo de una guia de longitud indefinida. La zona PML considerada tiene un espesor
de 10Dx, utilizando para modelar su conductividad, un perfil parabdlico de la forma

expresada en la ecuacion (5-24), y escogiendo un factor de reflexion de 10,
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Dado que lafrecuencia de corte del modo TE;g es aproximadamente 21 GHz y €
siguiente modo TEy tiene ya una frecuencia de corte de 42 GHz, introduciendo una
sefia sinusoidal de 30 GHz, nos aseguramos de que sélo se propague € modo TEjg.
Con este fin, se ha excitado la componente y del campo eléctrico (E,) con una
caracteristica temporal correspondiente a una sefial sinusoidal a dicha frecuencia, y con
una distribucion espacia de medio seno en la direccion transversal z, por ser ésta la
distribucién de campos en € modo TE;, como se muestra en la figura 5.33. En la
direccién longitudinal x se utiliza una distribucion en forma de seno cuadrado para
introducirla de forma suave dentro de la estructura. Situamos esta excitacion en la
posicion x; = 30D y con un ancho de [z - X31| = 3 mm. De este modo, apareceran dos
ondas propagandose en sentidos contrarios a lo largo de la guia desde la posicion de la

fuente.

‘ ] ‘ ‘ ‘
> > b Modo TE
‘ ‘ z ‘ ‘ z ‘ )

Y ‘ ‘ ‘ v‘z Modo TEzq

Figura 5.33.: Variacién de las componentes del campo en la seccién transversal z para los modos TE g
y TE» en una guia de ondas rectangular. No hay dependencia respecto de la coordenada vertical y.
Las ondas se propagan en la direccion perpendicular a la pagina.

En las figuras 5.34 se ha representado €l valor de la componente E, del campo
eléctrico a lo largo del dominio de la simulacién en diferentes instantes de tiempo,
donde se puede apreciar claramente el patron transversal de medio seno mencionado

anteriormente, y la variacion sinusoidal alo largo de la guia.
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Modo TEm en guia WR28 a 30 GHz

Tiempa =40 ps

ge Z
Figura 5.34.a: Simulacion de la propagacién de un modo TE;o en una guia de ondas WR28 utilizando

funciones wavelet D, .

Modo TEm en guia WR28 a 30 GHz

Tiempa =67 ps

ge Z

Figura 5.34.b: Simulacion de la propagacion de un modo TE;q en una guia de ondas WR28 utilizando
funciones wavelet D,
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Modo TEm en guia WR28 a 30 GHz

Tiempao =252 ps

ge Z

Figura 5.34.c: Simulacién de la propagacion de un modo TE;o en una guia de ondas WR28 utilizando
funciones wavelet D,

5.4.3.- Parametros de scattering de una uniéon T en plano H.

Vamos a examinar el scattering de un modo TE;p en unaunién T en el plano H.
Este es uno de los dispositivos utilizados en los circuitos de microondas como divisor
de potencia, y estd formado por la union de guias de onda con tres puertas
independientes como muestra la figura 3.35. Cuando €l eje del brazo lateral es paralelo
a campo E del modo propagante se denomina “T en e plano E” (figura 3.35.9),
mientras que s dicho gje es paralelo al campo H recibe el nombre de “T en e plano H”
(figura 3.35.b). En nuestro ejemplo vamos a considerar una union T en el plano H de
una guia de ondas rectangular WR28. Una manera efectiva de caracterizar este tipo de
dispositivos consiste en evaluar sus pardmetros de scattering, los cuales muestran la

relacion entre las ondas incidentes, reflgjadas y transmitidas.
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braze lateral uerta 2
\ puerta 1 _pueraZ, brazos colineales puerta2
[~ ?E
E
il rta1
?E brazes ?E puerta
puerta 3 colineales puerta 3

brazo lateral

(a) (b)

Figura 3.35.: Union T en e plano E (a), y union T en € plano H (b).

Para un dispositivo lineal, y en virtud de la linealidad de las ecuaciones de
Maxwell, existe unarelacién lineal entre las amplitudes de onda incidentes, reflgjadas y
transmitidas en cada una de sus puertas. La matriz que da cuenta de esta relacion se
conoce como matriz de scattering y los elementos de ésta como parametros de
scattering. Consideremos un dispositivo de estas caracteristicas con N puertas y
denotemos por V,," ala tension equivaente (magnitud compleja, con médulo y fase) de
laondaincidente en lapuertan, y V, alatensién equivalente de la onda que sale por la

puertan. Lamatriz de scattering se define en relacion a estos voltajes como [62]:

(?ll_ 9 gsu Slz SlN 9 89';9
b S 5%)
§\/NB g 1 SN2 SNNaély\TB

Con € fin de conseguir que la matriz de scattering de un dispositivo reciproco

sea simétrica, los parametros S; se cal culan como:

Vi (w) [Zo,; (W)

. (5-33)
Vi (w) | Z,; (w)

Sj (w) =

V=0, para kt j

donde Z,, es laimpedancia caracteristica de la puerta n. Para un modo TE en una guia

de ondas rectangular estaimpedancia caracteristicaes [62]:
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7, =K P (5-34)
k, Ve

donde ky es la constante de propagacion en la guia, dada en la expresion (5-29), y ko es

la constante de propagacion en el medio libre caracterizado por e y m

L os parametros de scattering S; son funcion de la frecuenciay ademas dependen
de los planos en los que se evaltien las amplitudes complegjas V;i* . Para obtener estos
pardmetros frecuenciales a partir de las secuencias temporal es suministradas por nuestro
algoritmo se deben considerar dos aspectos. En primer lugar hay que definir las
tensiones equivalentes V; en funcion de las componentes del campo electromagnético.
Estas tensiones se definen para cada modo particular de la guia y se consideran

proporcionales ala amplitud del campo eléctrico transversal [62]:

V, =C, %, (5-35)

donde Ep; es laamplitud méxima del campo eléctrico en lapuertai, y C; es la constante
de proporcionalidad particular parala puertai. Para el modo TE;o en una guia de ondas

rectangular esta constante de proporcionalidad es:

_ |axd )
C_,/7 (5-36)

En segundo lugar, hay que tener en cuenta que necesitamos realizar dos
simulaciones. La primera simulacion se realiza sobre una guia de ondas de longitud
indefinida, sin la union T, lo que permite conocer la tensiéon equivalente de la onda
incidente (Vincigente), Ya gque en este caso no hay onda reflegjada. La segunda simulacion se
realiza sobre la estructura que gqueremos caracterizar, |o que nos permite obtener el
voltgje total de cada puerta y a partir de éste, e voltge reflgjado (Vefigado = Viota —

Vincidente), Y €l voltaje transmitido (Viransmitido)-

233



RESULTADOS

Segun esto, para calcular los parametros de scattering correspondientes al modo
TE10 en una guia rectangular WR28 (el esquema de la estructura de simulaciéon se

muestraen lafigura 5.36), el procedimiento seria el siguiente:

En primer lugar se debe introducir una excitacion en € circuito, cuyo espectro en
frecuencia cubra el rango de interés, que en €l caso es e rango en gque se propaga
sblo el modo TE;, esto es, entre 26 GHz y 40 GHz.

Realizar dos simulaciones, la primera sobre una guia de longitud indefinida sin “T”,
con € fin de obtener la secuencia temporal correspondiente a la tensién incidente en
la puerta 1 vi(nDt), y la segunda sobre la estructura compl eta para obtener la tensién
reflejada en la puerta 1 vi(nDt) = vioa(NDL) - vi(NDY) , y alatension transmitida en la
puerta 2 vi(nDt).

Calcular la DFT de dichas secuencias para obtener las secuencias V;(nDf), V(nDf),
y V(nDf), donde Df = 1/NDt.

Dado que las dos puertas tienen la misma geometria (guia WR28) y estamos
considerando un Unico modo (TE;), tanto la impedancia caracteristica (5-34) como
la constante de proporcionalidad (5-36) de ambas puertas seran las mismas. De esta
forma, tomando como tensién equivalente el valor del campo eléctrico en el centro

de laguia, podemos obtener |0s parametros de scattering como:

S, (nDf ) = \% (5-37.1)
(D) =) (5372)

PML

excitacién {
[3mm)

z PML

Figura5.36.: Situacién de las puertas de entrada y de salida para caracterizar una union T en € plano
H de una guia rectangular WR28.
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La discretizacion de nuestro dominio de simulacion se realiza dividiendo cada
uno de los brazos de la union-T en 20 celdas de ancho por 40 celdas de largo, con un
incremento espacial Dx = Dz = D = 0,356 mm. Consideramos €l interior de la guia vacio
(e =1, s =0). Vamos arealizar e andlisis utilizando tres tipos de funcion wavelet (D,
D, y D3) con un unico nivel de resolucion, y escogiendo un factor de estabilidad s = 1.
Con estos datos €l incremento temporal queda determinado y su valor es Dt = 0,839 ps.
Colocamos condiciones absorbentes PML en los extremos de la union-T, para evitar que
las ondas reflgadas y transmitidas vuelvan a penetrar en € medio, y perturben los
resultados, considerando que las zonas PML tienen un espesor de 10 celdas (10D), y

escogiendo un factor de reflexion de 10,

La excitacién que debemos introducir en la estructura debe tener las
caracteristicas espacia y temporal adecuadas para dar lugar a la propagacion de un
modo TEj;p, dentro del rango de frecuencias de interés. Para ello excitamos la
componente E, con una distribucion espacial con forma de medio seno en la seccion
transversal z, como corresponde a modo TE; (figura 5.33), y de seno cuadrado, con un
ancho de [x2 - x1) = 3 mm alo largo del ge x, con € fin de introducir la excitacion de
forma suave en e espacio. La caracteristica temporal corresponde a una funcién
gaussiana modulada a la frecuencia central de interés, tal como se indica en la expresion
(5-3.1). Vamos a tomar una frecuencia centra de 30 GHz con un ancho de banda

aproximado de 4 GHz, para lo cual se utiliza una gaussiana con una anchura de a =

100Dt y un retraso de to = 200Dt.

Realizamos una primera simulacién en la guia de ondas sin la union "T",
dejando evolucionar el algoritmo durante 2048 iteraciones, con € fin de obtener la sefia
incidente o de referencia en la puerta 1 vi(nDt), tomando las muestras del campo
eléctrico Ey en €l centro de la guia (figura 5.37). Una transformada de Fourier de esta
sefial nos proporciona e contenido espectral de la onda incidente V;(nDf) con una

resolucion en frecuencia de Df = 0,582 GHz (figura 5.38).
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Ey
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Figura 5.37.: Sefial de referencia (V/m)
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Figura 5.38.: MdAdulo dela DFT dela sefial dereferencia.

Una vez obtenida la onda incidente o sefial de referencia, realizamos otra
simulacion, considerando toda la estructura y tomando muestras de la componente E,
del campo eléctrico en la puerta 1 y en la puerta 2. En esta simulacién obtenemos la
evolucién temporal del voltgje total en la puerta 1y del voltgje transmitido w(nDt) en la
puerta 2. El voltge reflggado en la puerta 1 se obtiene a restar del voltgje total el voltge
incidente de la primera simulacion, vi(nDt) = Via(NDt) — vi(NDt). Aplicando una
transformada discreta de Fourier obtenemos el contenido espectral de ambas sefiales,
Vi(nDf) y Vi(nDf).

Una vez calculadas las secuencias correspondientes al contenido espectral de las
sefiales incidente, reflgjada y transmitida, V;(nDf), V.(nDf), y Vi(nDf) respectivamente,
podemos obtener los parametros de scattering S; de la forma indicada en (5-37). El
resultado obtenido utilizando los diferentes tipos de funcion wavelet lo tenemos
representado en las figuras 5.39.a-c, en la que se aprecia la variacion del médulo y la
fase de los pardmetros Sy; y $» en funcién de lafrecuencia dentro del rango de interés.
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Figura 5.39.a: Pardmetros de scattering Si; y S,; obtenidos utilizando funciones wavelet D;.
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Figura 5.39.b.; Parametros de scattering S;;, y S, obtenidos utilizando funciones wavelet D..
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Figura 5.39.c.: Parametros de scattering Sy; y S,; obtenidos utilizando funciones wavelet Ds.

Observando las figuras 5.39 se puede apreciar que el resultado obtenido con
cada uno de los diferentes tipos de funcion wavelet es practicamente idéntico. Vemos
ademés que € parametro S;; 1 0 en todo el rango de operacion, a pesar de que los tres
brazos de la union son idénticos, y que por lo tanto presentan la misma impedancia.
Esto nos confirma e hecho establecido tedricamente de que es imposible disefiar un

dispositivo reciproco sin pérdidas de tres puertas perfectamente adaptado.

Este resultado se ha comparado con € obtenido utilizando un simulador TLM
comercial. En lafigura 5.40 se han representado 10s parametros de scattering Si3 y Sx
obtenidos de estaforma, y se puede apreciar, en cuanto al médulo de ambos parametros,
una variacion con la frecuencia similar (en la simulacién con € método TLM aparece
un ruido que no se apreciaba con € método MRTD). En cuanto a la fase de dichos
pardmetros, se aprecian diferencias entre los resultados obtenidos por los dos métodos,

gue pueden ser debidas, en principio, a que los puntos donde se muestrean |os campos
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estan situados en posiciones relativas diferentes (respecto a las dos simulaciones), y

también debido a diferencia en las caracteristicas de dispersion de ambos métodos.
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Figura 5.40.: Pardmetros de scattering S;1 y S, obtenidos utilizando un simulador TLM.

Observemos ahora el comportamiento del campo eléctrico de un modo TE que
se propaga en un dispositivo como el que acabamos de estudiar. Para ello vamos a
excitar un modo TE;o a 50 GHz, asignando ala componente E, del campo eléctrico una
distribucion en forma de medio seno en la direccién transversal z, y de medio seno
cuadrado en la direccion de propagacion x. Sobre esta distribucién aplicamos una
variacion temporal correspondiente a una sefial sinusoidal alafrecuencia de 50 GHz. En
la serie de secuencias de la figura 5.41 se ha representado €l valor de la componente E,
en distintos instantes de la simulacion, en la que se han utilizando funciones wavel et del

tipo D..
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Union T en el plano H

Guia WR28 a 50 GHz
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Figura5.41.: Valor en diferentes instantes de tiempo de la componente E, del campo eléctrico de un
modo TE propagandose en una guia rectangular WR28 con una unién-T en el plano H.
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En esta serie de figuras se puede observar la aparicion de modos superiores en la
distribucion transversal del campo, es decir, ya no es una distribucién sinusoidal pura, y
esto es debido a que la propagacion se harealizado a 50 GHz y por lo tanto es posible la
existencia de modos superiores a fundamental. De acuerdo con las distribuciones del
campo mostradas en la figura 5.33, se puede apreciar que e patrén transversal que
aparece en los brazos transversales de la unién corresponden a un modo TEy, cuya

frecuencia de corte es de 42 GHz.

5.5.- APLICACION DE LA TECNICA MRTD 3D

Como validacion de la técnica empleada en tres dimensiones se van a analizar
diferentes cavidades resonantes, vacias y cargadas con dieléctricos, utilizando distintos
tipos de funcién wavelet para desarrollar los campos y se van a comparar |os resultados
obtenidos con los proporcionados por otras técnicas 'y con el valor tedrico cuando éste
sea conocido. También veremos la propagacion en una guia de ondas rectangular
WR9O0.

5.5.1.- Cavidadesresonantes

El propdsito de las lineas de transmision y las guias de ondas es transmitir de
forma eficiente la energia electromagnética de un punto a otro. Por otro lado, un
resonador o cavidad resonante es un dispositivo que permite almacenar dicha energia.
En una cavidad resonante, dado que no es posible la propagacion de los campos en €l
espacio debido a las condiciones de frontera impuestas en las tres direcciones, esos
campos se van a distribuir de forma que se satisfagan las mismas, es decir, la reflexion
en las paredes de la cavidad dard lugar a la aparicion ondas estacionarias que
corresponderén a valores caracteristicos y especificos de las frecuencias de oscilacién
[62]. Se pueden entonces considerar |os campos resultantes como la superposicion de

estos modos normales.
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Consideremos una cavidad rectangular vacia, formada por paredes conductoras,

como larepresentada en lafigura 5.42.

X A

Figura 5.42.: Cavidad resonante rectangular.

Para que se cumplan las mencionadas condiciones de frontera, las distintas

componentes de los campos eléctrico E = (E,,E,,E,) y magnéico H =(H,,H,.H,)

deben ser combinacién de expresiones de este tipo [62]:

E, = E, cosk, x>senk, y>senk,z>e "
E, = E, senk, x>cosk, y ssenk,zxe "
E, = E,senk,x>senk, y >cosk,z>e "
H, =- jH,senk x>cosk,y>cosk,z>e ™
H, =- jH, cosk,x>senk,y cosk,zxe "

H, =- jH,cosk,x>cosk,y >senk,z>e ™

donde las constantes ky, kp, y ks son:

m
-
_pm
k =2
2 p
_pxp
k. =
*d

(5-38.1)
(5-38.2)
(5-38.3)
(5-38.4)
(5-38.5)

(5-38.6)

(5-39.1)

(5-39.2)

(5-39.3)
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y estan relacionadas entre si por la siguiente expresion:

N
N

N -

“O)

o %
8 103,

2\

Pry u
ALl P2 (5-40)
a e b 2Q

BB
SERS)

donde c es la velocidad de la luz (c:]/Jm)eo). Esto significa que las posibles

frecuencias de oscilacion permitidas dentro de la cavidad estaran dadas por:

.2 .2 2
W:cpJéﬁ—ng +8@9 +8a—09 (5-41)
eag ébg édg

y se conocen como “frecuencias de resonancia de la cavidad”.

Si definimos los siguientes vectores:

k= (k11k2’k3) (5'42)
Eo = (El’EZ’ Ea) (5'43)
Ho =(H, H, Hs) (5-44)

también se deben cumplir las siguientes condiciones:

k*E, =0 (5-45)

H,=—k E, (5-46)

En principio, cada k corresponde a un modo dado, es decir, a un conjunto dado
de enteros n, my p de acuerdo con (5-40). Asi, el campo es una combinacién de
funciones diferentes, cada una con un valor de k, y a cada una de esas funciones la

conocemos como “modo”.
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Las cavidades resonantes o resonadores pueden ser construidos a partir de
secciones de una guia de ondas. Debido a las pérdidas por radiacion que se producen en
las guias con terminaciones abiertas, generamente los resonadores se construyen a
partir de secciones cortocircuitadas en los dos extremos, formando una cgja cerrada o
cavidad. De esta forma, los modos de resonancia en una cavidad se suelen designar, a
partir de los modos TE 0 TM que se propagan en la guia, como TEqny 0 TMmyp, donde
los indices m, n, y p se refieren a nimero de variaciones en el patrén de onda
estacionaria del campo en la direccion X, y, z, respectivamente. Asi, un modo TEj en
una guia de ondas dara lugar Si cortocircuitamos esa guia, a los modos de resonancia
TEio, en €l propio resonador. En la figura 5.43 se han representado las distribuciones
del campo eléctrico en una cavidad rectangular correspondientes a dos modos de

resonancia.

z

Figura 5.43.: Distribucion dentro de una cavidad rectangular del valor del campo eléctrico E, para los
modos resonantes TE o Y TE102 (N0 hay variacion respecto de la coordenada y).

Vamos ahora a calcular las frecuencias de resonancia para un modo TEpg, en

una cavidad rectangular de dimensiones normalizadas 05J2° 0.2 052, que tendrd,
segun la ecuacion (5-41), una frecuencia de resonancia dominante normalizada de 1x
Hz (siendo c la velocidad de la luz). Segun (5-39), el vector k tendra las siguientes

componentes:
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(5-47)

siendo a=d =0.5v/2m.
Esto implica que, segun la ecuacion (5-45), el vector de componentes E sea:
E, =(0,E,,0) (5-48)

es decir, los modos TEmg, tendran como Unica componente del campo eléctrico la

componente Ey.

Discretizamos nuestro dominio de simulacion dividiéndolo en 16 celdas de
ancho por 8 celdas de alto y 16 celdas de largo (16° 8" 16), con lo que se obtiene una
resolucion espacial Dx = Dz = 0,0442 m y Dy = 0,0250 m. Vamos a redizar la
simulacion utilizando funciones de escala correspondientes a tres tipos distintos de
funciones de Daubechies, D1, D, y D3 . Para que las simulaciones se puedan redlizar en
las mismas condiciones con los tres esquemas utilizados, escogemos un factor de
estabilidad s = 1, asegurando de este modo la estabilidad para todos ellos. De esta
forma, el intervalo temporal queda determinado y es Dt = 65,117 ps

Para excitar los modos TEn, actuaremos sobre |la componente H, del campo
magnético, asigndndole una distribucion espacial de medio seno cuadrado en la
direccion del ge x, con un ancho de [x; — X1| = 0,2652 m (con X; = 2Dx), constante en €l
gey, y medio seno cuadrado de |z; — z1] = 0,2652 m de ancho (con z = 2Dz) en la
direccién del ge z. La distribucion temporal serd la de un pulso gaussiano con un ancho
de 5Dt (que corresponde a un ancho de banda normalizado de 3,5 Hz) y un retardo de
10Dt. Dado que en los modos TEmg, solo tenemos la componente Ey (E = E)), €
muestreo se realizara sobre dicha componente. Una vez fijados todos los parametros,

dejamos evolucionar € sistema durante 2048 iteraciones.

Tras obtener |a secuencia temporal correspondiente al valor del campo eléctrico

en un punto de la estructura, aplicamos una transformada rapida de Fourier para extraer
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su contenido en frecuencia. La resolucion en frecuencia normalizada en nuestro caso es
de Df = 0,025¢ Hz. En lafigura 5.44 se ha representado la respuesta en frecuencia de la
sefial analizada en un punto en el cual la componente del campo muestreada E, es
distinta de cero para un mayor nimero de modos. En esta figura se pueden apreciar las

frecuencias de resonancia de |0s sei's primeros modos.

Frecuencias de resonancia I\dc:-dc:-sTEmup

TE‘ID‘I

Al \ |

TE1 02 'TE201

4
x 10

0E I 1 1
03 1 15 2 25 3

Frecusncia Mormalizada

Figura 5.44.: Contenido espectral de la sefial analizada (frecuencia en unidades normalizadas).

En latabla X se muestran las frecuencias de resonancia que hemos obtenido para
los distintos tipos de funcién wavel et empleados, junto con el valor tedrico y el obtenido
mediante la técnica Haar-MRTD [27]. Nuevamente se observa una diferencia entre los
valores obtenidos utilizando wavelets D; y los obtenidos utilizando wavelets D, y Ds,
siendo la precision para estas Ultimas mucho mayor, con un error respecto del valor
tedrico del 0,6% en €l peor de los casos (modos TE 04/ TE4g,) frente a errores del orden
del 5% con las wavelets D;. También se puede apreciar una mayor precision utilizando

las wavelets D, y D3 que la obtenida mediante la técnica Haar-MRTD.
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TABLA X
Frecuencias de resonancia ( modos TEmqp )
(unidades nor malizadas Df = 0,025% Hz)
Haar —
D1 D, Ds
f, f, f, MRTD[27] Analitico
r
error error error error
1, 000 1, 000 1, 000 0, 999
TE101 1
+0% +0% +0% -0, 1%
1, 550 1, 575 1,575
TEacof ¥, 1, 5811
= -1, 9% -0, 4% -0, 4%
2,125 2,225 2,250 2,216
TE103/ 2, 2360
TEao; -5% -0, 5% +0, 6% -0, 9% ’
2,425 2, 550 2, 550
TE0s/ Y, 2, 5495
TEsp -5% +0, 02% +0, 02%
2, 850 2, 900 2,925
TEaod/ ¥, 2,9154
TEs01 -2% -0, 5% +0, 3%
3, 000 3, 000 2,976 3
3
TEs03 s +0% +0% -0, 8%

Como segundo gjemplo para validar el esquema tridimensional utilizado, se ha
calculado el valor de la frecuencia de resonancia del modo dominante (TE;0;) de cuatro
cavidades no homogéneas, con dieléctricos de diferentes dimensiones y permitividades,
y situados en posiciones distintas [18]. En la figura 5.45 se muestra la geometria de
dichas estructuras con las dimensiones de las mismas. Este calculo se ha realizado
utilizando funciones de escala correspondientes a tres tipos distintos de wavelets de
Daubechies (D1, D, y D3). Los resultados obtenidos se han comparado con su valor

tedrico y con los obtenidos por otros métodos.
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¥

&= 3.75

Figura 5.45.: Diferentes cavidades resonantes analizadas.

La discretizaciéon se ha realizado dividiendo €l dominio en (12" 6" 8) celdas en
loscasos (a) y (b) y en (20" 6" 8) celdas en los casos (c) y (d), con lo que se obtiene para
todos ellos una discretizacion espacial normalizadade Dx = Dy = Dz=D =1 m. El
factor de estabilidad escogido ha sido s = 1 con € cua se satisface € criterio de
estabilidad paralos tres tipos de wavel ets empleados. El intervalo de tiempo queda pues
fijado a Dt = 1,926 ns. La excitacion en las cuatro cavidades se ha realizado se actuando
sobre la componente H, del campo asignandole distribucion espacial de medio coseno
en la direccion del gje x, sin dependencia respecto del gje y, y medio seno cuadrado de
anchura |z, — z1) = 6 m (con z; = 2Dz) en ladireccion del ge z, con €l fin de introducir la
excitacion de forma suave dentro de la estructura. La distribucion temporal seréalade un
pulso gaussiano con un ancho de 6Dt (que corresponde a un ancho de banda
normalizado de 2,8¢ Hz) y un retraso de 12Dt. Dado que el modo TE;o; posee como
componente no nula la componente E, del campo eléctrico, se almacenara su valor en

un punto arbitrario durante la simulacion. Tras 2048 iteraciones, se analiza €l contenido
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espectral mediante una transformada rdpida de Fourier, obteniendo resultados con una

resolucion en frecuencia normalizada de Df = 8451407 x Hz.

La frecuencia de resonancia del modo TE;p; obtenida utilizando las diferentes
funciones wavelet se muestra en la tabla X1. En ella se puede apreciar la caracteristica
habitual obtenida a lo largo de todas las simulaciones, esto es, que los valores
calculados utilizando funciones D, y D3 presentan cotas de error inferiores a las
obtenidas con las funciones D;. Ademas, estas cotas de error son inferiores a las
obtenidas mediante otros métodos como FDTD y Haar-MRTD tradicional.

TABLA XI
Frecuencia deresonancia del modo dominante TE o1
(unidades nor malizadas Df» 840 x Hz)
Haar -
D, D, Ds FDTD[18] | wRrTD[2 iti
cavidad malla malla malla malla maIIE';] Anfallé'ilco
error error error error error
0, 0735 0, 0752 0, 0752 0, 0749 0, 0754 0, 0751
@ 12°6°8 12°6°8 12°6°8 12°6°8 6°4" 3
- 2% +0,13% | +0,13% | -0,3% +0, 4%
0, 0482 0, 0507 0, 0516 0, 0523 0, 0530 0, 0522
(b) 12°6° 8 12°6° 8 12°6°8 12°6°8 543
- 8% -3% -1, 2% +1, 3% +1, 5%
0, 0245 0, 0254 0, 0254 0, 0266 0, 0276 Y,
(© 20°6° 8 20°6° 8 20°6° 8 20°6° 8 10°4° 3
¥4 ¥4 Y ¥4 Ya
0, 0367 0, 0364 0, 0372 0, 0391 0, 0383 3,
(d) 20°6° 8 20°6° 8 20°6° 8 20°6° 8 105" 3
3 3 £ 3 £
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5.5.2.- Propagacion en una guia de ondas rectangular WR90.

Como gjemplo de ssimulacion de la propagacion del campo electromagnético en
una guia de ondas, se ha considerado la propagacion de un modo TE;o en una guia
rectangular WR90 (figura 5.46).

Para realizar esta simulacion se ha discretizado e dominio dividiéndolo en 20
celdas de ancho por 20 celdas de ato y 100 celdas de largo (20" 20° 100), obteniéndose
una discretizacion espacial de Dx = Dy = 1,143 mmy Dz = 1,0 mm. El desarrollo de los
campos se ha realizado utilizando funciones D, con un Unico nivel de resolucion, es
decir, sblo funciones de escala, incluyendo condiciones de contorno absorbentes PML
en los extremos del gje z. Como espesor de lazona PML se han tomado 10 celdas en la
direccion z (10Dz) y un coeficiente de reflexion de 10 El factor de estabilidad
escogido para realizar la simulacién ha sido s = 1, con lo que € intervalo de tiempo
obtenido ha sido de Dt = 2,0967 ps.

X &

-.
b y

a=b=080" (2286 mm)

Figura 5.46.: Guia de ondas rectangular WR90.

Con €l fin de simular la propagacion de un modo TE;, teniendo en cuenta que la
frecuencia de corte del modo TE;o es 6,56 GHz y la frecuencia de corte del siguiente
modo es de 13,12 GHz, se ha excitado la componente H, del campo magnético con una
caracteristica tempora correspondiente a una sefial sinusoidal de 10 GHz, y con una

distribucién espacial de medio coseno en la direccion transversal x, constante en la
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direccién y, y con forma de medio seno cuadrado de longitud |z, — z;| = 6 mm (con z, =

30Dz) en ladireccion del ge z.

En las figuras 5.47 se ha representado €l valor de la componente E, del campo
eléctrico en diferentes secciones de la guia, correspondiente a distintos instantes de
tiempo. En ellas se puede apreciar |aforma de onda propagante que adquiere el campo a
lo largo del gje longitudinal y como se verifican las condiciones de contorno en los gjes
transversales de la guia. En las vistas correspondientes alos planos YZ y XY se observa
que la sefid no variaalo largo del gey, lo que demuestra que se trata de un modo mO.
Por otro lado, en las vistas de las secciones XY y XZ se observa que la dependencia
respecto de la coordenada x tiene la forma de medio seno, |0 que demuestra que es un
modo 1n. El conjunto de estas caracteristicas nos muestra que, efectivamente, se
propaga sélo un modo TEjo. En la figura 5.47.c se puede notar la zona de excitacion, a
partir de la cual se generan dos ondas propagandose en sentidos contrarios, debido a la

presencia de dos maximos contiguos que no estan distribuidos regularmente.
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Propagacion Modo TEm en guia WR90 a 10 GHz

X Z
Y
X z
Y
5 ~| -
20 -
20 X 7
gje X
J ° 5 geyY
Y

Figura5.47.(a).: Distribucion espacial del valor de la componente E, en diferentes secciones de la guia
WRO0, transcurridas 40 iteraciones desde el comienzo de la simulacién.
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Propagacion Modo TEm en guia WR90 a 10 GHz

X
Fa
Y
X z
Y
5 ] - 2, \5
. t“::*‘vt
5l :‘::‘:::‘2‘-:;
20 -
20 X
Fa
eje X 5 5 .
) ee¥
Y

Figura 5.47.(b).: Distribucion espacial del valor de la componente E, en diferentes secciones de la guia
WRO0, transcurridas 60 iteraciones desde el comienzo de la simulacién.

253



RESULTADOS

Propagacion Modo TE,"] en guia WR90 a 10 GHz

z
Y
X z
Y
X
z
Y

Figura5.47.(c).: Distribucion espacial del valor de la componente E, en diferentes secciones de la guia
WR90, transcurridas 100 iteraciones desde el comienzo de la simulacion.
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Como conclusiones y principales aportaciones del trabajo presentado en esta

memoria se pueden mencionar |0s siguientes aspectos:

Se ha desarrollado un esguema en multirresolucion en € dominio del tiempo
(MRTD) que presenta como principal ventaja sobre otras técnicas la posibilidad de
utilizar en los algoritmos cualquier funcién wavelet de tipo Daubechies, 1o que permite
tener un algoritmo abierto y poder emplear las wavelets que mas se gjusten a problema
particular. Ademas, se ha logrado una multirresolucién efectiva al no tener que
modificar los algoritmos cada vez que se quiera aumentar la resolucion de los
resultados, ya sea en toda la estructura 0 en una parte de la misma, gracias a la
utilizacion de una matriz derivativa. También se ha introducido un método eficaz para
reconstruir los campos a partir de los coeficientes de sus desarrollos utilizando la
Transformada Discreta en Wavelets (DWT).

Se ha realizado un estudio pormenorizado de las condiciones de estabilidad
necesarias en nuestro esqguema. Como resultado, se ha comprobado que una misma
resolucién espacia permite un amplio rango de valores para la discretizacion temporal,
mayor que en otras técnicas como FDTD, con lo que se puede llegar a obtener una

disminucion del 50% en el tiempo de gjecucion.

Se ha analizado la dispersion numérica de los algoritmos utilizando diferentes
tipos de wavelets de Daubechies, obteniéndose una mejora considerable en los
resultados, con cotas de error por debajo del 0,2% respecto del caso ideal, cuando se
emplean funciones de Daubechies Dy de orden M32. En los casos bidimensionales
estudiados se ha comprobado la influencia del angulo de propagacion en € error de
dispersion, observando que para las funciones de Daubechies Dy de orden M3 2 este

error es muy pequefio.

Finamente se han desarrollado diversos g emplos como validacion de las
técnicas utilizadas, encontrando que los resultados obtenidos con las funciones wavel et
de Daubechies Dy de orden M3 2 presentan cotas de error muy pequefias, superando en

la mayoria de los casos a los resultados obtenidos mediante otros métodos. También se
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han presentado ejemplos de simulacion de propagaciéon guiada, en los que se puede
apreciar la validez de esta técnica como herramienta para visualizar las caracteristicas

de propagacion de las ondas.

Como futuras lineas de investigacion se plantea la posibilidad de incluir nuevas
condiciones de contorno que permitan modelar estructuras mas complejas tales como
discontinuidades, angulos, irises, ... también la presencia de medios heterogéneos,
avanzando en el estudio del comportamiento con niveles superiores, la implementacién

de un criterio parala asignacién dinamica de |os niveles de resolucién, etc.
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APENDICE: ESTRUCTURA DE LA SIMULACION

A.1.- ESTRUCTURA DE LA SIMULACION

En este apéndice vamos a presentar un esquema con las etapas generales que
hemos seguido ala hora de realizar una simulacion.

A.1.1. Definicion del Sistema Fisico

Como en toda simulacién, en primer lugar hay que describir la geometria del
sistema fisico donde se pretende resolver el problemay establecer las dimensiones de la
estructura. También se debe hacer una descripcién de los materiales que la constituyen
en cuanto a sus caracteristicas electromagnéticas (generalmente permitividad e,
permeabilidad m conductividad s).

En este paso también escogemos €l tipo de funcion wavelet que se va a utilizar
para desarrollar |os campos, y en principio se puede decidir € nivel de resolucion que se
desea y la zona del espacio donde se va a aplicar, aunque este paso podria hacerse
dindmicamente, esto es, dado que & valor numérico de los coeficientes de wavelet nos
daidea de la“bondad” de la aproximacion que hemos obtenido, se puede considerar un
valor umbral de dichos coeficientes a partir del cual se puede decidir aumentar o
disminuir € nivel de resolucién posteriormente, a lo largo de la ssimulacién. Aqui se
decide, por tanto, el nimero de celdas en que se divide e espacio de simulacion,
obteniéndose el valor de los incrementos espaciales (Dx, Dy, Dz ) correspondientes a

nivel base.

Una vez decidido el tipo de funcion wavelet y € vaor de los incrementos
espaciales, se debe fijar e incremento temporal Dt, para lo cual se escoge un factor de
estabilidad dentro de un rango caracteristico para cada funcion wavelet. No obstante,
dada la relacion que existe entre los diferentes parametros, se podria aplicar € criterio
inverso, es decir, nuestras exigencias en resolucion espacial y temporal podrian obligar
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atener un limite en el factor de estabilidad que, a su vez, nos obligara a utilizar €l tipo

de funciéon wavelet, y €l nivel, que permitiera ese factor.

A.1.2. Condicionesdela Simulacién

Unavez establecidos |os pardmetros caracteristicos del mallado, se comienza por
iniciar todas las variables que van a intervenir en la simulacién. En este punto se
construyen las matrices derivativas de acuerdo con las dimensiones del problema, €

tipo de wavelet empleado y € nivel de resolucion fijado.

En este paso también se establece € tipo de excitacion que se va a utilizar en la
simulacion. Para €llo, ademas de sus caracteristicas temporales, como la forma
(excitacién gaussiana, sinusoidal, pulso modulado ...), lafrecuencia central, su duracion,
etc, se debe especificar su distribucion espacial y la zona de la estructura donde se desea

introducir la sefial.

Otro aspecto importante a decidir antes de comenzar con la simulacion son las
condiciones de contorno. Se deben fijar los limites de nuestro dominio computacional
imponiendo condiciones de contorno “duras’ (conductores perfectos PEC o PMC) o
bien condiciones absorbentes (“PML"). En €l caso de tener condiciones absorbentes del
tipo “PML” también hay que fijar las dimensiones de esta zona y ciertos pardmetros
caracteristicos como por gemplo el coeficiente de reflexion deseado.

El nimero de iteraciones es otro parametro que se puede escoger dependiendo
del problema que se quiera abordar. Por gemplo, la posible existencia de transitorios
que se desean eliminar implicaria un aumento en el nimero de iteraciones para lograr
estudiar €l estadio estacionario, o bien, si deseamos obtener resultados en frecuencia, €
valor maximo y la resolucion de la frecuencia que queremos resolver también nos

impone condiciones sobre dicho nimero de iteraciones, €l tamario de la estructura, etc.
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A.1.3. Iteracion del Algoritmo

Una vez definidos todos los parametros necesarios comienza el proceso de

simulacion durante el nimero de iteraciones escogido.

Durante la marcha del algoritmo se van actualizando |os coeficientes del campo
electromagnético en todos los puntos del mallado, de forma que los coeficientes del

campo eléctrico en un instante temporal dado [E]n se calculan en funcion de sus valores
amacenados en un instante anterior [E]”’1 y de los valores de los coeficientes del

campo magnético correspondientes a medio intervalo temporal anterior [H]“'% y en

posiciones espaciales contiguas. Lo mismo sucede con los coeficientes del campo

magnético, cuyo valor en un instante de tiempo [H]”% se calcula en funcién de los
valores obtenidos en la iteracion anterior [H]”'% y de los valores recién calculados para

el campo eléctrico [E]". En e calculo de estos coeficientes se utilizan las condiciones

de contorno definidas antes del comienzo de la ssmulacién asi como e valor de la

excitacion en lazona del espacio donde ha sido definida.

A.1.4. Salidadel Algoritmo: Andlisis de Resultados

Una vez alcanzado el nimero total de iteraciones, el tiempo de simulacién ha
concluido y e programa abandona el bucle. En este momento se pueden extraer los
resultados buscados a partir de los datos recogidos y amacenados durante la simulacion
(aunque también pueden ser calculados diandmicamente), como por gjemplo parametros
de scattering, célculo de frecuencias de resonancia, calculo de potencia, etc.

Antes de procesar los datos, se debe tener en cuenta € nivel de resolucion
empleado para desarrollar los campos. Si la simulacion se ha realizado utilizando
anicamente funciones de escala, €l valor de los coeficientes de escala proporcionados
por & algoritmo corresponde a valor “real” de los campos, y por lo tanto el andlisis se
puede realizar sin necesidad de ninguna manipulacion adicional de los mismos. Por el

contrario, si se han utilizado varios niveles de resolucién, se debe reconstruir e valor
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real de los campos a partir de los coeficientes de escala y de wavelet dados por €l

algoritmo mediante la Transformada Inversa en Wavelets (IDWT).

Si se desean obtener resultados en funcion de la frecuencia, dado que nuestro
algoritmo proporciona el valor de los campos a lo largo del tiempo, se puede realizar
una transformada de Fourier que traslade la informacion del dominio temporal al
dominio de la frecuencia. Para ello se puede utilizar bien la Transformada Discreta de
Fourier (DFT), o bien la Transformada Rapida de Fourier (FFT) [60].

Es importante tener en cuenta ciertos aspectos a la hora de trabgjar con las
versiones discretizadas de la Transformada de Fourier. En primer lugar, debido a que
los datos almacenados con € valor de los campos corresponden a muestras tomadas en
intervalos discretos de tiempo Dt, la sefial en frecuencia obtenida a aplicar la
Transformada de Fourier se convierte en una repeticion periédica en la que la
transformada original se repite cada 1/Dt. Esto provoca que, en € caso de que lafuncién
origina gue queremos transformar tenga componentes frecuenciales por encima de
1/(2Dt) , las réplicas se solapen dando lugar a fendmeno conocido como aliasing. Para
evitar este problema, hay que utilizar un intervalo Dt lo suficientemente peguefio como
para que se tomen a menos dos muestras de la componente de mayor frecuencia
(criterio de estabilidad de Nyquist) [60]:

Dt £ (A-1)

2xf

Otro problema viene originado por €l hecho de tener un conjunto finito de
muestras almacenadas, correspondiente a numero de iteraciones llevados a cabo en la
simulacion N. El tiempo finito de ssmulacion T=N>Dt provoca un efecto de rizado en la
sefid frecuencial obtenida, que podria llegar a enmascarar |os resultados buscados. Una
forma de reducir este rizado consiste en aumentar €l nimero de muestras temporales N,
con € inconveniente del aumento en los requerimientos de memoria y tiempo de
simulacién. Otra solucion més eficiente para evitar este efecto consiste en utilizar
“funciones ventana’ para introducir los datos, siendo las mas habituales las ventanas de

Hamming, Hanning y Blackman [40].
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El punto clave a la hora de recoger los resultados del andlisis de la sefid en
frecuencia obtenida es la resolucion frecuencial de los mismos, es decir, estos resultados
corresponden a valores discretos en € dominio de la frecuencia, y la resolucion viene
determinada por e tiempo total de simulacién. La resolucién en frecuencia serd por
tanto:

Df =~ (A-2)

Cuanto mayor sea € numero de muestras utilizado, mejor sera la resolucion
frecuencial, pero con los inconvenientes mencionados antes acerca del aumento en los

requerimientos de memoriay del tiempo de simulacién.

En lafigura A.1 se muestra el diagrama de bloques correspondiente a |os pasos
seguidos para realizar una simulacion. De acuerdo con la descripcion que acabamos de
hacer de dichos pasos, la introduccién de los datos necesarios en €l primer bloque se
puede degjar “abierta’, es decir, € propio agoritmo podria “decidir’ e nivel de
resol ucién adecuado.
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INICIO

SISTEMA FISICO:
Dimension
Caracteristicas del medio
Nivel de Resolucién
Tipo de funcién Wavelet
Nuamero de Celdas
Factor de Estabilidad

v

Matrices Derivativas

v

Excitaciéon Campo

Condiciones de Contorno

(PEC - PMC - ABC)

Cilculo de coeficientes

iteraciones?

SI

escalatwavelet?

Reconstruccion Campos

IDWT

Anilisis de resultados |[#4————

FIN

Figura A.l.: Diagrama de Blogues del Algoritmo.
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